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VORWORT. 

Die Mehrzahl der Mathematikev betrachtet heutzutage Geometiie 
und Mechanik als empirische Wissenschaften; nicht weil Leibnitzen's 
Gfedanke , dass dieselben einmal als Glieder der allgemeinen Logik sich 
herausstellen würden, widerlegt worden wäre, sondern weil es trotz 
mannichfachster Yei-suche der beiden letzten Jahrhunderte nicht ge- 
lungen ist, die hierzu nothwendigen Verbindungsglieder aufzufinden, 
speziell, die metaphysischen Fragen des Raumes, der Masse und 
der Kraft zu lösen, Dass die hier vorliegenden Schwierigkeiten 
metaphysischer, odev wie man jetzt zu sagen pflegt, erkenntniss- 
theoretischer Natur sind, wird allgemein anerkannt; desto unbestimmter 
sind aber die Meinungen über das in diesem Erkenntnisstheoretischen 
zu Suchende, ob sich darin physiologische, psychische, menschlich 
intellektuale , oder aber rein logische Bestimmungen verbergen; haupt- 
sächlich in dem vorzugsweise gebrauchten Begriff eines „Intellekts" 
versteckt sich die all diesen Schwierigkeiten zu Grunde liegende Frage, 
ob darunter Empirisches oder Logische zu vei-stehen sei , oder aber, 
in welcher Verbindung diese beiden den fi-aglichen Intellekt zu Stande 
bringen. Viele haben zwar venneint, über diese ganze Untei'suchung 
hinwegschlüpfen zu können, mit der Behauptung, dergleichen Fragen 
hätten tiberhaupt keine Bedeutung, weil Metaphysik keine Wissenschaft 
sei; aber obgleich eine solche Behauptung verspricht, das menschliche 
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VI Vorwort. 

Streben ein für alleraal von einer gewissen Sorte quälender Gedanken 
zu erlösen, so gibt es doch immer noch Denker genug, welche eine 
solche Erlösung für keine Lösung der Sache halten. 

Bei dem Unternehmen, diesen Fragen näher zu treten, galt es nun 
zuvörderst einen festen Ausgangspunkt für die Erkenntnisstheorie zu 
gewinnen, von wo aus die früheren als Grundbegriffe hingestellten 
Wörter „Intellekt, Psychisches" etc. analysirt oder beurtheilt werden 
können. In der hier gegebenen Entwickelung wird dieser Ausgangs- 
punkt in dem Dasein überhaupt, oder vielmehr wie es uns gegeben 
ist als „Empfinden und Denken", genommen; ein Begriffspaar, dessen 
wesentlicher Unterschied von dem üblichen Gegensatz „Denken und 
Sein" im Laufe der Untei^uchung zu Tage tritt. Alle folgenden, zu- 
weilen von allen üblichen Bestimmungen der Erkenntnisstheorie ab- 
weichenden Ausfuhrungen sind reine Konsequenzen jenes Ausgangs- 
punktes, werden mit ihm stehen oder fallen. 

In der Arithmetik führen diese Grundlagen zu einer zweifachen 
Auffassungsweise, sowohl der Methoden als der Erzeugnisse dieser ein- 
fachsten Wissenschaft: der Auffassungsweisen nach dem Begriff der 
Quantität und demjenigen dei' Qualität, Die qualitative Betrachtung 
der arithmetischen Formen ergibt unter Anderem eine allgemein logische 
Deutung des Imaginären, der Potenzverhältnisse, und in Folge dessen 
der Infinitesimalmethode unter dem Namen „Formenrechnung" , wo- 
durch der Hülfsbegriff des Unendlich Kleinen und Grossen in jedweder 
Gestalt als unnöthig und paralogiseh ausgeschlossen bleibt. Aber auch 
dort, wo das betreffende Gebilde dem ersten Blick nur einen Inhalt 
ohne spezifische Form zu bieten scheint, wie bei den positiven ganzen 
Zahlen, erweist sieh die qualitative Betrachtung als anwendbar, und 
wird hier benutzt zu einer Lösung des Kaumproblems. 

Für die Einreihung der Geometrie in die allgemeine Logik durften 
natürlich keine unbewiesenen und unbeweisbare Axiome benutzt werden, 
und war hierzu der Nachweis nothwendig, dass der Baumbegriff, in 
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der heutigen Mathematik spezifizirt als Euklidischer dreidimensionaler 
Raum , ein Produkt logischer Setzung sei , dass ein andersartiger Raum 
denkunmöglich, dass die Aufstellung eines solchen Begriffes Wider- 
sprüche enthalte. 

Dieser Beweis wird geführt aus dem Denkgesetae in zweifacher 
Weise; das einemal aus dem Begriff der Richtung, das anderemal aus 
dem Begriff der Grösse oder Zahl. Diese Begriffe „Richtung, Grösse" 
werden selbst aus dem Denkgeseta entwickelt, und zeigt sich dabei, 
dass jene zwei Beweisarten die einzig möglichen sind, soviel auch ihre 
Form abgeändert werden mag. Der erstere Beweis S. 68 u. ff. ist 
seinem Inhalte nach derselbe, welchen ich in „Zeit und Raum" 1875 
gegeben habe Untei den abfälligen Beiutheilungen desselben ist mir 
nui eme ernziee sacheemässe zu Gesichte gekommen (Vierteljahrssehrift 
iüi wissenschaftlK he Phdosophie I. S. 302), welche dadurch auch bei- 
getragen hat zu dei koiiekteren Gestalt, in welcher der Beweis jetzt 
\oigelefet wild, auf die Ausführungen jener Rezension wird eingegangen 
S. 427. Der zweite Beweis, aus dem Begriff der Zahl, welcher in 
jener ersten Schrift nur angedeutet wurde, ist vollständig gegeben 
S. 215—225. 

In der Geometrie wird als eine weitere Konsequenz des Vorher- 
gegangenen eine Theorie der Kongruenz , mit Lösung der Paradoxien 
symmetrischer Figuren, eine philosophische Begründung des Prinzips 
der Dualität, und in Folge dieser Begi-ündung eine generelle Inter- 
pretation der Imaginäi-fonnen in der Geometrie gegeben. 

Ebenso wie die Lösung des Raumprohlems die Geometrie, so führt 
die metaphysische Analyse der Begriffe ,, Masse, Bewegung, Kraft" die 
mechanischen Probleme als Glieder in die allgemeine Logik ein. Die 
Prinzipien der Mechanik erweisen sich als rein logische Sät^e, welche 
ihren Schein von Empirismus nur durch das mangelhafte Verständniss 
der hier zu Grunde liegenden Begriffe erhielten. 
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Till Vorwort. 

Die weitere Entwiclielung der logischen Sätze führt sodann zu 
einer atomistisehen Theorie von absoluter Einfachheit, oder wie man 
zu sagen pflegt, einer Konstruktion der Körperwelt mit Hülfe einer 
einzigen Kraft oder Stoifart; welche' Theorie sieh fähig erweist, alle 
bisherigen begründeten Spezialerklärungen der Physik in sich auf- 
zunehmen. 

Am Schlüsse wird der Satz, „dass die Welt sowohl subjektiv als 
objektiv existirt", als ein widerspruchsfreier nachgewiesen, wodurch 
aller Dualismus aus der Weltauffassung verschwindet, ohne dass die 
Fehler eines starren Monismus zurückblieben. 
Dresden, Mai 1878. 

Setmitz - Bumont. 
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EINLEITUNG. 



Unter den "Wissenschaften werden die mathematischen gemeiniglidi 
durch den Titel „exakte Wissenschaften" ausgezeichnet, ohne dass zu 
heutiger Zeit eine übereinstimmende Ansieht darüber heri'scht, welchen 
inneren Kennzeichen dieser Titel seine Berechtigung verdanke. Ge- 
wöhnlieh wird gesagt: exakte Wissenschaften sind diejenigen, welche 
ihre Lehi^ätze und Resultate aus einer kleinen Anzahl von Grund- 
wahrheiten abzuleiten im Stande sind. Die Exaktheit ist damit zu einer 
konventionellen oder relativen Grenze gemacht, während dieser Begriff 
doch etwas Absolutes verspricht. Bei welcher Anzahl von Gnind- 
wahrheiten soll die Grenze gesetzt werden ? Bei der Arithmetik, welche 
je nach der philosophischen Anschauung zwei oder drei Grundbegriffe 
verwendet, bei der Geometrie, welche dazu noch einiger Axiome bedaif, 
der Mechanik, welche hiereu noch Prinzipien gebraucht, der Physik, 
wo einige Kräfte hinzutreten, oder noch weiter? Dass nun eine kleine 
Anzahl von iiTeduziblen Grundsätzen der Exaktheit menschlichen Wissens 
nicht hindernd entgegenstehe, glaubte man deshalb schon annehmen zu 
können, weil ja auch die Logik von zwei selbständigen Sätzen, dem 
der Identität und dem des Grundes ausgehe '). 

Das Sprachgefühl vei-wendete obigen Begriff jedenfalls nur zur Be- 
zeichnung absoluter Gewissheit gegenüber Behauptungen von geringerer 
oder grösserer Wahi-scheinlichkeit. Ob der spraehbildende Geist in 
diesem Glauben an eine absolute Exaktheit der Urtheile gerechtfertigt 
sei oder nicht, ist gewissermaassen die Gesammtfrage , welche den fol- 
genden Untersuchungen gestellt wird. Die obige Definition der „exakten 
Wissenschaften" kann aber als ein misslungener Vei-such betrachtet 
werden, den Sprachgehrauch zu rechtfertigen; und die Einsicht in die 
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2 Einleitung. 

Mangelhaftigkeit einer soichen Interpretation hat wohl mitgewirkt zu dem 
Ausspruche der empiristischen Geistesrichtung, welche nur noch von 
ErfahmngBwissenschaften wissen will. 

Zur Würdigung dieses vielgebrauchten Gegensatzes von „Denken 
und Erfahrung" oder „Spekulation und Beobachtung der Thatsachen" 
müssen wir uns stets erinnern, dass Alles, was wir Wissen und Er- 
kenntniss nennen, beziehe sich dies nun auf Kenntniss eines materiellen 
Gegenstandes, psychische Vorgänge oder irgendweiche Spekulationen — 
nur dadurch unser Wissen sein kann, dass wir jene Gegenstände 
und Vorgänge auf irgend eine Art in unser Denken aufgenommen, 
denkend behandelt, uns zu eigen gemacht haben. Wahrnehmungen und 
Beobachtungen, seien diese nun sinnlicher oder geistiger Art im Sinne 
des gewöhnlichen Sprachgebrauchs, werden zu Eriahrangsthatsaehen 
oder Erfahrungsurtheilen erst dadui-ch, dass wir viele derselben in der 
Erinnening miteinander verbunden, darch mannichfaehe Kombinationen 
zu Vorstellungen von Dingen, zu Begriffen von Vorgängen gestaltet 
haben. Die Regeln oder Gesetze unserer Denkthätigkeit werden sich 
also durch eine geeignete Analyse in allen Vorstellungen und Begriffen 
von dem, was wir Objekte und Thatsachen unserer Erfahrung nennen, 
auffinden lassen müssen. Die Lehre von diesen Kegeln wird jedenfalls 
eine absolute exakte Wissenschaft sein, einerlei, ob die Methode ihrer 
Zusammenstellung von einer oder mehreren sogenannten Grundwahrheiten 
auszugehen beliebt. Beständen fUv das Denken nicht solche ausnahmlose 
Kegeln, so könnte eben das nicht stattfinden, was wir Denken nennen. 

In den Erfahrungswissenschaften müssen nun ausser den Denk- 
gesetzen noch solche Elemente vei-wendet werden, welche sieh auf die 
zu untei-suchenden Gegenstände beziehen. Die Sicherheit ihrer Resultate 
wird deshalb abhängen von dem Grade, in welchem diese Elemente — 
seien es Vorstellungen von Objekten oder Prinzipiensätze — die wahre 
Natur der Objekte ausdrücken; oder von der kleineren oder grösseren 
Allgemeingültigkeit, welche diesen Elementarbestimmungen zukommt. 
Je mannichfacher diese Elemente in einer Wissenschaft sind, desto 
geringer wird im Allgemeinen die Sicherheit ihrer Resultate sein ; aber 
die absolute Exaktheit ist keinenfalls prinzipiell ausgeschlossen; sie ist 
vorhanden, sobald das in der Wissenschaft gehrauchte Begriffs- oder 
Prinzipienelement genau kon-espondii-t dem objektiven Vorgange, Wie 
eine solche genaue KoiTospondenz oder ob eine solche überhaupt mög- 
lich ist, wii-d Gegenstand der Untersuchung sein müssen. Exaktheit 
wird aber auch nicht einmal der Mathematik zugesprochen werden 
dürfen, so lange alle bei ihr zur Verwendung kommenden Begriife oder 
Axiome nicht als Ausdruck absoluter Wahrheit nachgewiesen werden 
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können. Insofern dies bisher mit den Axiomen der Geometrie nicht 
gelungen ist, war es gerechtfertigt, auch diese Wissenschaft vorläufig 
noch den hypothetischen zuzuzählen; ungerechtfertigt jedoch , dieselbe 
dieses bisheiigen Unvermögens halber definitiv in jene Klasse verweisen 
zu wollen. Denn die Unmöglichkeit, jene Axiome aus rein logischen 
Begriffen abzuleiten, ist nie nachgewiesen worden. 

Dass nun aus'^ei demjenigen, was wir heutzutage Logik nennen, 
exakte Wissens.chaften möglich sind, erhellt daraus, dass wir die Denk- 
gesetze odei die Kombinationen der denkmöglichen Formen als Begriffe 
tisiren, konstante Objekte daraus machen können, unbekümmert danim, 
ob in der objektiven Welt etwas diesen Kombinationen KoiTespondirendes 
vorzufinden ist. So lange solche Begriffshildungen keine inneren Wider- 
sprüche enthalten, werden ihre logisch gebildeten Kombinationen deren 
ebensowenig enthalten. Dies wäre nun vorläufig eine rein theoretische 
Wissenschaft; soll sie praktische Resultate zu liefern im Stande, auf 
Yoi^änge der realen Welt anwendbar sein, so müssen eben die ver- 
wendeten Grundbegriffe in irgend einer Korrespondenz zu den realen 
Objekten stehen; oder, die Vorstellungen, welche wir uns von den 
Dingen machen gemäss unseren Wahmehmungen, müssen sich theilweise 
oder ganz in obige Gnindbegriffe zerfallen lassen. Insofera kann die 
praktische Änwendbai-keit eines theoretischen Resultates das Kriterium 
sein für die logische Richtigkeit der gebrauchten Grundbegriffe; so 
z. B. die Tbatsache, dass die Winkelsumme eines jeden Dreiecks gleich 
180", di^ Kriterium dafür, dass alle dabei gebrauchten Begriffe Linie, 
Winkel, Ebene etc. logisch widersprachsfi^i seien. Speziell bei der 
Geometrie wird sich zeigen, dass die Möglichkeit anschaulicher Kon- 
struktion das Kriterium ist für den logischen Weith oder ünweiUi der 
willkürlich gebildeten Grundbegriffe.. Anderei-seits werden in den 
Wissenschaften häufig Begriffe gebraucht, welche zu widerspruchsvollen 
Resultaten führen, deren Grundfehler man vergebens sucht, weil man 
gar nicht daran denkt, dass der so klar und selbstvei^tändlich aus- 
sehende Grundbegriff einen logischen Fehler enthält Man denke an 
die Paradoxien, welche auf den Begriffen „Bewegung, Unendlichkeit, 
hoiTor vacui, Freiheit des Willens etc." aufgebaut wurden. Solche 
Begriffe wurden vom Sprachgeiste geschaffen für praktische Bedürfnisse, 
ehe er zum logischen Bewusstsein gelangte; und als dies endlich er- 
wacht war, hielt man alles andere eher für fraglich, als den Werth des 
vom Sprachgeiste überlieferten Erbtheils. 

Inwiefern nun eine solche Begiiffsanaljse bei irgend einer Wissen- 
schaft durchführbar ist, wird sich bei Untersuchung über die Ent- 
stehung der Begriffe ergeben. Dass sie, wenn überhaupt möglich, am 
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ehesten in den mathematischen Wissenschaften fertig zu bringen sein 
wird, ist leicht ersichtlich; denn ihrer Gmndbegriffe sind wenige; und 
ihre Objekte, die sogenannten geometiisehen und mechanischen Vor- 
stellungen scheinen der oben geforderten Korrespondenz von denkender 
Betrachtung und realem Objekt am leichtesten zu genügen. Die Ma- 
thematik würde sich damit als eine erweiterte Logik ergeben. 

Auffallend könnte es nun erscheinen, dass trotz dieses der Logik 
so nahe stehenden Charakters der Mathematik, so selten philosophische 
Darstellungsweisen des Ganzen oder auch nur einzelner Theile dieser 
Wissenschaft unternommen werden. Ihre Fortschritte verdankt sie meist 
der glücklichen Divination und der technischen Virtuosität, welche sich 
in Folge praktischer Forderungen entwickelten. Erst in neuerer Zeit 
untersucht man mehr systematisch alle denlimöglichen Kombinationen, 
obaehon man dieser systematischen Forechungsweise mehr ein alge- 
braisches Schema, als die logische Eotwickelung der Begriffe zu Grunde 
legt. Die Ursachen dieser philosophischen Veniachlässigung sind un- 
schwer auszufinden. 

Ein gewisses Material von beobachteten Thatsachen oder von Pro- 
duktionen des Denkens muss vorliegen, ehe sieh das Erkenntniss- 
bedüifniss veranlasst fühlt , eine systematische Gliedemng der Be- 
obachtungen auszuführen, oder eine Unterauchung anzustellen über die 
Art und Weise wie die Denkgebilde entstehen, im Wissen sieh an- 
sammeln. So haben die Menschen Jahrhunderte lang über die dunkelsten 
Fragen — wie Ursache und Zweck der Welt — gegrübelt, Antworten 
gegeben, Glaubensbekenntnisse aufgestellt, ehe sie daran dachten, die 
Regeln aufzusuchen, nach welchen überhaupt Begriffe und Urtheile ge- 
bildet werden. In der Sprache waren die Wörter ,,Tliier, Pflanze, Ge- 
stalt, Organismus" etc. lange vorhanden, ehe man sich aufrichtig Rechen- 
schaft zu geben suchte, was man eigentlich damit bezeichnen wollte; 
und eine bewusste Wissenschaft, streng geregelter Gebrauch dieser 
Begriffe trat wiederum viel fi-tiher auf, als die TJnteiBuchung, ob der 
Sprachgeist die zweckdienlichsten Mittel angewandt hätte, um den 
gewollten Begi-iff aus den naturgemässesten Wortelementen zu bilden. 
Weil man. hierin Fehler fand, erklärte man häufig den gesuchten Begriff 
selbst für fehlerhaft; und Locke, in der Meinung, er habe an Begriffen, 
welche die denknothwendigen Kategorien des Geistes zu bezeichnen 
bestimmt waren, Fehler entdeckt, zeigte in Wahrheit nur Mängel des 
sprachbildenden Instinktes und seiner Wortgebilde. Man wäre wohl 
nie darauf verfallen, eine Wissenschaft der Logik aufzubauen, wenn 
auf metaphysische Fragen allgemein zufriedenstellende Antworten hätten 
erlangt werden können. 
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Aehnlich lag die Sache bis in die neueste Zeit bei den mathemati- 
schen Wissenschaften. Die Grundbegriffe, welche von diesen gebraucht 
werden, ei-scheinen so klar und selbstverständlich, dass an eine Unter- 
suchung ihrer logischen Eichtigkeit gar nicht gedacht wurde. Die 
Ausstellungen, welche Philosophen etwa an dem Begriffe der Bewegung 
machten, wurden von den Mathematikern für lediglieh sophistische 
Spielereien erklärt; und als hei Erfindung des Infinitesimalkalkuls Be- 
griffe verwendet wurden, welche offenbar gegen logische Anfordemngen 
veratiessen, so schien ja eben, dass die Resultate den mathematischen 
Begriff des Unendlichen rechtfei-tigten, wenn er auch logisch unver- 
ständlich blieb. Die ausserordentliche Entwiekelung, welche die mathe- 
matische Änalysis seitdem gi'ade durch die verwegensten und logisch 
veiTOeintlich ungerechtfertigten Begriffskombinationen erzielte, sofeni 
man nur der algebraischen iVIethode getreu blieb, schien diese Ansicht 
von allen Seiten zu stützen. Man ging allerdings bei solchen Zusammen- 
stellungen lediglich experimentirend vor; wo sich beim Kalkül eine 
solche zeigte, welche zu praktischer Venverthung untauglich war, 
überging man sie einfach mit Stillschweigen, z. B. die divergirenden 
Reihen; und es bedurfte eines Riemann, um eine schüchterne Ver- 
wahrung einzulegen, gegen dieses unmotivirte zu den Todten Werfen, 
Aber, von vermeintlich ziellosen Fragen müssiger Zuschauer abgesehen, 
vermochte die Mathematik allgemein befriedigende, nie täuschende 
Antworten zu geben. Wozu also noch philosophische Entwiekelung 
oder sogenanntes metaphysisches Ergründenwollen des wahren Seins 
mathematischer Kombinationen? Deshalb denkt auch die Mehrzahl 
heutiger Mathematiker kaum noch an etwas anderes, als an die weitere 
Ausbildung des Formelrechnens, und seine Verwendung zur Lösung 
praktischer Fragen. 

Der Menschengeist hat nun glücklicherweise vielseitigere Ziele, 
wenn auch für eine beschränkte Zeitperiode nur ein Theil dei-selben 
strebenswerth erscheint; und so tritt neben dem praktischen Berechnen 
auch das Bedürfniss nach Einsieht in den inneren Zusammenhang 
mathematischer Operationen als Theil der Gesammtthätigkeit des 
Geistes wieder auf. Ausserdem zeigen ja auch alle Wissenschaften, 
dass eine solche Erkenntniss zu neuen Methoden, mittelbar zu neuen 
praktischen Resultaten führen kann. 

In neuester Zeit wurden nun grade durch die einseitige Bevorzugung 
formalistischer Entwiekelung Fragen angeregt, welche direkt zu einer 
philosophischen Behandlung der Mathematik auffordern. Es entstanden 
Formeln, weiche die rechnende Methode praktisch zu verwei-then un- 
ßlhig war, trotz ihrer Aehnlichkeit mit den aus realen Verhältnissen 
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entspfungenen. Die empiristische Geistesrichtung ward gezwungen, 
diese auf dem ihr ganz heterogenen Boden der Metaphysili; ausheuten 
zu wollen, wenn jene Formeln nicht den spekulativen Phantasie- 
gehilden gleich zu unbrauchharen Phantomen gezählt werden sollten; 
eine Aussicht, bei welcher sich im Hinblicke auf die analytische 
Eleganz und den fftr die Geometrie wirklich brauchbaren Resultaten, 
wenn geeignete Reduktionen vorgenommen wurden, kein für seine 
Wissenschaft begeisterter Foi-seher zu berahigen vermag. Der cha- 
rakteristische Schluss, welchen der Realismus hier zog, war, dass 
uns nur ein Theil der möglichen Realitäten zugänglich sei. Es ent- 
stand eine transeendente Geometrie und der Empirismus behauptete 
dem Worte nach sein Prinzip: dass nur die Beobachtung wissenschaft- 
lichen Werth habe. 

Vorhin wurden die mathematischen Wissenschaften eine erweiterte 
Logik genannt, was allerdings den hen'schenden Ansichten gegenüber 
ausführlich gerechtfertigt werden muss. Diese Benennung enthält die 
ganze Antwort, welche auf die gestellte Aufgabe einer philosophischen 
Behandlung der mathematischen Wissenschaft im Folgenden entwickelt 
und begründet werden wird; und hierzu ist der Nachweis erforderlich, 
dass alle in der Mathenrntik-vorkommaiilen BegrifTfl R]ia^j;dn lo gischen 
Element en kombinir t we rden können, dass mathematisch und logisch 
synonym sind. 

Betrachten wir nun die einfachste der hier vorliegenden Wissen- 
schaften, welche (ausgenommen bei jenen, die den Erfahrungsbegrifi' 
missdeutend, die Logik eine empirische Wissenschaft nennen) für absolut 
exakt gilt, die Arithmetik, so wurde ihr dieser Charakter allgemein 
zugestanden, weil sie nur mit einem einzigen Begriffe, dem der Zahl, 
sich beschäftige und in diesem Begiiff nichts Widersprechendes oder 
sonstwie Bedenkliches liege. Der Zahlbegriff, als einziges Element des 
materialen Inhaltes der Arithmetik, sei etwas absolut Bestimmtes, und 
demgemäss einer weiteren Analyse oder Rechtfertigung weder bedürftig 
noch fähig. Wesentlich derselbe Gedanke wird in dem Satze aus- 
gesprochen : „in der reinen Mathematik handle es sich nur um Grossen". 

Wollte man sich hierbei nun auch für die wirkliche oder positive 
Zahl beruhigen, so findet sich bei der üblichen Darstellung der Arith- 
metik, dass dieser Zahlbegrüf, ohne weitere Rechtfertigung mit anderen 
Begriffen verbunden wird, welche ihn wesentlich verändern. Es werden 
negative Zahlen eingeführt, Verhältnisszahlen, Brüche, irrationale Zahlen, 
bei welch letzteren das Wort schon darauf hindeutet, da^ ihre Erfinder 
sich einer logischen Gewaltmassregel wohl bewusst waren. Für heutige 
Generationen hat diese Gewaltthat durch Einfluss der Gewohnheit aller- 
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dings schon das Gefühl des Nothwendigen, und demnach selbstverständ- 
lich Gesetzmässigen angenommen. Auch hiennit ist die Reihe der Ele- 
mente heutiger Arithmetik noch nicht geschlossen ; es folgen die 
imaginären und komplexen, in der Zahltheorie noch die idealen Zahlen, 
Hierdurch wird eine philosophische Dai-stellung sehen unmittelbar auf- 
gefordert, die Berechtigung dieses Fortsehreitens in der Kombination 
von Begriffen zu erweiterten Zahlbegiiffen zu untersuchen. Um dieses 
ausführen zu können, darf man sich aber mit der blossen Hinstellung 
auch des positiven Zahlbegriffs nicht begnügen, sondern muss auf die 
Elemente des Denkens, die Entstehung von Vorstellungen und Begriffen 
überhaupt zui'ückgehen. 

Dass nun alle anderen mathematischen Disziplinen, einschliesslich 
der Geometrie, noch weit zusammengesetztere Begriffe als gegeben 
voraussetzen, die also noch weit mehr einer logischen Begründung be- 
dürftig sind, braucht nicht weiter hervorgehoben zu werden. 

Hiennit stehen wir an der ersten Aufgabe aller Erkenntnisstheorie 
überhaupt: den festen Ausgangspunkt zu suchen, welcher einem jeden 
Kritizismus gegenüber gültig bleibt. Die übliche Behauptung, dass ein 
einziger Gmndbegriff hinreiche, das ganze Gebäude der Mathematik 
aufeurichten, erspart einer philosophischen Behandlung nicht die Unter- 
suchung über die Berechtigung und die Entstehungsweise auch dieses 
einzigen, selbst wenn diese Behauptung richtig wäre; was aber nicht 
der Fall ist, wie sich zeigen wird. 
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A. KAPITEL I. 

DER AUSÖANGSPUNKT 

J6q /iot nov OTW. 



Um einen Ausgan^punkt für die Erkenntniss festzustellen, hat 
man meist einen möglichst einfachen Begriff gesucht, welcher klar und 
selbstverständlich in seinem Gebrauche, einer weiteren Analyse weder 
bedürftig noch fähig sein solle. Im Laufe der Zeiten wurden als 
solche aufeestellt: das Einfache, die Allintelligenz, Seele, der Welt- 
schöpfer, Geist, das Denken, Substanz, das Ich, das Sein, Bewegung, 
Materie, Wille, das Reale etc. Wenn nun versucht wurde, die Er- 
scheinungen der Welt hieraus abzuleiten, oder vielmehr mit einer 
solchen Allgemeinvoi-stellung in Einklang zu bringen, so gelang dies 
stets mehr oder weniger gut; immer genügend für den Glauben, je nach 
der Entwickelungsstufe der menschlichen Intelligenz, oder je nach der 
Empfindungsweise der Anhänger solcher dogmatischer Systeme. Man 
glaubte eben diesen dogmatischen Begriff als eine weiter nicht erklär- 
bare (weil Grund ihrer selbst) ilberoatürhche Mitgift der Menschheit 
annehmen zu dürfen. Es blieb aber die böse Thatsache übrig, dass 
niemals alle denkenden, die Wahrheit suchenden Menschen über das 
Zureichende eines solchen Systembegriffes, oder selbst nur über die 
wahre konstante Bedeutung desselben sich einigen konnten. Was dem 
einen für selbstvei-ständlich , schien dem andern einer Begründung 
bedürftig, und das Kriterium, welches hier entscheiden sollte, war nicht 
aufzufinden. Deshalb entstand nothwendigerweise der philosophische 
Kritizismus, welcher jenes Kriterium suchen sollte, und demgemäss die 
Genesis obiger Systembegriffe zu erfoi-schen trachtete. Hierbei stellte 
sieh nun heraus, dass keiner der obigen Begriffe eine übematürUehe 
Mitgift, sondern eine im Leben gewonnene Anschauungsart oder ein 
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Produkt der üenkthätigkeit ist, welches verschieden ausfallen mag, je 
nach der Art der geistigen Entwiekelung; und dass die mehr oder 
minder gute Erklämng der Welt abhing von der mehr oder minder 
gelungenen Bildung des betreffenden Oberhegriffs. Aus Thatsaehen der 
Erfahrung wai-en also alle Begriffe abstrahirt. Hieiiüit schien der 
Allgelpunkt aller Erkenntniss gefunden, und die Ei-fahnmg wurde als 
der absolut feste Ausgangspunkt gepriesen. 

Nun ist allerdings kein Zweifel, dass Erkenntniss ohne Er- 
fahrung unmöglich ist, dass eine solche dem sich selbst behmtenden 
Nichts vergleichbar wäre ; denn Erkenntniss hat nur einen Sinn, sofern 
sie sich auf ein Gesehehen in der Welt bezieht, und sofern sie Wesen 
zugeschrieben wird, welche in einer Welt existiren, welche demnach 
Erfahrungen machen müssen. 

Ein grosser Theil der Anhänger des' Realismus, welcher nach 
ohigem Ergebnisse neu auflebte, vergass jedoch bei dieser Entdeckung, 
dass auch Erfahrung ein Begi'iff ist, und zwar ein nicht weniger 
komplizirter als die vorher genannten Gnindbegriffe anderer Systeme. 
Man könnte nun, um dieser venneintlich rein sophistischen Begriffs- 
quälerei zu entgehen, ein anderes Wort vereuchen und sagen: That- 
saehen sind das absolut Gewisse, woraus Erfahi-ung und Erkenntniss 
entstehen. Aber damit ist nichtö gewonnen, denn nicht aus That- 
saehen wird die Erkenntniss aufgebaut, sondern aus Denkgebilden, 
welche man mit Recht oder Unrecht jenen Thatsaehen substituirt. 
Was ist denn eine gewisse Thatsache? Früheren Generationen 
wie heute den Kindern war eine solche, dass der Stein schwer sei, ein 
Gewicht habe, die Luft aber nicht. Heute ist es eine Thatsache, dass 
die Luft schwer sei, das Lieht aber nicht. Wer verbürgt uns, dass 
diese Thatsache demnächst nicht von Neuem iimgestossen wird?^) 
Was dem einen grün, erscheint einem anderen blau; einem Jeden er- 
scheint der Durchgang eines Sternes am Fadenkreuz eines Fernrohres 
zu einer andeien Zeit, so dass aus solchen Beobachtungen allein gar 
nicht festzustellen ist, wann das Ereigniss überhaupt stattfand. Sind 
wir nun auch zu einem majorisirenden Urtheile gelangt über das, was 
wir aus den ThatsaLhen dem wirklichen objektiven Geschehen und dem 
subjektiven Beobachten zusehreiben, so verbürgt uns doch gar nichts, 
dass wir nicht dieses Uitheil einer demnächst auftretenden Thatsache 
zu liebe wiedei andern müssen; eben weil nach dem Prinzip des Em- 
pirismus uns ein jedes Kriterium darüber fehlt, was wir objektiv und 
subjektiv nennen dürfen Konsequent bezeichnet dieser Empirismus 
ein jedes Wissen als subjektiv und findet die Aufgabe der Wissenschaft 
lediglich im möglichst {lenauen Buchreihen der wahrgenommenen That- 
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Sachen , je nach den derraaligen Beobaehtungsfähigkeiten. ^) Für eine 
solche Auffassung steht die Heraldik als Wissenschaft auf derselben 
Stufe wie die Geometrie. Dass in der letzteren häufiger vorkommende 
Thatsachen beschrieben werden, kann prinzipieU an dem Erkenntniss- 
werthe derselben nichts ändern. Im Gegentheil, die bunte Mannich- 
faltigkeit der ersteren müsste Manchem als interessanter und werth- 
voller ei-seheinen, als die leeren Schemen der letzteren. 

Wie vorhin schon angedeutet, kann also alles Verschanzen hinter 
„Thatsachen" gar nichts nützen, weil Thatsachen als solche gar nicht 
in die Erkenntniss übergehen, sondern erst eine Bedeutung für diese 
erlangen, wenn sie in der Form von Urtheilen von der Denk- 
thätigkeit gestaltet worden sind. An jeder Thatsache, sofern sie im 
Wissen von Bedeutung ist, muss also ihr materialer Inhalt und die 
Form, in welcher dieser für die Zwecke der Erkenntniss durch das 
Denken gestaltet worden ist, unterschieden werden. Hier treten nun 
gleich die schweren Fragen auf; 

1) Wenn auch unsere Erkenntniss zeitlich erst mit den Erfahrungen 
beginnt, könnte dann nicht die Form, in welcher die Thatsachen 
in unsere Erkenntniss eingehen, unabhängig sein von jenen 
Thatsachen; und inwieweit? 

2) Welcher Theil rfes Eriahningsurtheils ist Inhalt, objektive That- 
sache, und welcher ist subjektive Fonn? 

Ehe zur Beantwortung dieser Fragen gesehritten wird, kann aber 
der als Ausgangspunkt der Untersuchung dienende Satz ausgesprochen 
werden, welcher hei allen Thatsachen und Urtheilen unanfechtbar bleibt, 
einerlei wie verschiedenartig sie aufgefasst werden mögen. Dies eine 
Gewisse, die Uiihatsache, ist: 

Dass Thatsachen wahrgenommen werden, 

oder noch unzweideutiger: 

Dass ■Wahi-nehiiningeii gemacht werden, 

einerlei was denselben zu Grunde liegen mag, oder mit welchen Be- 

ziehun^begriffen sonst dieselben verbunden werden mögen. 

Mit diesem Satze wird nicht von irgend einer Abstraktion aus- 
gegangen, einem Begiiffe, dessen Realität oder gar logische Wider- 
spruchsfreiheit erst zu ei-weisen wäre, sondern von etwas unbestreitbar 
Realem, einer Thatsache, welche auch bezeichnet werden kann als; 
Dasein von Etwas, 
Existenz einer Welt überhaupt, 
oder : 
EtwHS exlstirt, 
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wobei es ganz dahingestellt bleibt, als was diese Welt sich spater 
heraussteUen wird, oder, wie sie näher bestimmt werden muss; ob als 
Denken, Sein, Denken eines Seins, Erscheinungen, Vorstellungen — 
oder wie immer sonst.*) 
So einfach und niehtssagend der Satz „Etwas existirt" seheinen 
mag, so vielsagend ist er in formaler Hinsicht. Er besagt nämlich: 

1) Das Dasein von Etwas, welches sieh kundgibt als Wahr- 
nehmungen, Empfindungen, oder wie immer man die einfachste 
Thatsache nennen will, welche unmittelbar gewiss ist. 

2) Dass behauptet, gedacht, geurtheilt worden ist; denn ohne dies 
wäre die Empfindung lediglich Empfindung geblieben, und hätte 
nicht zu einer Behauptung, einem Uilheil geführt, wie ein 
solches eben in einem gedachten oder gesprochenen Satze liegt. 

Obiger Satz ist also der Ausdrack zweier verschiedener Thatsachen; 
dass wahrgenommen wird, und dass gedacht wird. 

Hiermit ist der ganze , aller Erkenntniss zu Grunde liegende 
Gegensatz von Wahrnehmung und Denken gegeben, oder, wie er im 
Folgenden präzisirt werden soll, „Empfindung und Denken". 
Die Begründung dieser Wahl im Gebrauch der Wörter Empfindung 
und Wahrnehmung wird aus dem Folgenden hervorgehen. Im heutigen 
Sprachgebrauche sind diese Begriffe und ihre Unterscheidung imbestimmt, 
und demnach bleibt einem Jeden die Verwendung freigestellt. 

Mit „Empfindung und Denken" darf nicht der in der Philosophie 
vielgebrauchte Gegensatz „Sein und Denken" verwechselt werden ; 
denn nichts berechtigt bis jetzt von einem wahren Sein im Gegen- 
satze zu einem Erscheinen des Seins und einem Denken des 
Seins zu sprechen; ausserdem wird die ganze Untersuchung hier 
auf eine Bestimmung des Seins hinauslaufen, welche von der in dem 
Gegensatz „Sein und Denken" angedeuteten wesentlich ver- 
schieden ist. Dieses Sein, vom Ding an sich bis zum objektiven 
Ding des Empiristen, wird sich als ein sehr vei-schiedenartiges Produkt 
erweisen; zuweilen als reines Denkgebilde, in den meisten Fällen aber 
als ein kompüzirtes Erzeugniss aus den beiden hier statuirten ein- 
fachsten Elementen „Denken und Empfinden". 

Was nun immer Empfinden und Denken sein mögen, wir müssen 
sie auffassen als ein Geschehen, als Veränderungen. In dem ersten 
Satze „Wahrnehmungen werden gemacht" ist schon ausgedrückt, dass 
ein Vieles, ein Verschiedenes existirt, und der diesem substituirte Satz 
„Etwas existirt" müsste korrekter gesprochen heissen „Vieles existirt". 
Mau könnte sich allenfalls berechtigt glauben vorzustellen: Alle Existenz 
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bestehe in einer einzigen, ewig gleichen Empfindung. Dann würde 
aber kein Denken auftreten, welches in dem Satze „Etwas existirt" 
einen Ausdmck fände. Diese eine ewige Empfindungswelt entspricht 
demnach nicht der für uns gültigen Urthatsache, oder vielmehr That- 
sachen. Das für uns gültige „esistirende Viele" haben wir 
demnach aufzufassen als „Veränderung des Vielen", mit anderen 
"Worten „als ein Geschehen", einerlei als was wir diese Ver- 
änderung des Existirenden weiter zu bestimmen haben. Die Frage 
interessirt einstweilen nicht, ob diese Verändemng nur eine Folge 
unserer speziellen Organisation sei, ob etwa ein sogenanntes reines 
oder irgendwie anderes Denken möglich sei. Unser Denken, und 
das ist Denken überhaupt, ist nichts anderes als ein Geschehen, 
wie es aus unserer gewissen Urthatsache abzuleiten ist. Ein Vieles 
als konstant vorgestellt wäre wiederum eine ewige Einheit , nur durch 
einige andere Worte bezeichnet. 

Aus der sinnlichen Beobachtung, wie sie uns geläufig ist, lässt sich 
diese Bestimmung des Existirenden gleichfalls als die einzig mögliehe 
ableiten. Z. B. angenommen die Welt sei eine einheitliche Existenz 
ohne weitere Unterschiede in sich, so könnten wir sie etwa vei^Ieichen 
dem unbeschränkten Räume, angefüllt mit Materie. Eine solche Welt 
wäre aber in nichts unterscheidbar von dem Räume als leer vorgestellt; 
denn die Vorstellung Materie als Ei'füUung eines Leeren kann erst ent- 
stehen durch die Unterscheidung von Erfülltem und Leerem, also durch 
eine Vielheit von unterschiedenen Einzelnen. Diese einheitliche mate- 
rielle Welt repräsentirt als Gegensatz gegen die einheitliehe leere Welt 
das Hegeische Sein und Nichtsein ; beide sind durchaus gleich , und 
stehen auch als Dasein in keinem Gegensatz, weil sie eben die letzten 
leeren Abstraktionen von entgegengesetzten Vorstellungen sind, die ti-otz 
dieser Vei-sehiedenheit gleich ausfallen müssen, weil sie beide auf die 
absolute Leerheit reduzirt worden sind. Nur in den Wörtern Sein, 
Nichtsein zeigen sie noch, dass die Bildung der beiden Begriffe von 
vei-schledenen Ausgangspunkten ausging; das Resultat ist aber beider- 
seits dasselbe; sowohl 5 wie 10 können durch allmähliches SuhstraJiiren 
der Einheit auf reduzirt werden. 

Versuchen wir nun eine Welt zu setzen als Vielheit von unter- 
scheidbaren Einzelnen, aber ohne Veränderung unter sieh. Von einem 
Geschehen und einem Denken dieser Welt könnte 'auch dann keine 
Rede sein, höchstens wie vorher von vielen einheitlichen, ewigen Em- 
pfindungen, die aber von einander nichts wüssten; also jede ftir sich 
eine Welt bildeten, für welche alle anderen Welten absolut gar nicht 
esistirten. Diese Welt könnten wir etwa vergleichen einer Welt von 
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ewig starren, gegenseitig unveränderlichen Körpeni. Das naive Be- 
wusstsein glaubt sich nun zu dieser Vorstellung berechtigt dei Fix 
Bternhimmel ist ja so etwas Aehnliches. Abei indem min sich diese 
Welt vorstellt, introduzirt man zu den e^Mg stauen Einzelheiten ein 
Neues, df^ Bewusstsein, den Vorstellenden; man hat ilso die ewig staue 
Welt verändert, ein Bewusstsein hinzugebracht und uitheilt von jenei 
Welt durch den Unterschied, welchen dies Bewusstsein eileidet, bevoi 
und nachdem die Welt auf dasselbe eingewirkt hat. Die Gesainmtwelt 
hat also in Wahrheit eine Veränderung erlitten um jehe Vorstellung 
zu ennögliehen. 

Das Empfinden müssen wir gleicherweise als ein Geschehen be- 
stimmen; ob verschiedene Empfindungen gleichzeitig möglich sind, auf- 
gefasst werden können, ist eine Frage für sich; jedenfalls werden aber 
auch Empfindungen nacheinander gemacht, sonst würde nie ein Denken 
auftreten können, wie später bei dem Kapitel über Vorstellung und 
Begriff eingehender bewiesen werden wird. 

Dieses Geschehen, Veränderung der Empfindungen und des Denkens 
mag in dem hypothetischen sogenannten wahren Sein gar nicht vor- 
kommen; für unser unzweifelhaftes Dasein ist es jedenfalls eine 
Wahrheit. 

Dieses Dasein würde nicht minder real sein, wenn auch bewiesen 
würde, dass es einmal angefangen und einmal aufgehört habe; es ist 
jedenfalls real dagewesen und kann als wirkliches Ereigniss nie 
mehr vernichtet werden ; das Attribut der Ewigkeit und Unveränder- 
lichkeit ist demnach für unsere Realität durchaus nicht erforderlich, 
fordert vielmehr eine Kritik jener Attribute auf ihre Realität oder 
logische Richtigkeit heraus. Wir beginnen jedoch hier durchaus keinen 
Kampf mit philosophischen Systemen, welche an wahres Sein andere 
Erfordernisse stellen, weil wir eben von unserem Sat^e aus gar nichts 
von einem solchen wahren Sein, sondern nur von einem unzweifel- 
haften Dasein etwas wissen. 

Der Ausgangssate heisst demnach vollständig: 

Es existirt eine Welt, als eine Vielheit in Ver- 
änderung, 

Betrachten wir nun die beiden Arten des Geschehens, der Em- 
pfindungen und des Denkens, so ist es erste Aufgabe der Wissen- 
schaften, das Geschehen der Empfindungen genau auszudrücken durch 
das Geschehen des Denkens; oder, weil diese Aufgabe das Geschehen 
des Denkens aktiv macht, in eine Thätigkeit verwandelt — den Ver- 
lauf der Empfindungen durch Gedanken auszudrücken. Wie ist das- 
Bun möglich? Die Empfindungen können nicht in Gedanken eingehen; 
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sie werden deshalb von diesen durch Elemente ersetzt, welche wir 
Vorstellungen und Begriffe nennen; und diese Gedankenelemente 
werden, wie wir an dem ersten gewissen Satze sahen, in der Form 
von Urtheilen miteinander verknüpft 

Hier treten also die beiden Fragen auf: 

1) Was ist Vorstellung und Begriif, 

2) Was ist Urtheil. 
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A. KAPITEL IL 

DAS DENKEN IN SATZPOßM. 
DAS URTHEIL. 



Betrachten wir zunächst die zweite Frage, so ist ersichtlich aus 
unserem ersten Satze, dass das Urtheil eine Form des denkenden 
.Geschehens ist, welche uns als Urthatsache mit dem Empfinden und 
Denken zugleich {legehen ist; dass es also eine nähere Bestimmung des 
Denkens ist; vielleicht nicht die einzig mögliche Form desselben, jedenfalls 
aber eine Form, die als Urthatsache in Wahrheit und Wirklichkeit da ist. 

Die ausführliche Behandlung dieser Denkform bleibt der fonnalen 
Logik überlassen, und liegt diesen Ausführungen insoweit fern, als sich 
über die richtige Ausbildung dieser Disziplin wohl keine Zweifel mehr 
erheben, wenigstens insofern sie den Syllogismus betrifft. Die Be- 
trachtung der Denkgesetze, sofem sie das Wesen des Begriffs beiühren, 
folgt in einem späteren Kapitel. Für die hier verfolgten Zwecke ist 
nur zu ei-örtem, inwiefem aus dem sprachlichen Ausdruck der Denk- 
thätigkeit irgend eine Folgerung auf das sogenannte wahre Sein der 
Dinge zu ziehen oder zu unterlassen sei. 

Das Sein der Dinge ist einstweilen für uns ein leeres Wort; 
wir wissen nur, dass Empfindungen und dass Denken stattfinden. Denken 
hat eine reale Existenz für uns, und Empfindungen gleichfalls. Ausser- 
dem müssen wir als Thatsache anerkennen, dass das Denken in einer 
gewissen Form (Satz- oder Urtheilsfonn) stattfindet, welche uns zwingt 
ein Subjekt ein Objekt und eine beide verbindende Thätigkeit zu 
setzen ; und diese haben als Thatsachen der Denkform reale Existenz 
im- Denken. Nichts aber berechtigt uns zu der weiteren Hypothese, 
dass diesen Denkformen und ihren Theilen Theilbestandtheile oder 
Formen der Empfindungen entsprächen; dies mag der Fall sein oder 
nicht, wir wissen, vorab nichts davon. Noch weniger ist die An- 
nahme für jetzt zulässig, dass es ausser Denken und Empfinden noch 
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ein Drittes gäbe, was Dinge oder wahres Sein genannt werden 
müsse. Obschon wir nun diese Hypothesen vorläufig alle abweisen, so 
können wir doch , wollen wir uns das Denken nicht erschweren oder 
auch ganz unmöglich machen, nicht anders als beständig solche hypo- 
thetische Objekte und Subjekte setzen, ohne dass wir damit unser 
Schlussurtheil aussprechen; weil wir stets den Vorbehalt machen, 
dass diese grammatischen Dinge vorderhand nur im Denken eine 
Existenz haben. Sagen wir also in Zukunft statt „Vei^chiedenes 
existirt": ~ „wir machen Wahrnehmungen — oder — wir nehmen 
Dinge wahr", so folgt daraus gar nichts für die Existenz einer 
(lenkenden Seele oder eines äusseren Dinges, sondern dies bezeichnet nur 
eine nicht zu vermeidende Fonn unseres Denkens, die wir thatsächlich 
als für den Fortschritt unserer Erkenntniss zweckmässig oder sogar 
als unumgänglich nothwendig anerkennen müssen; ebenso nothwendig 
wie gewisse Methoden oder Regeln des Lernens, welche jedoch für das 
zu Erlernende gar keine weitere Bedeutung haben. So lange wir uns 
nur empfindend, nicht denkend verhalten, findet die Setzung oder die 
Erschaifung der Persönlichkeit Wir gar nicht statt; man weiss gar nichts 
davon so lange man nur empfindet; ei-st mit der Reflexion auf die 
Empfindung, mit ihrer Umsetzung in einen Begriff oder TJrtheil wird 
die Setzung des Subjektes nothwendig. 

Wie nun diese grammatische Nothwendigkeit verleitet hat, nicht 
allein unnöthige Begriffe zu erfinden, sondern auch an Wesen Kräfte 
und Dinge zu glauben, welche diesen Begriffen als nothwendig ent- 
sprechend hypostasirt wurden, hierzu gibt die Geschichte der Wissen- 
schaften, wie die Geschichte überhaupt, zahlreiche Belege. Erinnere 
man sich einiger solcher, welche bei dem hier vorliegenden Problem 
produzirt wurden. Seele, Geist, Vemunft, Verstand, Instinkt, Natur- 
kräfte, Lebenskraft, Gemüth, Wille etc. wurden in bunter Reihe er- 
funden und sollten alle im Menschen nebeneinander b^tehen, um in 
Summe etwas Einheitliches, die einfache und unsterbliche Seele zu 
bilden; den Thieren wurde dagegen wieder eine andere Zusammen- 
setzung zugesprochen. Vor der fortschreitenden Erkenntniss mussten 
nun mehrere dieser Wesen oder Wesenheiten wiederum vei-schwinden ; 
so die Lebenskraft, der Instinkt. Verstand und Vernunft wurden zu- 
weilen wieder zu einer Einheit zusammengezogen, ebenso Gemüth und 
Wille; aber das Kriterium fehlte, an welcher Stelle die Ausraerzung 
aufhören sollte. Dagegen droht wieder, dass das venneintlich sichei-ste 
einheitliehe Subjekt, die Persönlichkeit, physiologischer Gründe halber 
in eine Vielheit von Einzelindividuen aufgelöst wei'den muss, und zwar 
in eine grössere Vielheit als die lange Zeit anerkannte Dreiheit von 
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einer pflanzlichea Seele einer thierischen Seele und einem götüiclien 
Geiste, welche friedfertig so lange Zeiten im menschlichen Ich zusammen 
gewohnt hatten. 

"Und ebenso wie Wesen als Subjekte, ebenso wurden äussere Dinge 
als Objekte erfunden. Regenbogen, Blitz und Schatten wurden äussere 
Dinge; und jetzt werden nicht allein diese, sondern sogar alle Körper 
in ausdehnungslose, stofflose Punkte aufgelöst. Zeigt es sich hierin 
nun, dass Wesen und Dinge entstanden und vergingen je nach dem 
graramatisehen Bedüi"fnisse , jenachdem eine gewisse Anzahl von Merk- 
maien dem Stande der Erfahrung gemäss ein Subjekt oder Objekt er- 
forderten um denkend miteinander verknüpft zu werden, so ist es 
! für die kritische Beurtheilung geboten, vorab gar keine reale 
diesen grammatischen Wesen beizulegen, bis etwa ein be- 
stimmtes Kriterion aufgefunden wird, welches hier entscheidet Das 
Subjekt Ich, oder allgemein das pei-sönliche Ftlrwort, kann sclion 
deshalb hier gar keine Ausnahme beanspruchen, weil es ja m den 
meisten Fällen verschiedene der obigen Begriffe, und häufig mehreie 
zugleich zu vertreten bestimmt ist. Die meisten der Schwiengkeiten 
welche beim Problem der Inhärenz auftreten, rühren von dem hart- 
näckigen Streben her, grammatischen Hülfssubjekten Wesenheit zu- 
zusprechen, wodurch es dann nothwendig wird, eine Vielheit solcher zu 
einer untheUbaren Einheit zu verschmelzen; und diese metaphysische 
Gewaltthat rächt sich, indem sie Widei-sprüche in jedem gewonnenen 
Resultate entstehen lässt. 

Wenn von einem Subjekte gesprochen wird, welchem die Empfin- 
dungen zugeschrieben werden, so bedient sich der Sprachgebrauch meist 
des Wortes Seele, bei dem Denken des Wortes Geist; und ist von 
einem derselben ohne Spezifikation, oder von beidem im Vereine die 
Rede, so wird gewöhnlieh das persönliche Fürwort oder der Begriff 
Persönlichkeit verwendet. Dieser Sprachgebrauch soll hier bei- 
behalten werden, mit der nochmaligen Verwahrung, dass er nicht an- 
deuten soll, diesen Wörtern entsprächen reale Wesen. Statt Seele etc. 
wäre eigentlich zu lesen: der nothwendige Subjektbegriff, den unser 
diskursives Denken erfordert, und welcher eine Denkmarke, als Ding 
aber einstweilen eine Fiktion ist. Wir müssen das Instrument unseres 
Denkens hinnehmen, wie es ist; wir müssen uns in vorgeschriebenen 
Bahnen bewegen, ohne uns dadurch verleiten zu lassen, diesen Bahnen 
noch irgend eine Bedeutung zuzuschreiben, wenn die Denkthätigkeit 
selbst, der Planet welcher jene Bahnen beschreibt, fehlt oder auf- 
hören sollte da zu sein. Wir können einstweilen allerdings eben so 
wenig behaupten, dass jene Denkformen absolute Fiktionen unter jeder 
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;ung seien. Würde es sich z. E. herausstellen, dass a!le Welt- 
erscheinungen nar Produkte oder Thätigkeitszustände unseres Denkens 
seien, dass also nach einer bekannten Ausdmckswelse Sein und Denken 
identisch, so würden alle widerspmchfreien Gebilde des Denkens den 
Charakter realer Wesen und Objekte erhalten. Auch noch andere Fälle 
lassen sich ersinnen, wovon später die Rede sein wird. 

Das Denken selbst, welches nach konstanten Fonnen vor sieh 
gehen rauss, um überhaupt Denken sein zu können, ist natürlich kom- 
petent, über alle seine Gebilde urtheilen zu können, d. h. deren Richtig- 
keit den Denkge«etzen gemäss festzustellen. Dass diese Gebilde nun 
einen Theil von dem ausmachen, was man gewöhnlich wahres Sein der 
Dinge nennt, so wohl vom Standpunkte der realistischen wie der 
idealistischen Anschauung aus, wird im Folgenden dargelegt werden. 
Wie man sieht, beziehen sich die hier zu behandelnden Probleme auf 
den in allen philosophischen Systemen gebrauchten Gegensatz von 
„Form und Inhalt" der Erkenntniss; eine Unterscheidung, welche all- 
gemein als nothwendig zugestanden wird, ohne dass jedoch eine Ueber- 
einstimmung darin herrscht, welche Bestandtheile der Erkenntniss dem 
einen oder anderen dieser Gegensätze zugeschrieben werden müssen. 
In mancher Hinsicht korrespondirt der Gegensatz Form und Inhalt 
dem früheren Denken und Sein, und werden dabei dieselben oder 
ähnliche Probleme auftauchen. 

Vor jedem weiteren Eingehen hierauf muss aber die andere im 
vorigen Kapitel aufgeworfene Grundfrage zur Behandlung kommen: 
wie es möglich sei, dass das Denken von dem ihm ganz hetei-ogenen 
Geschehen der Empfindungen etwas Wahres aussagen könne, da es ja 
doch in der Natur dieser Hetei-ogenität liegt, dass die Empfindungen 
nicht als solche in den Uiüeilen des Denkens auftreten können. Statt 
der Empfindungen verwendet das Denken Vorstellungen und Begriffe 
als Elementarbestandtheile. Was sind und wie entstehen also Vor- 
stellungen und Begi'iffe, wie vermögen sie die Empfindungen unverfälscht 
auszudrücken und doch die Heterogenität von Denken und Empfinden 
festzuhalten. Durch die Erörtening all dieser Fragen wird es zugleich 
möglich sein, dstö Wesen von Denken und Empfinden näher zu be- 
stimmen und die Natur dieses Gegensatzes klar im Bewusstsein auf- 
steigen zu lassen. Die Gesammtheit der Ausführungen wird dieses in 
dem schliesslichen Totaleindrucke besser vennögen, als jede kurze Wort- 
definition; besonders da hierdurch erat der Begriff und der Wertb einer 
Definition sich ergeben wird. 
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VOESTELLUNa UND BBGRIPP. 



Im gewöhnlichen Spraehgebrauche verwendet man die Ausdrücke 
„eine Sache ist so und so" und „ich stelle mir die Sache so und so 
vor" ohne wesentlichen Untei-schied. Die Philosophie glaubt aber eine feste 
Unterscheidung treffen zu müssen zwischen diesen Ausdrücken; „die 
Sonne ist ein Körper" soll eine andere Behauptung sein, als „ich stelle 
mir die Sonne als Körper vor". "Was ist nun eine Vorstellung, oder 
was kann man sich vorstellen? Auch philosophische Schriftsteller steilen 
sich so ziemlich Alles vor; Körper, Farben, Figuren, Zahlen, Gemüths- 
zustände, sogar Begriffe etc. Aber auch von allen diesen Sachen — 
und verschiedenem Anderen, was nicht als Sache angesehen wird — 
werden Begriffe gefasst. Man stellt sich ein Pferd vor, mau stellt sich 
eine geometrische Figur vor; aber man fasst auch den Begriff eines 
Pferdes, den Begriff eines Dreiecks, Ist ein essentieller Unterschied 
im Gebrauche dieser beiden Wörter zu konstatiren? Es scheint nicht; 
es wird dies schon gezeigt durch die zahlreichen Beiwörter, welche 
der Vorstellung gegeben werden. Man spricht von „konkreten, ab- 
strakten, sinnlichen, intellektualen, idealen, intuitiven etc. Voi-steliungen" ; 
als die letzteren treten Kants Formen der sinnlichen Ansehauungsformen 
auf. Dann wird die Vorstellung als ein komplizirter Vorgang speziell 
im thieiischen Gehira erklärt (Schopenhauer und die Empiristen), 
aus einer Summe oder einem Produkt von Voi'stellungen lässt man 
Gefühle entstehen (Herbai-tianer) ; Gefühle scheinen hier demnach als 
eine höhere Klasse von Vorstellungen gefasst zu werden. 

Ebenso schwankend wird das Wort Begriff verwendet. Zuweilen 
identisch mit Vorstellung, zuweilen in einem Gegensatze hiei-zu. Während 
aber selten eine begriffliche Definition von „Vorstellung" versucht wird, 
stellen die verschiedenen philosophischen Systeme Definitionen des 
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Begriffes auf. Höchst charakteristisch für den schwankendea Gebrauch 
auch dieses Wortes lautet Schopenhauers Definition: Begriff ist eine 
Vorstellung von Vorstellungen; also nach obiger Darlegung „eine Un- 
bestimmtheit in unbestimmter Potenz". 

Andere Definitionen lauten: 

^Die Logik fasst den Begriff als eine Zusammensetzung von Merk- 
malen und als nichts anderes." 

„Die Logik setzt den Begriff als gegeben voraus." 

„Der Begriff fasst ein Mannigfaltiges von Merkmalen in sich 
und ein Mannigfaltiges von Vorstellungen unter sich, deren Merk- 
mal er selbst ist; jenes macht seinen lohalt, dieses seinen Umfang aus." ^) 

(Hier scheint also Begriff aus zwei undefinirbaren TJrelementen zu 
bestehen.) 

„Was die Natur des Begriffes sei, kann so wenig unmittelbar an- 
gegeben werden, als der Begriff irgend eines anderen Gegenstandes 
unmittelbar aufgestellt werden kann." 

Dieser Resignation schliessen sich die meisten Philosophen an, und 
versuchen gar keine Definition des Begriffes. Dass aber der Mangel 
einer solchen und der gleichzeitige Mangel einer Definition der Vor- 
stellung den schwankenden Gebrauch beider Wörter, und damit eine 
Unzahl von Missverständnissen noch zu den hier vorliegenden schweren 
Fragen hervoiTuft, — dass mau nicht allein die besondere Tei-minologie 
eines jeden Forschei's, sondern meist auch die Veränderung dieser 
Tei-minologie je nach seiner Gedankenentwicklung studiren muas, ehe 
man ausfinden kann was er eigentlich sagen will, — ist einem Jeden 
hekannt, der nach wirklichem Verständniss der Denkprodukte sti'ebt, 
und nicht etwa nach geschäftsmässiger Kritikerart in diesen Missständen 
der Sprache das Material sucht, um Widereprüche anderer Denker der 
eigenen Terminologie gegenüber bloszustellen. 

Hält man nun unsere Urthatsache fest mit ihrem Gegensatz von 
„Empfinden und Denken", so zeigt sich die Möglichkeit einer festen 
und für alle Fälle bestimmt unterscheidenden Definition von , .Vor- 
stellung und Begriff"; Definitionen, welche allerdings Vieles, was der 
Sprachgebrauch für die eine Klasse beanspnieht, der anderen zuweist 
aber jedenfalls ohne Schwankung, 

Verdächtig mag diese Bestimmung am Anfange erscheinen, weil 
sie gerade' den Satz umstösst, welcher in der Neuzeit bei allen Ver- 
suchen einer Begiiffsdefinition das Einzige war, worin alle Ansichten 
übereinstimmten. Man betrachtet es gleichsam als Axiom, dass Be- 
griffe nur durch Abstraktion bei einer vorliegenden Vielheit von Wahr- 
nehmungen oder Individualvorstellungen entstehen; und hieraus wird 
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gefolgert, dass es nur Allgemeinbegriffe, aber keine Individualbegriffe 
gebe, dasB eben das Allgemeine den Begriff als solchen diarakterisire. 

Nun ist es allerdings richtig, dass der Begriff ei-st entstehen kann, 
nachdem ein Vieles wahrgenommen worden ist, ebenso wie Denken 
auch nicht stattfinden kann ohne Auffassen einer Vielheit in Verändei-ung. 
Dass aber di^er Charakter der Allgemeinheit nur Bezug hat auf die 
historische Entwickelung der Begriffe, nicht aber auf die Natur des 
Begriffes selbst, dass diskumve Entwicklung und konstantes Produkt 
der Entwicklung verschiedene Dinge, dass obiges vermeintliche Axiom 
die Ursache war, dass keine konstante Definition der Wörter „Vorstellung 
und Begriff" gebildet werden konnte, soll sieh aus dem Folgenden er- 
geben. Hierzu bedarf es der Untersuchung über die Entstehung von 
Vorstellung und Begiiff, ausgehend von der Urthateache des Wahr- 
nehmens. Wir müssen bei dieser Untersuchung allerdings in Begiüffen 
sprechen, noch ehe wir wissen was sie sind. Die Richtigkeit des zu 
durchlaufenden Zirkels wird sich ergeben, wenn das letzte Bahnelement 
nach den gleichen Gesetzen des Fortsehrittes gebildet, genau wieder an 
das Ausgangselement sich anfügt. 

Hegel sagt: „Der Begriffeines Gegenstandes kann nicht unmittelbar 
aufgestellt werden". Ganz richtig, im Sinne Hegels. Wenn nun Wahrheit, 
nach der bisherigen Definition der Logiker auf der Uebereinstimmung 
des Denkens mit dem Gegenstande beruht, so haben wir demnach kein 
unmittelbares Wissen, Nun — abgesehen von dem dunklen Ausdmck, 
wonach die Möglichkeit des Uebereinstimmens von Heterogenitäten, wie 
Denken und Gegenstand vorausgesetzt wird — kann man diese 
Folgemng wiederum in Bezug auf Gegenstände gelten lassen. 
Trotzdem haben wir ein unmittelbares Wissen. 

Wenn wir Wahrnehmungen machen, z. B. die Empfindung grün 
haben, so wissen wir ganz und genau, was die Empfindung gi'ün ist 
Es ist daza gar nicht nöthig, dass wir denken, oder schon sagen können, 
„wir haben die Empfindung grün, oder haben sie gehabt;" wir brauchen 
keinen Begriff Grünheit gebildet zu haben, wir brauchen nicht zu 
wissen was die Empfindung ihrer Natur nach ist; ob wir diese später 
bestimmen als sinnliches Gefühl, oder Zustand des Befindens unserer 
Seele, Art eines zu Muthe Seins — einerlei; wir wissen was grün ist, 
eben weil es unsere Empfindung ist; und ebenso gleichgültig ist es, 
was wir oder unsere Seele ist, oder was das hypothetische Objekt ist, 
welches nach ii-gend einer Ansicht diese Empfindung grün verursacht. 
Wir können allerdings fragen und vielleicht beantworten wie diese 
i;mpfindung entsteht, welche Faktoren sie erzeugen; oh bei deiselben 
,, bei verschiedenen Individuen, genau dieselbe Empfindung 
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grün Stattfindet oder verschiedene — Alles dies hat gar keinen 
Einfluss auf die Tiiatsache, dass wir bei der Empfindung unmittelbar 
wissen was grün ist. 

Die Frage nach der begrifflichen Natur des empfindenden Ge- 
schehens entsteht nur, weil wir unser unmittelbares Wissen in Worte 
kleiden wollen; weil wir vermeinen, ei^t dann etwas wirklich zu wissen, 
wenn wir es in Begrüfeu ausgedrückt haben, obschon dann, wenigstens 
in Bezug auf Empfindungen, die Unmittelbarkeit dieses Wissens auf- 
gehoben worden ist, weil statt des Gegenstandes selbst etwas 
seiner Natur heterogenes gesetzt worden ist. Nun kann das Urtheil 
des Denkens allerdings auf die Empfindung bezogen werden ; wir können 
die Empfindung nach Anleitung des Denkens in uns hervoiTufen, weil 
wir ausser denkenden auch empfindende Subjekte sind. Das wirkliche 
Wissen und die Wahrheit kann aber nie im Denken oder im Ausspruch 
des Denkens allein gesucht werden. Diese Unmittelbarkeit des empfin- 
denden Wissens ist nun der Grund, weshalb Fragen wie: was die 
Empfindung denn eigentlich sei — und viele ähnliche andere keinen 
eigentlichen Sinn haben; sie ist der Grund, weshalb es ein verfehltes 
Unternehmen ist, in der Philosophie vom Denken allein ausgehen zu 
wollen. Im Gegentheil, dasDenken mu as als ein sekund ärer Akt be- 
trachtet werden, der erst nach dem Empfinden folgt, wenigstens in der 
erklär elT Te n~ GelTesrs~äef "VorstellüngenT " Dieses schliesst aber nicht 
aus, dass am Ende doch diese Scheidung in primäre und sekundäre 
Akte selbst wieder als eine nur künstliche, zum Zwecke der Erklämng 
hervorgei-ufene Operation sich herausstellt, dass in Wirkhchkeit viel- 
leicht nie, eine dieser Thätigkeiten isolirt bestehen kann. 

Die Nothwendigkeit dieser prinzipiellen Erörterungen wird sich bei 
den folgenden Definitionen zeigen. Verfolgen wir vorab die möglichen 
Ergebnisse bei vielen Empfindungen. 

Weil die Empfindung ein unmittelbares Wissen ist, muss sie vorab 
als bewusste Empfindung bestimmt werden; ein sehr selbstverständ- 
liches Attribut, weil sein Gegensatz die direkte Negation der Empfindung 
wäre. Es wird dies nur statuirt, weil im Folgenden vielleicht einmal 
von unbewusster Vorstellung gesprochen wird; eine jedenfalls sehr 
schlecht gewählte Wortkombination. Weil aber die Empfindung noth- 
wendig a]s bewusste chai-akterisirt werden muss, deshalb brancht sie 
selbst, oder vielmehr das empfindende Subjekt, von diesem Bewusstsein 
als einem Gegensatz zu dem Bewusstsein eines anderen Subjektes, oder 
auch Gegensatz zu einem Bewusstlosen noch nichts zu wissen. Dies 
letztere wäre schon das erste begriffliehe Wissen , woraus das Selbst- 
bewusstsein entsteht, gegenüber dem lediglieh empfindenden Wissen 
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■ Empfindung), wovon bis jetzt die Rede war. Damit ein 
begrifflich denkendes Wissen von einer bewussten Empfindung auf- 
tauche, dazu gehört das stattfindende Vergleichen vieler Empfindungen. 
Wenn gar nichts da wäre, ausser einer einzigen ewigen Empfindung 
grün, so könnte nie ein Gedanke grün entstehen; denn die den- 
kende Thätigkeit , welche sieh in dem Urtheil : „die Empfindung 
grtln ist vorhanden" kundgibt, setzt schon Verschiedenes voraus. Die 
ganze Welt, als ein einfaches Wesen gedacht, könnte nie von sieh selbst 
denken „ich bin da", weil diese denkende Setzung (Position) eines 
Daseins zugleich voraussetzt, dass sie unterschiedlieh sei oder denkend 
unterschieden werden könne von einem Nichtdasein; sonst wäre es 
keine denkende Setzung. Das Nichtdasein könnte aber von jenem 
Weltwesen nicht gedacht werden, weil wir ja nur eine strenge Ein- 
fachheit der Welt voraussetzten. Alles, was einem solchen einfachen, alles 
umfangenden Wesen zugestanden werden könnte, wäre das Schwelgen 
oder Leiden in einer einzigen ewigen Empfindung. Diese aposteriori 
aufgezeigte Denkunmöglichkeit einer strikten Einfachheit, ohne ihren 
gleichzeitigen Gegensatz zu einer Vielheit, wird bestätigt durch unsere 
unzweifelhafte Thatsache, dasN „Wahrnehmungen' gemacht wei den, dass 
ein Vieles existirt und diese Vielheit duiih die denkende Thätigkeit 
ausgesprochen wird. Es finden also z B die Empfindungen giun, blau, 
kalt, nass etc. statt. \on solchen \ieleu Fmpündungen kann abei 
wiederum nichts ausgesagt weiden, wenn sie nicht unteisiheidbai und 
auch vergleichbar sind; üntei scheiden und Veigleichen setzen 
einander gegenseitig voraus, einer diesei Begnffe fili sich ist «iinulos 
Dass die Empfindungen unterschieden weiden müssen ist schon sichei 
weil sonst im Plural von Empfindungen nicht die Rede sein könnte 
Aber die Existenz einer Welt Überhaupt ertoideit luch diss das 
viele Existirende verglichen werden könne Wie von '\^em und wo 
durch, das sind alles spätere Fragen. 

Man könnte vermeinen, die Hypothese einer Welt aufstellen zu 
dürfen in welcher alle Objekte absolut uiivergleiehbai- seien, ^} so un- 
vergleichbar wie süss und warm, gelb und weich; jedoch beruht die 
venneintliche Denkmöglichkeit einer solchen Welt auf einer Täuschung 
wie sie häufig vorkommt, sowohl in Philosophie wie iVTathematik. Diese 
Täuschung entsteht daraus, dass man das Hinschreiben von vielen Be- 
dingungen in einem und demselben Satze für einen Beweis ansieht, 
dass die Erfüllung dieser Bedingungen weni^tens denkmöglieh sei. 
Dass die obige Welt von absolut unvergleichbaren Eindrücken niemals 
eine Welt für unsere Erfahrung sein könnte, ist vorerst klaj-; denn 
wir köimten ja nicht einmal zwei verschiedene Eindrücke in unserer 
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Erfahrung ansammeln, wenn sie nicht wenigstens bei aller sinnlichen 
Vei-schiedenheit eine Gleichartigkeit insoferne hätten, dass sie entweder 
zusammen oder nacheinander auf uns als Eindrücke reagirten. Würde 
einer solchen Welt nur das abstrakte Dasein als absolut verschie- 
dene Eindrücke zugestanden, so wäre sie höchstens mit dem Namen 
Chaos, aber nicht Welt einer möglichen Erfahi-ung zu bezeichnen. 
Dass aber auch der Gedanke eines Chaos nicht einmal in einer solchen 
Welt auftauchen könnte, ergibt sieh wie vorher daraus, dass jede den- 
kende Setzung, also auch Chaos, die Noth wendigkeit eines gedachten 
Nicht-Chaos voraussetzt, um Überhaupt als Position möglich zusein. 
Der Philosoph, welcher obige Welt absolut unvergleiehbai-er Dinge 
für denkmöglich hält, vergisst, dass er eine solche bai-ocke Hypothese 
nur niedersehi-eiben kann, indem er sich zu jener Welt hinzurechnet, 
und die als unvergleichbar postulji-ten Dinge wenigstens dem Attribut 
nach in seinem Denken zusammenfasst, also miteinander vergleicht; in 
demselben Satze vergleicht er sie also de facto, obschon er sie in 
Worten auseinander zu halten behauptet. 

Als Resultat ergibt sich : dass die Existenz eines Vielen miteinander 
Vergleichbaren nicht eine thatsachliche Einrichtung der Welt ist, welche 
Einrichtung aber auch als ein Vieles miteinander Unvergleichbai-es hätte 
ausfallen können ; sondern dass nur eine solche Welt den Bedingungen 
einer Erfahrungsmöglichkeit Überhaupt genügt; dass eine anders ein- 
gerichtete Welt eben undenkbar ist. Will man nun, um die Ehre des 
Wortes zu retten, doch noch andere Welten für möglich halten obschon 
sie für Erfahrung und Denken unmöglich sind, so spricht man eben 
einen alogischen Satz aus. Der Satz ist identisch mit dem: ich kann 
mir eine Welt vorstellen wie ich Worte beliebig zusammenstelle; ich 
kann sie selbst vorstellen als allen Denkgesetzen zuwiderhandelnd; ich 
kann Denkunmögliches denken. 

Den letzten Sata wird nun nicht leicht Jemand aussprechen, so 
lange er noch Kespekt vor psychiatrischen Untei-suchungen hat. Dass 
der letztere Satz aber dasselbe wie die beiden vorhergehenden aussagt, 
und dass in diesen Wortverbindungen Vorstellen und Denken genau 
dasselbe bedeuten, wird ans dem Folgenden .hei-vorgehen. Mit solchen 
Sätzen hört jedenfalls Wissenschaft und Vernunft auf, wenn auch andere 
beim Menschengeschlecht vorkommende Verwendungen der Lebens- 
thätigkeit hiermit erst anheben, 

Denken und Empfinden wurden aus der Urthatsache als Elementar- 
thätigkeiten abgeleitet. Unterscheiden und Vergleichen stellten sich 
heraus als nothwendige Funktionen dieser Thätigkeiten, Müssen diese 
Funktionen beiden oder einer allein zugeschrieben werden? 
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Die Frage ist nicht so einfach als sie scheinen möchte. Wir machen 
sicherlich sehr kompüzirte Wahrnehmungen und haben sehr gemischte 
Empfindungen. Wenn wir einen bunten Teppich ansehen, so glauben wir 
in demselben Momente eine Vielheit von Empfindungen verschiedener 
Farben und Figuren zu haben, und um diese Vielheit gleichzeitig als 
eine Vielheit zu empfinden, müssen wir thatsächlich dieselben unter- 
scheiden und vergleichen. Der gewöhnlichen Betrachtungsweise scheint 
es nun unmotivirt, bei diesem simplen Akt des Anschauens dem Denken 
irgend eine beeinflussende Thätigkeit zuschreiben zu wollen; wir meinen 
eben ganz und nur verschiedene Empfindungen zu haben — dem ge- 
läufigen Ausdruck zufolge — ■wahrzunehmen. Wir müssen jedoch die 
gegebene Definition des Empfindens festhalten. Empfinden nennen wir: 
sich eines Existirenden unmittelbar bewusst werden. Bei der Beurtheilung, 
ob lediglich empfindende Tbätigkeit stattfindet, müssen wir uns erinnern, 
dass wir bei alle dergleichen physiologischen oder psychologischen 
Experimenten meist nur die Auslagen eines Organismus berücksichtigen, 
welcher eine lange Schule der Gewohnheit und künstlicher Dressur 
durchgemacht hat, so dass er sich der Einzelheiten des langen Prozesses 
gar nicht mehr erinnert, welche schliesslich jene Gewohnheiten in ihm 
zu Stande brachten; der deshalb, für momentane unmittelbare Wahr- 
nehmungen hält, was in Wahrheit nur eine Kombination von Ui-theilen 
über zeitlich und räumlich auseinanderliegende Empfindungen ist. 

Nehmen wir thatsächlich verschiedene Empfindungen beim Anblicke 
des Teppichs zugleich wahr , oder durchlaufen wir nicht vielmehr 
äusserst rasch das Blickfeld , merken uns verschiedene Einzelpunkte, 
unterscheiden und vei'gleichen die vielen Einzelempfindungen denkend 
und bilden uns das Sehlussurtheil : der Teppich enthält viele Farben 
in verschiedenen Figuren? Dass dieses bei den Kindern stattfindet, 
dass der Säugling nur Einzelempfindungen wahniimmt, wissen wir; 
dass nur hierdurch das Urtheil über die körperliche Gestalt, die 
vermeintliche Wahrnehmung eines empinschen Raumes entsteht, wird 
sich bei Behandlung des Raumproblema herausstellen. Ausserdem 
müssen wir aber auch schon wegen der Reinhaltung der Definition 
von einem Zutheilen der Funktionen Vergleichen und Unter- 
scheiden an die empfindende Thätigkeit absehen; denn sonst bliebe 
sie nicht mehr reines Empfinden. Findet also ein Wahrnehmen ver- 
schiedener Empfindungen zugleich durch unseren Organismus statt, so 
müssen wir eben diesem die Fähigkeit zuschreiben, dies durch die 
denkende Thätigkeit zu ermöglichen. 

Das Untei-scheiden und Vergleichen ergibt sich demnach als sprach- 
liche Zerfäliung des Begriffes „Urtheilen". Keiner jener Theilbegrifife 
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darf als der frühere angesehen wei-den ; Unterscheiden und Vergleichen 
sind zugleich da; und wenn Verschiedenes beurtheUt werden soll, so 
muss es eben zusammen der denkenden Thätigkeit vorliegen. Das 
Denken bestimmt sich demnach als die Funktion des Untereeheidens 
und Vergleichens, oder beide BegriiFe in einen zusammengezogen: als 
die Funktion des Beurtheilens der wahrgenommenen Empfindungen. 
Unser Organismus gibt zugleich das Material des Denkens, die Em- 
pfindungen, und übt auch die Denkthätigkeit aus. Die Denkthätigkeit 
muss aber nicht allein auf das Material gleichzeitiger Empfindungen 
beschränkt sein (vorausgesetzt, dass deren überhaupt stattfinden), sondern 
muss das Verschiedenai-tigste zeitlich auseinander Liegende zusammen- 
fassen können; wäre dies nicht, so könnten nur Uitheüe über die Em- 
pfindungen eines jeden einzelnen Augenblickes möglich sein, und un- 
möglich wäre es, das ürtheil des einen Augenblicks mit demjenigen 
eines anderen zu verbinden; mit anderen Worten, Erfahi-ung könnte 
nicht stattfinden. Die Welt einer ErfahmngsmögKchkeit überhaupt muss 
also in solcher Weise gestaltet sein, dass der das „Existirende" wahr- 
nehmende Organismus vermag, die Empfindungen verschiedener Zeiten 
der denkenden Thätigkeit gleichzeitig zu unterbreiten. Dieses Mittel 
ist die Bildung von Vorstellungen und weiterhin die Bildung von Be- 
gi-üfen. Die Bildung von Vorstellungen und Begriffen ist demnach 
Bedingung einer Eifahrungsmöglichkeit überhaupt. 

Unser Organismus hat die Fähigkeit zu empfinden. Diese Em- 
pfindung bezeichnen wir als Wahrnehmung eines Dinges, wenn wir sie 
deuten als Einwirkung eines äusseren Objektes auf unseren Organis- 
mus. Wir haben gleicherweise die Fähigkeit, eine solche Wahrnehmung, 
die einmal dagewesen ist, spontan (wie wir annehmen) zu reproduziren 
als eine ähnliche Empfindung; gewöhnlich von viel schwächerer In- 
tensität als die frühere direkte Wahrnehmung. Wir nennen dies sich 
der Empfindung erinnern „sich die Empfindung oder das Ding, welches 
die Empfindung verursacht, vorstellen." Wie unser Organismus dies 
fertig bringt, ist eine physiologische Frage, die vielleicht einmal gelöst 
wird. Vorläufig nehmen wir es als Thatsache hin. Wir können uns 
diese Reproduktion einigermaassen verdeutlichen, indem wii- unseren 
Organismus einer eindnjckfähigen (empfindenden) Substanz vergleichen; 
etwa einem Meere von sehr verschiedenartiger Flüssigkeit oder Ein- 
diuckfähigkeit an seinen verschiedenen Stellen. Ein jeder Eindmck 
erzeugt auf diesem eme Welle, die desto unzerstörbarer sieh fortpflanzt 
oder auf einen kleinen Raum beschränkt bestehen bleibt, je eindruck- 
^higer eben das Meermittel ist. Viele Eindi-ücke können nacheinander 
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Stattfinden und eizeup-en viele Wellen, die je nach den Umständen neben- 
einander bestehen bäeiben. Die eine mag mehr oder wenijrer durch 
die anderen nach der Tiefe verdrängt werden, und neue Eindrücke, 
neue Wellenbewegungen mögen sie nach langer Zeit wieder an die 
Oberfläche drängen. Eine absolute Zerstöi-ung hann aber nach logischen 
Gesetzen nie stattfinden. Was einmal geschehen ist, besteht fort und 
kann höchstens durch neues Geschehen verändert werden. 

Diese wiedererscheinenden Erapfindungswellen nennen wir spon- 
tan erzeugte Vorstellungen, wenn wir unseren WiUen als die 
Ursache ansehen, welche jene Vorstellungen in das Bewusstsein 
treten lässt. 

Das Wort Vorstellung wird von der Sprache ausserdem noch 
flir eine Menge anderer Sachen gebraucht. Hier soil es jedoch auf 
den oben beschriebenen Akt beschränkt werden, und wird dadurch 
aller Irrtbum, welcher aus öchwankendem Sprachgebrauch entsteht, 
vermieden. Vorstellung sei demnach definirt als sinnliche, spontan 
oder durch andere Umstände unfreiwillig wiederhervorgerufene Em- 
pfindung einer fräheren Wahrnehmung. Die Empfindung, welche durch 
Vorstellung erzeugt wird, ist demnach nur dei- Intensität nach unter- 
schieden von der Empfindung, welche wir einer direkten Wahrnehmung 
zuschreiben. Es hängt nur von dem Organismus ab, in welcher Stärke 
die Empfindung durch die Vorstellung erregt wird; aus dieser Stärke 
ist kein Kriferiitm der absoluten Vei-schiedenheit von Wahrnehmung 
und Voi-stellung zu ziehen. Bewiesen wird dies am einfachsten durch 
die Traumbilder, welche wir während des Träumens für reale Wahr- 
nehmungen halten. Durch diese Vorstellungsbildung ist der denkenden 
Thätigkeit ein Zusammen, eine Vielheit von Empfindungen gegeben, 
welche jetzt unterschieden, verglichen, beurtheilt werden können. 

Es sind nun einfache Voi^tellungen möglich — grün, blau, kalt etc. — , 
und aus vielen Einzelempfindungen zusammengesetzte, Pferd, Baum — ; 
wie bei den Einzelvoi-stellungen, so wird auch bei den zusammengesetzten 
stets ein bestimmtes Individualding vorgestellt; denn eine unbestimmte 
Empfin düng hat ja als Empfindung keinen Sinn, Diese Wortkombination 
ist nur berechtigt, wenn damit angedeutet werden soll, dass wir uns 
ein Gefühl nicht als eine bestimmte Empfindung zu deuten wi^en. In 
einer zusammengesetzten Vorstellung liegen aber die vielen vorgestellten 
Einzelempfindungen nicht chaotisch durcheinander, sondern müssen nach 
gewissen Regeln geordnet sein, um eben jene bestimmte Gesammt- 
vorstellung möglich zu machen, Was und wie jene Kegeln des Ordnens 
beschaffen sind, wird die Untersuchung von Kap. VII und XI bilden. 
Vorläufig bleibt diese Frage dahingestellt, damit der Vorstellung sofort 
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die Definition fies Begriffes gegenüber gesetzt werden kann. Diese 
heisst vorläufig in einem Vergleiche ausgedruckt: 

Ebenso wie die Empfindung das Mateiial der VorstellungsthätigkeJt, 
ebenso ist der Begriff das Material der Denkthätigkeit. Ebenso wie 
aus Kinzelempfindungen Gesammtvorstellungen, ebenso werden aus Einzel- 
begriffen Allgemeinbegriffe kombinirt. Einer jeden Gesammtvorstellung 
stebt ein Gesammtbegriff gegenüber. Aus solchen Gesammtbegriffen 
lassen sieb aber durch funktionale Verallgemeinerung weitere Äll- 
gemeinbegriffe bilden , welchen keine deutliclien Vorstellungen 
mehr entsprechen. Der Grad dieser Undeutlichkeit ist aber ein sehr 
relativer. Hauptsächlich diese letzteren Allgemeinbegriffe sind es, denen 
man vorzugsweise in der heutigen Philosophie den Charakter als Be- 
gi-iff beilegt. 

Wenn wir die Stelle des Sonnenspektnims , welche durch die 
E- Linie bestimmt ist, wahrnehmen, so haben wir eine bestimmte 
Empfindung grün. Sprechen und urtheilen wir nun über diese Em- 
pfindung , so tritt dieselbe nicht als Empfindung grün in unsere 
logischen Operationen, sondern das Denken setzt statt der Empfindung 
ein Zeichen, ein Denksymbol, welches yerschiedentlich benannt 
wird; entweder ^jjoao Millimeter Wellenlänge, oder 600 Billionen Aether- 
schwingungen, oder E grün. Weil dieses Zeichen aber in der Benk- 
thä.tigkeit behandelt wird, und nicht in der Empfindungsthätigkeit, 
deshalb ist es nicht mehr die Empfindung oder Vorstellung .Egi-ün, 
sondern der Begriff J5grün. Dieser Begriff ist grade so etwas einzig- 
artiges, individuelles, wie auch die Empfindung, an deren Stelle dieser 
Begriff E grün als Denkzeichen gesetzt worden ist. 

Man wird nun sagen, dies sei nur ein veränderter Wort.gebrauch 
gegen den allgemein Üblichen; die gedachte Vorstellung oder das 
Merkmal sei dasselbe, was hier Individualbegiiff genannt werde; der 
ächte philosophische Begriff sei jedoch etwas ganz Anderes, Höheres. 

Sei das wie es wolle. Durch diesen Wortgebrauch ist erstens 
alles vage und schwankende in der Verwendung der Wörter, Vorstellung 
und Begriff, eliralnirt; eine Unbestimmtheit, welche den Leser philo- 
sophischer und auch naturwissenschaftlicher Werke oft zur Verzweiflung 
ti-eibt, weil die letzten Konsequenzen und Gedanken des Autors dadurch 
unwissentlich oder auch absichtlich verdeckt bleiben. Die Höhe der 
Unbestimmtheit wird erreicht durch Einführung des unbestimmt ge- 
brauchten Wortes Idee, welches mit den beiden hier besprochenen auf 
die mannigfachste Weise kombinirt und durcheinander geworfen wird. 
Das wichtigste Motiv jedoch, welche zu dem hier vorgeschlagenen 
Sprachgebrauch treibt, ist, wie schon aus dem Gange der Erörterung 
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hervorgeht, die Scheidung des Existirendeii in unserer Welt (des Ge- 
schehens in unserer Welt) in Empfinden und Denken, im Gegensatze 
zuder Scheidung anderer philosophischen Systeme, in Sein undDenken. 

Gewöhnlieh wird der Begrii? als Vorstellung von Vorstellungen 
oder als eine Abstralttion von Vorstellungen definirt; und daraus ge- 
folgert, es gebe nur Allgemeinbegriffe. Nun mag aber ein Produkt aus 
einem Vielen gewonnen worden sein und doch sich als etwas durchaus 
einheitliches erweisen; ebensowohl bei der Analyse der Gedanken wie 
bei der chemischen Analyse. Die gewöhnliche Begriffsdefinition ist aber 
auch für Allgemeinbegriffe nur scheinbar nchtig, nämlich so lange man 
darauf verzichtet, Vorstellung zu definiren. Soll Vorstellung wie 
oben nur „sinnliche Reproduktion der Empfindungen" bedeuten, so ist 
klar, dass irgend eine Analyse nur wiedenim etwas Sinnliches aus den 
Gesammtvorstellungen herausschälen kann. Man spricht deshalb lieber 
von gedachten Vorstellungen und Merkmalen, von Inhalt und Umfang 
der Begriffe. Aber hier liegt grade der Kern der Frage. Was ist 
Merkmal, was ist gedachte Vorstellung? Gedachte Voi-stellung ist 
ein hölzernes Eisen ; ist überhaupt keine Vorstellung mehr, sondera das 
ihr gradezu heterogene, nämlich das Denkzeichen für (an Stelle der) 
Voi-stellung ; und dieser Charakter als Denkzeichen ist Charakterisirung 
als Begi-iff. Nicht die Thatsache dass eine Vielheit von Wahrnehmungen 
kombinirt wird, konstituirt die Natur des Begriffs im Gegensatz zu 
Vorstellung, sondern die Thatsache dass die Einzelelemente der Vor- 
stellung total heterogen den Einzelelementen der Denkprodukte sind. 

Sobald man den Einzelelementen, und als solchen auch Individual- 
elementen des Begriifs (seinen Merkmalen) gleicherweise begrifflichen 
Charakter beilegt, ist es möglich alle Allgemeinbegriffe zu entwickeln, 
wie mathematische Funktionen aus Zahleinheiten. 

Die Kombinationen von Begriffselementen, welche im bisherigen 
Sprachgebrauche vorzugsweise Begriffe genannt werden , sind Kom- 
binationen aus Begriffen, welche Gesammtvoi-stellungen als deren Denk- 
zeichen entsprechen. Diese aufsteigende Kombination kann folgender- 
maassen formulirt werden: 

a, b, c, Denkzeichen = Begriffe der einfachsten Empfindungen. 

f (a, b, c, ) = Begriff einer bestimmten Gesammtvorstellung, 

welche dadurch entsteht, dass die Elementarbegriffe nach 
gewissen Regeln geordnet worden. Sei diese Gesammt- 
vorstellung , .dieses bestimmte schwarze Pferd". 
F (f, f", f" ,...) = Begi-iff des Pferdes überhaupt. 

Eine solche Funktion F wäre aber überhaupt unmöglich, wenn die 
Einheiten a, b, c heterogen wären, dem Begriffe nach von der 
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"Funktion F; so lange die Einheiten der Arithmetik Aepfel, Steine ete, 
bedeuten, hat es gar keinen Sinn, mathematische Funktionen daraus 
bilden zu wollen; das geht erst an, wenn sie Einheiten als Begriff sind. 
Deshalb niuss je de einfachste Empfindung vo rers t als Beg r iff gefasst_ 
-werden , wenn eine weite re logische Behandlun g derselben Stattfinden" 
^solT'S^rdieFormel F einen Werth in der logischen Bestimmung als Be- 
griff haben, so müssen ihre letzten Elemente diese Bedeutung als Begriff 
gleicherweise besitzen. F ist ein Begriff, aber 1 nicht minder, wenn die Zahl 
auch gebraucht wird, um das Materia!, den Inhalt von F zu bestimmen. 

Wir haben allerdings, wahrscheinlieh auch bei den abstraktesten 
Gedankenoperationen schwache Erinnerungen von Empfindungen als 
unwillkürliche Begleiter bei dem Gebrauche der Begriffe; weil wir eben 
Organismen sind, in welchen die empfindende und denkende Thätigkeit 
ausgeübt wird. Dies vei-hindert jedoch nicht, dass bei der erkenntniss- 
theoretischen Analyse des Geschehens diese beiden Thätigkeiten ge- 
schieden und einer jeden ihre betreffenden Elemente zugewiesen werden 
niü^en; selbst wenn es sich später herausstellen sollte, dass diese 
Trennung eine künstliche ist, d. h. nur von dem erkennen wollenden 
Denken für seine Zwecke ausgeführt wird ; dass aber in Wirklichkeit 
nie Empfinden und Denken isülirt möglich sind. 

Hiei-mit verlieren alle weitere Fragen nach der inneren Natur des 
Begiiffs ebenso ihre Bedeutung, wie die vorherige nach dem Wesen 
der Empfindung. Beides ist uns unmittelbar bewusst, einerlei, ob wir 
vermögen dieses unmittelbare Wissen in Worte zu kleiden oder nicht. 

Aus dem Obigen ergibt sich nun eine Klassifikation der Eegrilfe, 
erstens je nach den Elementen welche sie enthalten, und zweitens je 
uach den Formen, zu welchen diese Elemente kombinirt sind. Als 
Begriffselemente sind> möglich: einerseits die aus der Erfahmng ent- 
nommenen einfachsten Empfindungen, oder vielmehr deren Denksymbole; 
andererseits der Akt selbst der Denk- oder Empfindungsthätigkeit. 
Demnach Empfindungsbegriffe und Denkbegriffe. Die Ordnung der 
Begriffe von Gesammtvorstellungen ist wieder ein Akt der Denkthätig- 
keit Die charakteristischen Kombinationen, welche sich hieraus ergeben, 
werden sich am besten eriäutera lassen nach einer voriäufigen tabel- 
larischen Uebersicht. Diese TJebersicht stellt die hier zu untersuchenden 
Fragen im Zusammenhange dar, und lässt gleicherweise schon die Ant- 
woi-ten durchblicken, welche sich als Resultat ergehen werden. In den 
Erläutemngen zu den Tafeln wird der sehr verschiedenartige relative 
Werth, resp. Wahrscheinlichkeit der richtigen Zusammenstellungen näher 
angedeutet. 

.3 
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A. KAPITEL IV. 

TAFEL DER BEGRIFFE. 



1. 

A. Beziehaiigsbegrift'e. 

Bezeichnung i'ttr die Denkthätigkeit in iliren vei'seMedenen Formen. 
Trennende, nntersi;heidende Denkthätigkeit: 



Identität (Satz) 

und, oder, gleich, mit. 

Quantität, 

Vielheit als Gleichartiges. 

Ganzes, Theil, Einheit, Vielheit. 



(Gef 



nsatz) Unterschied 
nicht, gegen. 



Qualität, 

Vielheit als Ungleichartige. 

Innen, aussen, Inhalt, Fonn, anders, 

ähnlich, begrenzt, ai^edehnt, nach, 

neben, plus, minus. 



Verbindende, vergleichende Denkthätigkeit: 
und, oder, gleich, mit, gegen, nicht, durch, nach. 

Funktion = gegenseitige Bestimmbarkeit = Abhängigkeit 

in mathematischer Bedeutung: 

Naturgesetz, Wechselwirkung, Grund — Folge. 

B. AnschauTingsbegriffe. 

Begriffsgebilde, welche entstehen durch die Kombination der Be- 
ziehungsbegriffe unter sich ; Produkte der reinen Denkthätigkeit, 
Nacheinander: Nebeneinander: 

Reihe, Grösse, Zahl Grösse, Zahl 

n der Arithmetik. in geometrischen Bestimmungen. 

Bewegung: 
als Akt der Denkthätigkeit. 
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II. EmpfindungsbegrifTe: 

! Zeichen, welche von der Denkthätigkeit an Stelle der empirisch 
wahrgenommenen Empfindungen gesetzt werden. 



A. Sinnesljegi'iffe. 

Bezeichnung der spezifischen Reaktion auf die Sinne. 
Gesicht: dunkel, hell, roth, gelb etc. 

Getast: hart, weich, stumpf, schai-f, nass, warm. 

Gehör: laut, leise, hoch, tief, dumpf, hell. 

Geschmack:! (sauev, süss, beissend, aromatisch, faulig. 
Gei'uch : J jholzartig, fieischartig, blumig, erdig. 

B. ftefiihlsbegi-iffe. 

Bezeichnung des Eindrucks als Werthschätzung für den empfin- 
denden Organismus. 

Lust: artig, wohlig, freudig, aeelig. 

Unlust: hässlieh, traurig, schrecklich, widerlich, schmerzlich. 

Willensgefiihl : stark, kräftig, widerstrebend, hartnäckig. 

Kombinationen aus B: 
wahr, gTit, erhaben, schön, komisch, humoristisch, nützlich. 

Kombinationen aus A und E: 
blendend, gi'ell, schattig, sattsam, dumpf, matt. 
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Kombinationen aus I. und II. 

A. Kombinationen aus I. und II. A. 

a) Begriffe für Dinge: 

Mensch, Haus, Meer, Eisen. 

b) Begriffe für Naturvorgänge: 

Gewitter, Fluth, Wachsthum. 

c) Kombination des Denk- und Sinnesaktes: 

Zeit, Kaum, Masse, Bewegung, ICi-aft. 

d) Funktionalbegriff = Begriff für die verbindende Denlithätig- 
keit bei ihrer Anwendung auf obige Begriffe a) b) c). 

Ursache, Wirkung. 



B, Kombinationen aus I. und II. B. 

a) Begriffe für Ideen: 

Das Schöne, Erhabene . ., Laster, Tugend, Seele, Geist, Ver- 
nunft. 

b) Begriffe für Vorgänge auf geistigem Gebiet: 

Verrath, Geschichte, 
e) Kombination des Denk- und Gefühisaktes: 
Kraft, Dauer, Ausdehnung, Materie. 

d) Funktionalbegriff ^= Verbindende Denkthätigkeit in An- 
wendung auf a) b) c) und ihre Kombinationen mit den vorher- 
gehenden Begriffen: 

Motiv, Zweck, Mittel, Plan, Äbsielit. 
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Erläntcningen zu den Tafeln der Begriffe. ^) 

Systemwerth wird in diesen Tafeln für die Theilung in Denb- 
und Empfindungsbegriffe, deren Unterabtlieilungen — Beziehungs- rcBp. 
Anschauimgs-, Sinnes- resp. Geflihlsbegriffe, sowie für die entsprechenden 
Kombinationen in ihren Unterabtheilungen beansprucht; die Einzel- 



Tafel I und besonders die Abtheilung Ä enthält, wie man sieht, 
die sogenannten apriorischen Begriffe, die als Kategorientafel zu 
konstiTiiren für jeden Denker einen grossen Keiz hat. Obschon eine 
richtige und vollständige Konstmktion dieser Begriffe nicht zu den Un- 
möglichkeiten gehören dürfte, so ist sie doch bekanntlich noch Niemandem 
gelungen. Unmöglich scheint mir jedoch, daas sie in einem Schema 
nach genealogischem Modus zusammenstellbar sind. Viel eher dürfte 
ihre Gesammtfigur vergleichbar sein der Gestalt eines Gehirnes mit 
seinen mannichfaehen Verästelungen, aber auch seinen Rückwin düngen 
und unentwiiTbaren Verschlingungen, sodass weder ein Anfang noch 
ein Ende des Labyrinthes aufzuzeigen ist, Nur die Denkthätigkeit 
überhaupt, in ihren Kardinalbedeutungen als unterscheidende und 
vergleichende Thätigkeit , oder weiter, als Thätigkeit an sich (Form) 
und Produkt der Thätigkeit (Inhalt) lässt sich für alle Fälle eindeutig 
auffassen. Wenn auch obige Konstruktionsmöglichkeit logisch nicht 
zu veiTieinen ist, so ist sie dies jedenfalls für den Zustand unserer 
heutigen Sprachen. Es wäre leicht nachzuweisen, dass der eine oder 
andere Begriff in verschiedene der in Tafel I gegebenen Abtheilungen 
hineingehört; und mit Absicht ist bei einigen ein und dasselbe 
Wort gebraucht worden. Es kann nun sein, dass hier ein Fall der 
oben angedeuteten Verzweigungen der Begriffe zu Gi-unde liegt; es 
wäre jedoch verkehrt, daraus für alle Fälle die logische Existenz 
eines höheren gemeinsamen Begriffes folgern zu wollen. Sehr häufig 
liegt eine blose Sprachunvollkommenheit zu Grunde, d, h. der Ge- 
brauch eines und desselben Wortes für viele verschiedene Begriffe; 
und alle Versuche, diese Mehrdeutigkeit durch hinzugefügte Attiibute 
zu verbessern, erweisen sich nur als unzureichende Palliative. Wir müssen 
die Sprache eben nehmen wie sie ist, mit allen ihren etymologisch an- 
gedeuteten Hypothesen und Spekulationen, falschen wie richtigen; und 
häufig ist es ganz unmöglich in der Lebensdauer einer Generation die 
Sprache auch nur von wenigen Fehlem zu emanzipiren. Beispiele hierzu 
werden bald auftreten. Ei'Stünde heute ein Denker, mit der G 
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ausgerüstet die fragliche Kategorientafel in allen Verzweigungen zu 
entwerfen, er miisste vorab eine eigene Sprache, d, h, eine streng 
logische Begiifisprache erfinden; und diese würde wahrscheinlich nicht 
einmal verstanden werden, keinenfalls dauernden Nutzen für die 
Wissenschaft stiften; sprungweises Vonnieken ist auch hier unmöglich. 
Nur in der Gesammtheit können die historisch entstandenen Fehler der 
Sprache allmählich ausgemerzt und die strenge Eegi-iffsprache fortgebildet 
werden; ein Jeder, der sieh hierüber hinwegzusetzen für bemfen hielt, 
die Metaphysik der Sprache mit einem Ruck umzubilden sieh vennass, 
hat noch Schiffbruch gelitten. Glücklieh kann man sich schon schätzen, 
wenn es möglich ist in einer Sprache zu schreiben, welche wenigstens 
annähernd der Logik genügt, und durch die Vieldeutigkeit ihrer Wörter 
nicht in jedem Satze das Denkgeseta verletzt. Was aber dem Einzelnen 
möglich, das ist strenge Benutzung desselben Wortes für stets denselben 
Begriff; und strenge Definirung des Wortes einem unbestimmten Sprach- 
gebrauch gegenüber; dazu ehrliches Eingestehen der Unbestimmtheit, 
wenn die Definition nicht zu gehen ist. 

In Tafel I, welche wie gesagt, auf Vollständigkeit der Einzelbegriffe 
keinen Anspruch macht, sind die Hauptbegriffe vorgeführt, die in den 
mathematischen Wissenschaften gebraucht werden. Dieselben werden 
bei den einzelnen mathematischen Disziplinen definirt werden. Die 
Trennung der Abtheüungen A rmd B zu rechtfertigen, resp, der Nach- 
weis, dass Zeit-, Raum- und Köipergebilde als Gmppimng (nicht als 
Erschaffung) der Wahrnehmungen reine Produkte der Denkthätigkeit 
sind, wird Spezialaufgabe einiger folgenden Kapitel sein. Nichts ver- 
hindert die Kombination der Denkbegriffe mit Empfindungsbegriffen. 
Die solcherweise entstehenden Begriffprodukte werden durch uns, weü 
wir gleichzeitig denkende und empfindende Subjekte sind, wiederum 
in Vorstellungen umgewandelt; hieraus entstehen die äusseren Objekte 
vom subjektiven Standpunkte der Betrachtung aus.*) 

Unter Funktionalbegriff, welcher im Allgemeinen (aber nicht 
immer) übereinstimmt mit der Kategorie Kausalität, sind drei Be- 
griffspaare angelührt, welche das verbindende Verhältniss in seiner 
Anwendung auf die drei Begi-iffsklassen (Anschauungs-, Sinnes-, Gefühls- 
begriffe) ausdrücken. Schopenhauer behauptete eine vierfache Wui'zel 
des Satzes vom Grunde. Diese Wurzeln stimmen in mehrfacher Hin- 
sicht mit dem überein, was hier „Anwendung des Funktionaibegriffs" 
genannt wird. Bei den Fundamentalsätzen der Geometrie wird aus- 
geführt werden, dass Schopenhauei-s Erkenntnissgrund und Seinsgmnd 
dasselbe sind, und demnach seine vierfache Wurzel auf obige dreifache 
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ZU reiiuziren ist. Dieser dreifachen Anwendung des Kausalitätsbegi-iffes 
gegenüber könnte man unter Wechselwirkung, d. h, objektiv kon- 
struirte Kausalität, drei Begi-ifikl^sen anführen : Naturgefetz, Stoff und 
Kraft, Zwang und Freiheit, Es werden in der That alle diese Begriffe 
in den mathematischen Wissenschaften gebraucht. Aber in solchen Zu- 
sammenstellungen liegt mehr eine Andeutung von Verkettung der 
Begriffe, als die Behauptung einer strikten Korrespondenz und logischen 
Gliederung. Die übrige Auswahl der Begriffe in Tafel I verziehtet 
aus obigen Gründen ebensowohl auf Vollständigkeit wie streng logische 
Gruppirung. In Einzelfällen, bestimmt abgegrenzten Gebieten, werden 
dagegen dialektisch vollsländige Analysen ausgeMhrt werden. Die hier 
■stellbare Au%abe übersteigt an Schwierigkeit und Komplikation alle 
Probleme, welche eine kühne Phantasie der mathematischen Analyse 
vorlegen könnte; denn die mathematischen Fragen beschränken sich 
auf den Gebrauch eines Theiles der hier möglichen Begriffe. 

Die meisten der in Tafel II aufgeführten Begriffe sind nach der 
gewöhnlichen Benennung empirische. Hier wird dieser Begiiff selten 
gebraucht werden, weil er nicht eindeutig ist und auch nicht einfach, 
Denken kann ebenso als empirisches Geschehen bezeichnet werden wie 
Empfinden oder das noch unbestimmtere Wahrnehmen; das verhindert 
aber nicht, dass die Produkte des Denkens denknothwendige Formen 
haben müssen, während die einfachen Bestimmungen der Empfindung 
nicht als solche nachgewiesen werden können. Während das Denken 
der Empfindung selbst den Begriff derselben gegenübei-stellt, diesen 
von der Nichtempfindung , als Begriffeines anderen Zustandes, unter- 
scheidet, und eben durch die Setzung eines Subjektes, welches über 
jene Unterscheidung urtheilt, erat wird, was wir Denken nennen, — 
diesem ganzen Prozesse mit seinen denknothwendigen Theilen gegenüber 
ist die Empfindung etwas Einheitliches, ein unmittelbares Innewerden 
■eines Zustandes, und weiss als solche gar nichts von einem Subjekt oder 
Objekt; sie ist ihrer selbst voll bewusst, hat aber kein logische Be- 
■wusstsein, spricht nicht in Satzform, spricht überhaupt nicht, weil sie 
ganz und nur Empfindung ist. Dem durch die Schule des Lebens 
entwickelten Organismus ist es allerdings für gewöhnlich nicht mehr 
möglieh, sich in eine einfache unveränderte Empfindung, auch für 
nur kurze Zeit, zu versenken. Das Experiment, eine solche herbei- 
zuführen, endet gewöhnlich in Bewusstlosigkeit ; so z. B. das aus- 
schliessliche Fixiren eines leuchtenden Punktes in der Nacht; aber 
die logische Analyse ergibt uns an der Hand solcher unvollkommenen 
Versuche die abstrakte Statuirung der einfachen Empfindung als Begriff. 
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Die einfachen Organismen haben jedenfalls solche einfache Empfinthingcn, 
wenn ihre Konstruktion so einfach ist, dass sie in jedem Einzelmomente 
nur auf eine Weise reagiren können. Dass aber auch in sehr kom- 
plizirten Organismen einfache Empfindungen auftreten können, lehrt 
uns die Beobachtung der Neugeborenen. 

Wir unterscheiden die Empfindungen je nach den spezifischen 
Eindrücken, welche unsere Sinne erleiden. Das Denken bildet dem- 
nach die verschiedenen Sinnesbegriffe, welche es als Bestimmungen 
(weshalb, und ob mit Recht oder Unrecht — bildet eine spätere Frage) 
äusseren Objekten beilegt. Durch diese vom Denken herbeigeführte 
Scheidung des Geschehens in ein empfindendes Subjekt und äussere 
Objekte, werden die Bestimmungen — grün, hart, nass etc., etwas dem 
Subjekte fremdartiges, und ihm in Bezug auf seine Existenz als Subjekt 
gleichgültig, ob grün oder gelb, hart oder weich; es sind eben nur 
äussere Objekte. 

Die Einzelempfindungen und demgemäss die Einzeihestimmungen, 
welche wir den Objekten beilegen, werden nun entweder nach gänz- 
licher Heterogenität, wie roth und nass, oder nach einer Verschieden- 
heit des Grades unterschieden; roth, orange, gelb etc. Alle Empfin- 
dungen haben aber das Gemeinsame, daes sie eben von einem und 
demselben Subjekte empfunden werden können. 

Erkennen heisst nun: Alles Geschehen, ob ähnlich oder heterogen 
in logische Verbindung bringen , in eine Einheit zusammenfassen , und 
sich dieser Einheit ihrem Wesen nach unmittelbar bewusst sein. Un- 
mittelbar bewusst sind wir uns des Wesens von gelb giun ett, und 
gleicherweise der Denkthätigkeit. Gelingt es nun jene Veischieden- 
heiten des Grades oder der Art nach einem einzigen Begnffe logisch 
miteinander zu verbinden, und wir können gleicherweise jenen Elenientai 
begriffen die entsprechende Empfindung substituiien , d h den Inhalt 
jenes Begriffes inne werden, so ist die Aufgabe der Erkenntniss gelöst 
Das Substituiren einer Empfindung für den Bet,iift iit uns stets 
möglich, sobald wir jene Empfindung einmal erlebt haben uns ihiei 
vorstellend zu erinnern vermögen. Es ist dies dei Elementarakt der 
Thätigkeit, welche wir in ihren verwick eiteren Kombinationen als 
Phantasie kennen. ^). 

j lg [jer scheinbar heter ogene n Empfindungen 
^.Aufgabe, welche sich die mechanisc he 
_a]lerJWa hrscEeinlleMiEtt -n ach vollstän^^ 
1 wenigen Begriffe der Meehanik^siclTaüf einen 
einzigen reduziven lassen , oder vielmehr , dass sie einander nicht 
heterogen gegenüber, sondern in einem Konnexe stehen, welcher auf 
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dem alleinigen Identitätsatze beruht, dies zu beweisen ist die hier ge- 
stellte Aufgabe. 

Die spezifische Reaktion der Einzehorgange in jener Molekular- 
mechanik, für die Gestaltung unserer Organismen, ihren Sinneiiwerth, 
kennen wir gleichfalls unmittelbar; wir wissen, was grün, gelb etc. ist. 
Demnach könnte man nach Lösung der hier vorliegenden logischen 
Aufgabe, und nach vollständiger Entwickelung der Molekularmechanik 
sagen: die menschliche Erkenntniss ist vollendet; Spekulationen und 
Fragen, welche ausserhalb des hier vorgeschriebenen Kreises liegen, 
sind Illusionen ohne Inhalt; in unserem Kreise ist die Welt vollständig 
wie sie ist, und nichts gibt es ausserhalb dieses Kreises. 

Dieser bekannte Scliluss des Materialismus ist faJsch, weil er nur 
einen Theil der vorliegenden Thatsachen in Beti'aeht zieht; nicht weil 
er fehlerhaft die Thatsachen beobachtet hat, sondern mangelhaft. 
Der wichtigere Theil der Thatsachen ist von dieser Philosophie voll- 
ständig vergessen. 

Das Eingehen auf diesen Gegenstaßd liegt allerdings einer Philo- 
sophie der mathematischen Wissenschaften eigentlich fern. Jedoch muss 
schon wegen der Vollständigkeit des hier aufgestellten Systems über- 
sichtlich darauf eingegangen werden. Ausserdem kommen aber auch 
bei der Mechanik einige Begiiffe vor, welche hierhin gehören; und 
werden diese sich noch vermehren, wenn einmal die Psychophysik in die 
Reihe der exakten Wissenschaften tritt. 

Wenn wir irgend eine Empfindung haben — warm, grün, hai-t — 
so ist das nicht allein ein Sinneszeichen, welches einfach einen äusseren 
Vorgang registrirt, etwa wie die photographische Platte den optischen 
Theil, die Waage, der Termometrograph, der Elektrometer die anderen 
TheÜe eines Dinges oder Prozesses; sondern diese Sinneszeichen werden 
von dem begleitet, was wir Gefühl nennen. Gefühl ist das Innewerden 
der Empfindung als nicht indifferent, sondern als eine Werthschätzung 
für unsere Seele oder Individualorganismus, Wir fassen die Welt nicht 
allein als einen äusserlichen Vorgang auf, als einen witnderlichen Tanz 
von au sich empfindungslosen Atomen, deren vielfach verschlungene 
Bahnen nach einigen einfachen Fonnelgesetzen zu enträthseln das einzige 
Ziel der Wissenschaft wäre . . . ., sondern weil diese abstrakt gedachte 
Atomwelt uns nicht fremd ist, weil wir selbst als Individuen dazu ge- 
hören, weil wir als solche Individuen das mannichfache Geschehen gleich 
optischen Spiegeln auffassen und in einen Brennpunkt der bewussten 
Empfindung vereinigen können, weil die Dinge der Welt nicht isolirt 
für sich existiren, sondern für uns solche Dinge sind, 
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fassen wir in der Empfindung die Welt nicht aHein nach der einseitigen 
mechanischen Ansicht als Atomenbewegung, auch nicht lediglich als 
Bewegung von farbigen, tönenden, schweren etc. Körpem, gondem 
als eine Welt von Wohl und "Wehe, von Lust und Sehmerz, von Freude 
und Leid auf. und diese Gefühle sind ebenso real vorhanden wie die 
Sinneseindrücke grün, warm etc., ebenso real wie jeder mechanische 
Prozess, ebenso real (oder vielmehr viel realer) als die harten äusseren 
Dinge und die hypothetischen Atome. ^) 

Die uns unmittelbar bewusste Empfindung ist ein Ganzes, Einheit- 
liches. Erst das trennende Denken scheidet die einheitliche Empfindung 
in ein Sinneszeichen, als Eegistrationsmarke fttr diesen oder jenen Sinn, 
für diesen oder jenen Vorgang in der vorausgesetzten äusseren Welt, 
und eine Gefllhlsempfindung, von der eben nur die empfindende Seele 
etwas weiss. 

Man glaubt nun gewöhnlich, es seien dies in der That zwei ganz 
verschiedene Sachen, wir könnten sinnliche Empfindungen haben ohne 
Gefühle, und umgekehrt; ob dies Buch einen gelben oder rothen Um- 
schlag habe, sei uns völlig indifferent; vnr nähmen eben das Faktum 
als solches sinnlich wahr, ohne dass dies den geringsten Einfluss 
auf unser Wohl und Wehe habe. Diese Ansicht beruht aber auf 
mangelhafter Beobachtung. Schon die Intensität, die Dauer, oder die 
Verändemng der Intensität einer einfachsten Empfindung — grün — 
ist begleitet von dem Gefühl des Angenehmen oder Unangenehmen in 
stetiger Reihe, in welcher allerdings ein Indift'erenzpunkt Null als denk- 
möglich nicht ausgeschlossen ist, welcher aber bei der einfachen Em- 
pfindung mit der Bewusstlosigkeit korrespondirt. Weil aber thatsächlich 
immer eine grosse Mannichfaitigkeit von Empfindungen von uns auf- 
genommen werden, deshalb kann immer eine von ihnen als möglichst 
indifferent den anderen gegenüber aufgefasst werden; und hieraus ent- 
steht das vermeintlich nur objektive interesselose Beobachten, welches 
für Beweis einer unserem Gefühl indifferenten Sinnesempfindung gehalten 
worden ist. "} In Wirklichkeit existirt aber diese absolute Trennbarkeit 
gar nicht; mit einer jeden Sinneswahrnehmung ist ein Zustand unserer 
Seele, genannt Gefühl, aJs eine Intensitätstufe in der Reihe Lust — 
Unlust verbunden. Dass ein und derselbe äussere Reiz sowohl an- 
genehmes wie unangenehmes Gefühl en'egen kann, geht schon aus der 
Veränderlichkeit des empfindenden Organismus hervor. Weil das 
empfindende Individuum veränderlich ist, deshalb ist die Reaktion der 
Aussenwelt auf dasselbe, welche wir in den Gesammtbegriff Empfin- 
dung fassen, auch eine veränderliche; und wenn wir hieraus einen Theii 
als Sinneszeichen zum Zwecke einer Erklämng jener Aussenwelt aus- 
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scheiden, so rauss der andere übrig bleibende Theil, das Gefühl, 
veränderlich ausfallen. 

Manche Philosophen haben versucht, aus den Kombinationen der 
Vorstellungen, welche letztere als Aggregatbilder von Sinneszeichen auf- 
gefasst wurden, die Gefühle zu erklären; — ein vergebliches Bemühen, 
Das Gefühl ist etwas dem Sinneszeichen total heterogenes. Ebenso 
heterogen wie die Sinnesempfindung grün zu den 600 Billion Atom- 
aehwingungen , ebenso heterogen ist das Gefühl, welches in einem be- 
stimmten Organismus unter bestimmten Verhältnissen durch die hinzu- 
tretende Empfindung grün erregt wird zu der objektiv betrachteten 
Sinnesmarbe grün, wie sie zum Zwecke physikalischer Bezeichnung auf- 
gefasst wird. Wenn nicht in jeder Empfindung, und demnach auch in 
den reproduzirten Empfindungen, den Vorstellungen, schon das Gefühl 
steckt, dann ist es auch nicht möglich durch Kombinationen von Vor- 
stellungen das den Sinneszeichen heterogene Gefühl zu erzeugen. 

Möglich bleibt nur noch die Auffassung, wonach die Entstehung 
des Gefühls, oder das Auftreten dereelben, gebunden würde an die 
Art des Wechseis der Voi^stellungen; eine Auffassung, welche von 
einem geistreichen Schriftsteller der Neuzeit vertreten wird. Doch 
kommt diese Auffassung im Wesentlichen auf die hier vertretene zuräck. 
Es muss dann auch die Entstehung der Empfindungen an einen ge- 
wissen Wechsel der in dem Organismus stattfindenden Prozesse geknöpft 
werden. Dem steht nichts im Wege; es schliesst sich hier sehr leicht 
die atomistische Erklämng an. Da aber an dieser Stelle der "Unter- 
suchung noch von keinen Atomen etc. die Rede ist, so bleibe die ge- 
gebene Definition der Empfindung: — als Innewerden eines Gefühls, einer 
Intensitätstufe in der Reihe Lust — Unlust, begleitet von spezifischen 



Es gibt nun stets Geister, für welche die objektive Betrachtungs- 
weise der Welt den grössten Reiz hat, und die es dadurch auch in der 
objektiven Analyse am weitesten bringen, Es ist auch Aussicht da, 
dass einmal alle objektiven Registrationsmerkmale (Sinneszeichen), 
welche bei dem Auftreten der Gefühle zu beobachten sind, in logische 
Verbindung gebracht werden können. Man nennt das dann erklären 
der Welt, erklären der Gefühle etc. Aber durch bändegrosses Erklären 
können wir niemals wissen, was Gefühle sind. Das können wir nur 
unmittelbar, indem wir sie empfinden; und deshalb hat für das künst- 
lerische Gemüth, welches die Welt in ihrem Werth oder Ünwerth 
für das Individuum oder auch für die Gesammtheit innewerden will, 
jene objektiv logische Betrachtung etwas dürres, eine unbeschreibliche 
Leere hinterla^endes. Was nützen ihm die feinsten abstrakten 
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Kurveüberechiiungeo , selbst wenn sie aus dem Samenkorn auf die 
Gestalt des Baumes sehliesseii, alle Biegungen und Grössevei'hältnisse 
der BJattzellen voraus bereehnen lassen. Das bleiben stets und für immer 
leere mathematische Schemen, weil sie nur das eine Element, den lo- 
gischen Fortschritt des Denkens enthalten, der aber nie das andere 
Element, das Empfinden, zu erzeugen vermag. 

Der Materialismus behauptet, dass er das Empfinden erklaren könne; 
sei dem so, wenigstens nach seiner Auffassung des Wortes Erklären 
mag er Kecht haben. Aber für den Künstler, wie jeden ganzen Menschen 
hat das alleinige Erklären durchaus keinen Werth. Er will den Baum 
nicht zergliedert als ein System von mathematischen Kurven, sondern 
als ein farhensaftiges BUd; und auch dieses nicht als ein fi'emdes 
äusserliches Objekt, sondern will es empfinden in seinem Werthe, in 
seiner Wechselwirkung mit ihm als Individuum, als Moment in dem ewigen 
Prozesse des Geschehens von Freude und Leid. In dieser Verschieden- 
heit der Äuffassungsweise liegt auch der Hauptunterschied von Idealis- 
mus und Realismus. Der ganze Mensch ist immer Idealist, weil er 
beide Momente der Welt, Denken und Empfinden umfassen muss. Soll 
lediglich erklärt werden, so liegt für das vorzugsweise idealistische Ge- 
müth allerdings die Veriming in Illusionen näher, weil ein etwaiger 
Alogismus in den Gefühlsbegriffen wegen ihrer grösseren Komplikation 
viel schwieriger zu erkennen ist, als in den Anschauungsbegriffen. 
Dasselbe wird ausgedrückt durch den Satz: die Richtigkeit der physi- 
kalischen Begriffe wird kontrollirt durch die Anschauung. Der Materia- 
lismus kann richtig erklären; aber er wird stets mangelhaft bleiben, 
weil er vor dem wichtigeren Momente der Welt Halt macht, mit der 
Behauptung: jenes Moment existire nicht, weil er es erklären könne. 
Er behauptet, es existire keine Freih eit, des Wiilens, weil er alJe ob- 
jektiven Momente logisch aneinanderreihen kann (kausal verknüpfen), 
welche auftreten, wenn das Freiheitsgefühl subjektiv vorhanden ist. 
Aber sein logischer Fehler ist, dass er vermeint, weil er solchei-weise das 
Freiheitsgefühl erklärt habe, deshalb könne es auch durch die richtige 
Mischung und Bewegung von Atomen, weiche lediglich nach den Be- 
dürfnissen und Zwecken der Physik bestimmt worden, erzeugt werden. 
Will man sich aber mit der atomistisehen Fiktion begnügen, so müsste 
man den Einzelatomen ebensogut Empfindung im weitesten Sinne bei- 
legen wie irgend einem Atomkomplexe, wenn man unternehmen will, 
aus ihren Bewegungen alles zu erklären, Ist aber das Gefühlsatom 
dem Gefühle des Physikers zuwider — weil er konsequent behaupten 
muss, ohne Gefühl zurechtkommen zu können — nun dann sei er 
ehrlich und sage: hier hörts auf, ignoramus. Für den Denker gilt 
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aber kein igiiorabimus; auch weim darunter die — heutzutage allein 
als acht wissenschaftlich anerkannte — Atomvorstellung leiden sollte. 
Dass das Freiheitsgefllhl existirt, ist eine Thatsache, die sicherer kon- 
statirt ist, als alle atomistischen Vorgänge, und ob es objektiv be- 
trachtet mit anderen Vorgängen kausal verknüpft; werden kann, ist 
ganz gleichgültig für seinen Werth als Freiheitsgefühl. 

Ebenso wissen wir unmittelbar, dass wir Wollen können. Wir 
bezeichnen damit di^ Geftihl, dass wir uns als eine wirkende Ui-sache 
in der Welt empfinden. Diese Empfindung wird nicht im Geringsten 
dadurch gemindert, dass die Veränderungen der Welt durch das Zu- 
sammenwirken von äusseren Ursachen erklärt (kausal verknüpft) werden 
können. Denn wir stehen ja nicht ausserhalb der Welt und be- 
trachten sie durch ein Guckfenster wie ein fremdes indifferentes 
Objekt — eine Betrachtungsweise, woran aller Materialismus unwissent- 
lich kleben bleibt; sondern wir stehen innerhalb der Welt, Diese 
Aussenwelt existirt in den Eigenschaften und Verhältnissen wie wir 
sie bestimmen, nur dadurch, dass wir selbst dabei sind; wir sind ein 
Inbegriff ganz dei-selben Weltgesetze, welche auch in der vermeintlich 
abgesonderten Aussenwelt herrschen ; und wir erklären uns nicht allein 
als ein solches Theil-Ägregat von Kräften oder Stoffatomen, sondern 
wir empfinden uns auch als ein solches, und können deshalb voll- 
berechtigt sagen: das Weltgesetz sind wir als Theil des Ganzen; nicht 
als ein Theil, welcher dem Weltganzen als anderer Theil heterogen 
gegenübersteht, sondern als Theil, welcher Denken und Empfinden ebenso 
gut in sieh enthält, wie der "Rest des Weltganzen; und deshalb wollen 
wir und wirken wir grade so wie das abstrakt gedachte Weltgesetz 
überhaupt. Wir fiihlen uns deshalb frei ; fahlen, dass wir dies oder auch 
etwas anderes thun können, wenn wir es wollen. Deshalb aber sind wir 
nicht frei im Sinne von „kausal unabhängig" in der Verkettung der 
Ereignisse, wenn wir von einem anderen Individuum als etwas ledig- 
lich Objektives betrachtet werden. Weil die Vieldeutigkeit dieses Be- 
griffes f r e i als Denkbegriff, Sinnesbegriff und Gefühisbegriff nicht unter- 
schieden wurde, entstand der Widerspmch im Problem der moralischen 
Freiheit. "} 

Hiermit duilte die ^Lheuimif, dei 1 mpfindungsbegriffe in Sinnes- 
luid Gefühlsbegiii5e genugsam geiechtfertiet sein. Diese Scheidung ent- 
spricht zuneilen dei gebiauchlichen von Empfindungen eines sogenannten 
mneien und eines lusseien Sinne=i Die Attribute innen und aussen 
Sieben uns jedoch kerne Aufklärung darüber, was damit gemeint ist; 
und deshalb findet man luch ein sehr SLhwankendes Urtheil über das. 
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was dem einen oder dem anderen Sinne zugeschrieben werden soll. 
Zuweilen ist diese Bezeicliming alier auch gradezu fehlerhaft. So be- 
stimmt Kant den Baum als subjektiTC Fonn der Anschauung für den 
äusseren Sinn; Zeit als subjektive Form der Anschauung für den inneren 
Sinn. Es scheint demnach, dass die Empfindung der Töne dem inneren 
Sinne zugezählt werden müssen; ebenso die InneiTationsempfindungen. 
In dieser Hinsicht existirt in unserer Tafel gar kein innerer Sinn ; alle 
insgesamnit sind äussere; denn auch bei dem Tone wird untei"schiedeii 
das sinnliche Merkmal hoch, tief, Klang, Farbe etc., insofern alles dies 
in Anschauungsbegriffe aufgelöst, physikalisch gemessen werden kann, — 
von dem inneren Eindinick, welchen dieser Ton auf unser Gemüth 
hervorbringt, als Theilbestandtheil des gesammten Lust- oder Unlust- 
zustandes im empfindenden Organismus. Diese Untei^cheidung ist aller- 
dings nur eine logische; weil ein sinnlicher Eindruck ohne zugleich 
(wenn auch noch so schwach) Gefühlseindruck zu sein, nicht möglich 
ist. Offenbar entstand die Bezeichnung „innerer und äusserer Sinn" 
nur aus Betrachtung des Ortes, wo die Empfindung oder das die 
Empfindung verursachende Ding beobachtet oder nicht beobachtet 
wurde. Die hier eingeführte Untei'scheidung ist also prinzipiell eine 
,eanz verschiedene. 

Auf die Schwierigkeit einer eindeutigen Bezeichnung der Empfin- 
dungen muss jetzt eingegangen werden. 

Das Hauptziel einer Begriffsprache, eindeutige Bezeichnung und 
Verwendung der Begriffe, ist bei den Anschauungsbegriffen nahezu er- 
reicht; wie ja durch die Zeichensprache der mathematischen Wissen- 
schaften ei-wiesen. Bei den Empfindungsbegriffen treten der Er- 
reichung dieses Zieles unüberwindliche Schwierigkeiten i 
die Empfindungen selbst ja von den empfindenden Individuen a 
aber nicht zwei gleiche Individuen in der Welt aufzufinden sind. 
Am ehesten ist dies noch möglich bei den Sinnesbegriffen, dem Theile 
der Empfindung, welcher als etwas Objektives abgesondert, oder als 
E^ensehaft einem Objekte zugeschrieben wird. Strenge genommen ist 
es zwar auch hier unwahrscheinlich, dass bei Nennung des Zeichens 
grün E zwei verschiedene Individuen genau dieselbe Empfindung vor- 
stellen, oder was dasselbe ist, dass beim Anschauen eines bestimmten 
grünen Dinges mehrere Individuen genau dieselbe Empfindung haben. 
Noch weniger findet dies bei anderen Empfindungen, wie: warm, kalt 
statt. In gewissen engen Grenzen ist jedoch diese Uebereinstimmung bei 
noimalen Individuen vorhanden. Ausserdem bietet uns die physikalische 
Bestimmungsweise ein Mittel, die Empfindungen zu messen und dadurch 
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füv mehrere derselben eine absolute Nonn zu bestimmen, welche dem 
Begi'iff entsprechen soll; wodurch dann seine Eindeutigkeit eii'eicht wird. 
Messen der Sinneseindi-ttcke bemht auf Auflösung des Sinnes- 
begriffes in Ansehauungsbegriffe , welche ihrer Natur nach eindeutig 
sind, wie später noch näher nachgewiesen werden wird. Das E gi-ün 
als Begriff wird ersetzt durch den Begriff 600 Billion Schwingungen; 
in diesem Denkbegriff ist kein empirisches Element mehr, weil die 
Zeit , in welcher eine Schwingung ausgeführt wird , als Normal- 
einheit angenommen wird, und es deshalb gleichgültig ist, ob die em- 
pirische Zeiteinheit Sekunde im Laufe der Jahrhunderte selbst ver- 
änderlich ist. Die Sinnesbegriffe von Gesicht, Gehör, Getast sind in 
dieser Weise schon durch reine Denkbegriffe ereetzt worden, und nach 
Analogie zu schliessen, wird dies ebenso bei den übrigen Sinnen mög- 
lich sein. Die wirkliche 'Empfindungsversehiedenheit bei demselben Beiz 
wird demnach der verschiedenen Konstitution der empfindenden Indi- 
viduen zugeschrieben. 

Ungleich höher wachsen nun die Schwierigkeiten eindeutiger Be- 
gi'iffäzeichen bei den Gefühlsbegriffen. Das Materia! hierzu wird aller- 
din^ von einer und derselben Quelle, der "Welt, geliefert; aber weil 
ein jedes Individuum vom anderen verschieden , und gleicherweise ein 
und dasselbe Individuum nicht zwei identische Lebensmomente durch- 
läuft, deshalb ist die Aufstellung eines Normalgefilhls als messende 
Einheit schon von vornherein unmöglich. Zudem kann man Gefühle 
nur an sich selbst wirklich beobachten. Aller Ausdruck der Gefühle 
durch andere Individuen lässt nur einen unsicheren Schluss zu. Daher 
die Schwieligkeit in den ethischen und ästhetischen Wissenschaften, 
welche hauptsächlich mit Gefüblsbegriffea operiren, sich den un- 
sympathischen Gemütherfl überhaupt verständlich zu machen. Am 
ehesten gelingt dies noch in der dichterischen Behandlung, welche durch 
die Kombination, Vertheilun^art und Folge verschiedener Voi-stellungen, 
so wie durch den Klang der Worte und die verschiedenartige rhythmische 
Bewegung der Sprache in dem Leser das Gefühl des Diehtei-s wieder 
zu erzeugen versucht; und doch die gerechtfertigte Klage; 
Schlimm, dass der Gedanke 
Erst in der Worte todte Elemente 
Zei'spiittern muss, die Seele sich im Schalle 
VerkörpeiTi muss, der Seele zu erseheinen. (Schiller.) 

Doch Erfinder, täusche dich nicht, für dich nur 

Ist es gedacht, was zum Laute nicht ward, 

Für dich nur, wie tief auch, wie hell. 

Wie begeisternd du es dachtest. (Klopstock.) 
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Ausserdem können wir in denn Entwicklungsstadium des Organis- 
mus, wo er sich mit ethischen Fragen beschäftigt, gar keine einfachen 
Gefühle mehr beobachten; denn unser jedesmaliger Gefühlszustand ist 
die Resultante einer Unzahl von Vorstellungen, von denen uui- die eine 
oder andere mehr im Vordergi-unde des Bewusstseins stehen mag, ohne 
aber dass die übrigen ganz vei-sehwunden sind. Auf welche Weise eine 
einfache Empfindung grün, von bestimmter Intensität auf einen vor- 
stellungsleeren Normalorganismus einwirkt, und welcher Grad auf der 
Skala Lust — Unlust dieser Wirkung entsprechen würde, ist uns nicht 
möglich auszufinden. Von eindeutigen Begriffsbildungen ist also bei 
Gefühlebegriffen nur in mehr oder minder schwankenden Grenzen zu 
sprechen zulässig; und dass an mathematische Behandlung derselben 
noch weit weniger zu denken ist, geht zur Genüge aus diesen Betrach- 
tungen hervor. Verständigung überhaupt ist bei diesen Begiiffen nur 
annäherungsweise möglieh, insofern das Genjüth — das logisch ge- 
setzte Subjekt der Gefühle — wenigstens bei ähnlichen Organismen 
auch ähnlich auftreten muss. Daher das sprachliche Ringen nach dem 
vollständigen Ausdruck des Gemüthes ein ewiges Bemühen nach einem 
unerreichbaren idealen Ziele; daher die Leichtigkeit der gegenseitigen 
Verständigung bei geringem Aufwände von Begriffsbildera , sofern nur 
gleichgeartete Gemüther korrespondiren, und andererseits das vergeb- 
liche Bemühen trotz allem Aufwände von Sprachkünsten bei einem 
Hörenden ein beabsichtigtes Gefühl hevorzurnifen, wenn sein Gemüth 
(man kann auch ganz materialistisch sagen „seine organische Kon- 
stitution") demjenigen des Sprechenden zu unähnlich ist. Daher aber 
auch die Verachtung, mit welcher der blosse Gefühlsmensch auf alle 
logischen Beweise herabsieht, die eine Aendening seiner Gefühlswelt 
bezwecken oder ihren Werth seiner Meinung nach hemntei-setzen. Denn 
die unmittelbare Auffassung der Welt in der Empfindung ergreift den 
Menschen gewaltiger als jede mitgetheilte logische Verkettung von Be- 
griffen. In seinem sprachlosen Gemüthe behauptet der naive Mensch 
eine weit gewissere Wahrheit zu besitzen als in jeder logischen De- 
duktion; und er hat damit auch vollständig Recht, denn er hat darin 
ein unmittelbares Wissen. Nur geht ihm das Ui-theil ab, als welcher 
Bruchtheil dieses unmittelbare Wissen in dem grossen Weltganzen zu 
gelten hat. Dies letztere kann nur durch die logische Analyse ermittelt 
werden. Die Resultate dieser Analyse sind aber an und für sich leere 
Formeln; zu einem Werthe für die Welt, zu einem unmittelbaren Wissen 
können sie nur wieder erhoben werden, wenn das Gemüth sie in ihren 
Empfindungsinhalt umsetzt. 

Hierin liegt die Realität und Wahrheit der Begriffe ,, Absicht und 
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Zweck" gegenüber „Ursache und Wirkung" begvilndet. Weil das In- 
dividuum, die organische Einheit, eine emplindende Einheit ist 
lind nicht ein lediglich objektiv zu betrachtende Dureheinanderschwärmen 
empfindungsloser Figuren, deshalb muss es den objektiv betrachteten 
Konnex von Ursache und Wirkung auch empfinden können, grade 
so gut wie es das objektiv betrachtete Dasein seines Körpers empfindet. 
Diese innere Auffassung des Konnexes „Ursache und Wirkung" nennt es 
Absicht und Zweck ; denn alles, was nach jenem Konnexe geschieht, ist 
ihm nicht fremd, indifferent, sondern es ist mit dabei, Theil davon, 
und als solches hat die äussere Welt Werth oder Unwerth für seine 
Welt als Gefühl, Eine Kollision dieser Begriffe findet nie statt, weil 
es ein und dei-selbe logische Funktionalbegnff ist in seiner Anwendung 
auf die zwei heterogenen Weltmomente „Denken und Empfinden". 
Eine Kollision entsteht nur, wenn man dem Denken ein Sein der 
Welt gegenüberstellt. Denn das Sein der Welt besteht in Wahrheit 
aus Empfinden und Denken. Diesen Satz für die Sinneswelt nachzuweisen, 
ist die hier gestellte Aufgabe; ihn für die Gefühlswelt nachzuweisen 
wäre die entsprechende Aufgabe einer Philosophie der ethischen und 
ästhetischen Wissenschaften. 

Tafel III enthält die Kombinationen, welche aus I und II gemacht 
werden können. Daraus entstehen durch Kombination von I und II, A 
die Begriffe füi' äussere Dinge und Vorgänge der Naturwelt, durch 
Kombination von I und 11, B die Begriffe für Gebilde der Geisteswelt, 

Für die hier gestellte Aufgabe kommen also vorwiegend die Kom- 
binationen I und II. A in Betracht, Ob diesen nun ein objektives 
Dasein entspricht, oder ob sie nur als Begriff Realität haben, ist eine 
Frage, welche später als kosmologisches Problem zur Sprache kommen 
wird. Für die mathematische Behandlung ist diese Realität als Ding 
ganz gleichgültig. 
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A. KAPITEL V. 

DAS DENKGBSETZ. 



An verschiedenen Stellen wurde erwähnt, rtass die einfachen Em- 
pfindungen nicht chaotisch zusammengeworfen, sondern in dem Be- 
wussteein nach gewissen Regeln geordnet werden müssen, wenn daraus 
eine Gesammtvoi-stellung entstehen soll; denn dieselbe muss ja eine 
gewisse Form haben. Ebenso müssen im Begriff der Gesammtvorstelhmg 
die einfachen Empfiudiingsbegriffe nach gewissen Regeln geordnet sein, 
wenn ein Begriff von bestimmter Form, d. h. ein Gesaramtbegriff über- 
haupt aus dem Denkprozesse hervorgehen soll. In gleicher Weise 
müssen alle weiteren Tfombinationen des Denkens nach einem gewissen 
Gesetze gebildet sein; wenn nicht etwa die ei-wähnte hypothetische 
Welt absolut heterogener Dinge Gegenstand der Betrachtung sein soll; 
eine Hypothese, die, wie ausgeführt, nichts weiter ist, als eine Selbst- 
anklage wegen Missbrauch der Sprache ; denn Denken darf dergleichen 
nicht genannt werden. 

Es stellt sich nun die Frage: welches sind jene Regein, wer ist 
der Gesetzgeber, der sie aufstellt, woher stammen sie, wie erkennen 
wir sie; finden wir sie in unserem unmittelbaren Wissen, aus den Er- 
jahmngeni ähnlich wie objektive Dinge, oder als sogenanntes apriori- 
sches Wissen? 

In unserem unmittelbaren Wissen finden wir das Dasein von Em- 
pfindungen überhaupt, oder das Bewusstsein von Empfiindungen , das 
Innewerden von dem, was eine spezielle Empfindung ist, sobald wir sie 
haben, sobald sie uns von der Erfahrung geboten wird. Ausserdem 
haben wir noch das unmittelbare Wissen von dem Stattfinden des 
Denkens überhaupt. Von bestimmten Gesetzen des Denkens wissen 
wir aber Nichts. Bestimmte Gesetze des Denkens können wir a poste- 
rioii finden, wenn wir die Grammatik der thatsächlichen Sprachen 
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aiialysiren; und wir linden hei solcher Analyse, dass das Denken je 
nach der Sprachgattung verschiedene Arten der BegiiÖ'sverknüpfung 
gebraucht. Wenn wir nun aber in dieser Weise Denkgesetze aus der 
Erfahrung ableiten, so beweist das durchaus nicht, dass es nicht auch 
Denkgesetze gibt, die unabhängig von jeder spezifischen Erfahrang 
sind, die in jeder Erfahi-ung gefunden werden müssen; und die Nicht- 
existenz solcher Denkgesetze ist auch nicht dadurch bewiesen, dass wir 
dieselben in unserem unmittelbaren Wissen direkt nicht vorfinden, denn 
dies letztere ist kein logisches Wissen, obschon aus ihm ein logisches 
Wissen hervorgehen kann. 

Es kann ja sehr wohl eine Erkenntnis« lediglich aus der Erfahnmg 
gewonnen worden sein, Jahrtausende lang allen Bemühungen der Logiker 
sie als denknothwendig nachzuweisen widerstehen, und dennoch sich 
schliesslich als eine denknothwendige Wahrheit herausstellen, die durch 
keine Erfahrung jemals widerlegt werden kann. Man denke nur an 
die Quadratur des Zirkels. Erfahmngsmässig nimmt man an, dass sie 
nicht möglich ist; man verlacht jeden, der diesem Phantom heute noch 
nachjagt; aber der Beweis, dass sie logisch unmöglich, ist noch keinem 
Mathematiker gelungen. Der Empiriker hat nun ganz Recht, dies ein 
aus der Erfahrung gewonnenes Resultat zu nennen ; aber keinem 
Mathematiker fällt es ein , deshalb bestreiten zu wollen , dass die Un- 
möglichkeit der Kreisquadratur doch auf einem Denkgesetze beruhen 
müsse, oder was dasselbe ist: dass diese Unmöglichkeit einst arith- 
metisch bewiesen werden könne. Solche Behauptungen , welche weiter 
nichts sind, als auf unvollständiger Induktion benihende Analogie- 
schlüsse, sind ursprünghch nur von Philosophen aufgestellt worden. 
Krst unserer Zeit war es vorbehalten, dass Mathematiker, bezaubert 
von den geistvollen Ausführungen eines Locke und Hume, und durch- 
drungen von der Wahrheit, dass einem blossen Eriahningswissen nur 
relativer Werth beigelegt werden dürfe, die letzten Konsequenzen jener 
philosophischen Methode zogen und zu dem Schlüsse kamen, apriori- 
sche Kegeln gebe es überhaupt nicht, folglich sei auch der Satz 
2X2 = 4 ein Erfahrungssatz, der in einer anderen Welt ungültig 
sein könne. 

Wenn wir nun in unserem unmittelbaren Wissen keine Denkgesetze, 
keine wissenschaftliche Logik vorfinden, es aber doch Regeln geben 
muss, wenn das Chaos ausgeschlossen werden soll — und dass kein 
Chaos existirt, bezeugt die thatsäclilich stattfindende Erfahrungsmöglich- 
keit, die Existenz einer Welt — auf welche Weise können wir dann 
diese Regeln ennitteln? Off'enbar nur dadurch, dass wir versuchen, die 
Bedingungen zu finden, unter welchen das thatsächlich stattfindende 
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üenTicn und Empfinden Uberlmupt mÖgUeh sind; oder umgekehrt, 
dass wir die Bedingungen entwickeln, welche das Denken auflieben, 
dasselbe unmöglich machen. 

Diese Bedingung der Möglichkeit des Denkens kann nun in einem 
positiv oder negativ formulirten Satze ausgesprochen werden, welcher, 
wie sich zeigen wird, thatsächlieli nichts Anderes aussagt als unser 
Ausgangssatz, nämlich: dass Denken und Empfinden überhaupt statt- 
findet. Wenn wir eine bestimmte Empfindung roth haben, so können 
wir diese Empfindung nur bestimmt roth nennen, wenn wu sie von 
jeder anderen Empfindung zu unterscheiden, und im Wiedeiho!uns,R- 
falle als identisch mit dem Mher wahrgenommenen roth anzuerkennen 
vermögen. Ohne dieses Vermögen hat es gar keinen Sinn, von Em- 
pfindungen sprechen zu wollen, auch nicht einmal von Empfindung im 
Singular; denn wie vorher schon ausgeführt, erfordert das Denken odei 
Sprechen von Empfindui^ schon ein Verschiedenes. Wenn nun das 
Denken für diesen Empfindungsinhalt sein Zeichen setzt, dieser Einzei- 
empfindting einen Namen gibt, sie zum Begriffselement rotli stempelt 
so ist es selbstvei-ständlich , dass dieses Zeichen stets eindeutig ge- 
braucht werden muss, als Begriff stets identisch oder konstant ver- 
standen werden muss; sonst wäre eben der Empfindungsinhalt durch 
das Zeichen roth nicht benannt. Würde eine Welt 'hypostasirt, in 
welcher ein Inhalt sich selbst ungleich wäre (eine unsinnige Wort- 
zusammenstellung, die geschrieben werden kann und auch ausgesprochen 
worden ist, aber gedacht kann sie nicht werden), so könnte nie ein 
Gedanke zu Stande kommen. Roth ist Roth und von allem Anderen 
was Blau, nicht Roth ist verschieden. Schreibt man statt dessen Zeichen,' 
so ist E = It und nicht = B. An dem formalen Ausdnicke dieses 
Satzes kann man mäkeln, weil man schon ausser B und B noch einige 
andere Zeichen gehrauchen muss, um sprechen zu können, und deni- 
1 einwendet: aus der Identität E :^ B ergebe sich nicht der 
des nicht und die Berechtigung seiner Verbindung mit B. 
Dergleichen Mäkeleien darf man aber pädagogischen Uebungen über- 
lassen. ") Dieser Satz der Identität oder des Widei-spnichs ist das 
einzige und alleinige Gesetz im Reiche der Gedanken. Sobald nach- 
gewiesen wird, dass es bei einer Begiiffsbüdung nicht beobachtet worden 
ist, dass die Begriffselemente in einer höheren Kombination uiclit ein- 
deutig festgehalten worden sind, ist die betreffende Kombination als 
unzulässig , oder auch falsch von weiterer Verwendung durch das 
Denken auszuschliessen. 

Man hat dieses Gesetz eine unserem Denken gesetzte Sehranke 
genannt, und der ewig mystische Hang des Menschen hat geglaubt, 
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dieser Schranke ein höheres iinbesehriliiktes Denken entgegensetzen 
zu dürfen, einen Intellekt, welcher über die dem Menschen gesetzten 
Sehranken erhaben wäre. Aber 'dieser Intellekt ist dadurch als ein 
logisch falscher Begriff gekennzeichnet, welcher nicht eine höhere Stufe 
des Denkens, sondern nur die dem Menschen gelassene Möglichkeit 
anzeigt, das Denken 211 negiren oder zu miasbrauchen. 

Wenn wir nun Gesammtempfindungen haben (Wahrnehmung oder 
Voratellung im gebräuchlichsten Sinne), etwa die eines Geldstückes, — 
so kann dies nur dann eine bestimmte Gesammtempfindung sein, 
wenn ihre Einzelelemente gelb, hart, schwer, gleichfalls bestimmte 
Kinzelempfindungen , und diese Einzelempfindungen durch eine be- 
stimmte Verbindungsweise zu der Gesammtempfindung verschmolzen 
sind. Das Denken kann wiedemm dieser Gesammtempfindung einen 
Namen geben, den Gesammtbegriff Pfennig bilden, muss aber das 
Denkgesetz beobachten, dass in diesem Gesammtbegrifi:' die Einzel- 
begriffe eindeutig bleiben , und der Verbindungsmodus der Binzel- 
empflndungen gleichfalls im Gesammtbegriff ausgedrückt ist. Wird 
hiergegen gesündigt, so entstehen falsche Begriffe, welche ihres ver- 
führerischen Aussehens oder Klanges halber lange Zeit als Fortschritt 
in der Erkenntniss figuriren. Solche falsche Kombinationen sind: 
hölzernes Eisen, Subjekt — Objekt; Subjekt im Sinne eines isolirten 
selbständig existirenden Dinges, unendlich kleine Grösse, imaginäre 
Zahl etc. Dabei kommt es häufig vor, dass ein log^eher Begriff nur 
durch eine alogische Woilverbindung ausgedillekt wird, wie imaginäre 
Zahl. Bei den übrigen angeführten Beispielen ist aber der Begriff 
selbst falsch, wenn er auch, wie bei unendlich kleine Grösse 
lediglich als Rechenmarke behandelt werden kann, die man schliesslieli 
durch geeignete Operationen wieder in veniünftiges Geld umzuwechseln 
versteht. Das Denken bezeichnet also jene Voi-stellung durch: Funktion 
von (gelb, hart, schwer , , . .) und gibt ihm den Namen Pfennig. In 
diesem Gesammtbegriff (Pfennig) ^=^ if (g, h, s, ) ist alles gegen- 
seitig bestimmt. Irgend eine Aenderung der g, h, s . . . . oder der 
Verbindungsart y würde eine Aendemng des Gesammtbegriffes erfordern. 
Die Einzelheiten sind, wie wir sagen, in dem Gesammtkomplexe durch 
einander bedingt; ein jedes Einzelmerkmal ist innerhalb der Kom- 
bination der &rund, dass das andere Merkmal so sein muss, wie es 
eben ist, damit der Gesammtbegriff dem Gesetz der Identität, d. h. der 
eindeutigen Bezeiehnungsweise, genüge. Hiermit ist die einfachste Art 
der sogenannten kausalen Verknüpfung dai^estellt, welche sich aus- 
weist als ein und dasselbe mit der Bedingung des Denkens überhaupt, 
wie sie im Satze der Identität ausgesprochen ist. Bestimmtheit, 
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Eindeutigkeit, und Bedingtheit des Einen durt-li dat, Andere im Vielen, 
ist ein und dei-selbe Begriff, oder wie man auch sagen kann, sind ver- 
schiedene Begriffe, die sich aber gegenseitig ins Dasein fordeni. Sei 
A ^^^ (p (a, &, c, d) und B = f (a, h, c), so ist der ünterseliied von 
A und B bestimmt durch das fehlende Glied d in der Funktion. A wäi-e 
dasselbe wie B, wenn bei dem letzteren auch d wäre; der Unterschied 
von A und B ist also bedingt durch d, ist eine gewisse Funktion von d. 
Wie man sieht, ^t der Begriff einer Verbindung überhaupt von 
vielen Einzelnen zu einem Ganzen ganz dasselbe wie der matliematjsclie 
Funktionenbegiiff; der Kausalitätsbegriff in seiner allgemeinsten Gestalt 
sagt weiter nichts als: Verbindung überhaupt.'^ 

Der Funktional- (oder allgemeinster Kausal-)begrift' zeigt sich dem- 
nach als ein denknothwendiger. Auch von denjenigen , welche die 
geometrischen BegriiVe als empirische bezeichnen, ist dies nie bestritten 
worden: die Diskussion hätte sonst im Anfange schon aufhören müssen. 
In der Philosophie scheint man an die enge Verbindung des Funktional 
mit dem Kausalbegriife noch wenig gedacht zu haben, ^ ') hauptsächlich 
wohl, weil man sich nur mit den empirischen Anwendungen dieses Be- 
griffes beschäftigte ; und hierbei war es nicht schwierig nachzuweisen, 
dass diese Anwendung als Ursache und Wirkung, oder gar als Motiv 
und Zweck erst a posteriori erfolgte, woraus der in-ige Scbluss gezogen 
wurde: der Kausalbegi'iff selbst sei ein empirischer. Ebenso irrig ist 
aber auch der Schluss, dass der Satz des zureichenden Grundes (in 
rein logischem Sinne genommen) zu dem Identitätsatze als etwas Neues 
hinzutrete, um formale Logik möglich zu machen. 

Wie ausgeiuhrt, es gibt keine Denkgesetze, sondern nui' e i n D e n k - 
gesetz; und dieser einheitliche Ausgangspunkt allen Denkens ei-mög- 
lieht es, dass Logik als exakte Wissenschaft -/.ixc' s^o%r,v überhaupt 
besteht. Wären da^u zwei von einander unabhängige Sätze nothwendig, 
so wäre die Behauptung einer exakten Wissenschaft, ja eigentlich die 
Möglichkeit einer Wissenschaft überhaupt, ein Widei'sinn. 

Die nächste Aufgabe wird sein, zu untersuchen, oh diese Verbindung 
vieler Einheiten zu einem Ganzen durch das Denken oder Empfinden 
gewisse Hauptformen bildet, welche sich charakteristisch voneinander 
untei"scheiden. Es soll also die Natur obiger Funktion qn näher be- 
stimmt werden. 

Bevor zu dieser Uutersuchung übergegangen wird, seien die bisher 
gewonnenen Definitionen übersichtlich zusaramengestelit. 
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DEFINITIONEN. 



Die Empfindung 

ist ein Zustand des Bewusstseins , oder bewusster Zustand, welcher 
grammatisch dem Subjekt Seele zugeschrieben wird. Was^*) dieser 
Zustand ist, wissen \vir unmittelbar, da dieser Zustand ein und dasselbe 
ist mit dem Wissen von unserem Dasein. Dieser Zustand erfordert 
demnach keine weitere Erklärung in Worten oder Begriffen, so lange 
wir nur uns selbst von diesem Zustande Keehensehaft geben wollen. 
Er fordert Einkleidung in Begriffe, sobald wir einer anderen Seele 
Mittheilung davon machen wollen. Diese Mittheilung ist nur möglich 
an eine gleichartige Seele, weil nur eine solche die Möglichkeit hat 
tlenselben Zustand in sich hervorzurufen, gemäss der begrifflichen 
Vorschrift. 

Dieser Bewusstseinszustand Empfindung findet thatsächlich in 
unserer Welt in sehr vei-schiedenen Arten statt; oder, sehr viele Em- 
pfindungen können erlebt und unterschieden werden. 

Durch und wegen dieser Unterseheidungsmöglichkeit können wir 
die einheitliche Empfindung logisch zerlegen in: 

1) ein Sinneszeichen als Unterscheidungsmerkmal der verschie- 
denen Empfindungen, wenn wir dieselben objektiv betrachten, 
indifferent gegen uns selbst, lediglich unsere Unteracheidungs- 
ißlhigkeit interessirend. Die Sinneszeichen der Empfindungen 
sind das Material des rein kombinirenden Verstandes (Denk- 
thätigkeit) ; demgemäss der Wissenschaften der äusseren Natur. 
2} ein Geftlhlszeichea, gemeiniglich gedeutet als Lust oder 
Unlust; weil eben die Empfindung nur künstlich (logisch ab- 
straliirend) /u einem uns interesselosen Sinneszeichen gemacht 
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wird; die Empfindung ist aber in Wahrheit unsere Empfindung, 
und dieser subjektive AVerth wird abgeschätzt nacli Lust und 
Unlust, 

Wenn das grammatische Subjekt des Gefühls als eine 
wirkende Ursache einer Ausseuwelt gedacht wird, so gibt man 
ihm den Namen Wille; wodurch diese Auffassungsweise hervor- 
geiufen wird, darüber s. Kap. X. Der Seele werden deshalb 
gewöhnlich vei-sehiedene Vermögen zugeschrieben; den Sinnes- 
zeichen als gi-ammatisches Subjekt das Voretellungsvermögen, 
den Gefühlszeiehen das Willensvermögen. Weil aber diese 
Unterecheidung eine lediglich logische Abstraktion ist, die Em- 
pfindung in Wahrheit — wie uns unmittelbar bewusst — eio 
einheitlicher Zustand, weil ein Sinneszeiehen ohne Gefühl that- 
sächlich nie vorkommt, deshalb muss auch der empfindenden 
Seele Einheit (wenigstens als gi-animatisches Subjekt) zugeschrieben 
werden. 

Das Bewusstseln 

ist ein anderer Ausdruck für die Thatsache, dass Empfindung über- 
haupt da ist. Es ist keine von Gefühl oder Empfindung isoliii mög- 
liche apnorisehe Kraft, sondern sobald Gefühlszeiehen oder Sinnes- 
zeichen sich bemerklich machen , ist Bewusstsein da ; ohne das 
aber nicht. 

IJnbewusster Wille ist deshalb eine ebensolche eontradictio In ad- 
jeeto, wie unbewusste Empfindung und Voi-stellung. Man hat zwar 
häufig gesagt: „Wir hahen Gefühle ohne uns ihrer tiewusst zu sein", 
aber in dieser Behauptung findet eine Verwechselung des empfundenen 
Zweckes mit dem foiinalen Wissen von diesem Zwecke statt, von Be- 
wusstsein mit Aufmerksamkeit (Richtung des Denkens auf bestimmte 
Ziele) und Denken des Bewusstseins, Denken der Empfindung. ") 

Die Wissenschaft, welche diese Gefühlszeichen und ihre Kom- 
binationen erforscht, ist die Psychologie. Sie betrachtet also diese Ge- 
fühlszeichen selbst als Material. 

Die Wissenschaften, welche jedoch den subjektiven Werth der 
Gefühle für die empfindenden Individuen betrachten, sind die ethischen 
und ästhetischen. 

Die (sinnliche) Vorstellung' 

ist eine Reproduktion der Empfindung in einem gewöhnlich schwächeren 
Grade. Die Vorstellung' enthält demnach ebensowohl Sinneszeichen als 
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Gefühl. Die Unteisucliung der ürsacheu, welche es bewirken, dass 
eine Empfindung in unserem Organismus scheinbar vei-schwinden und 
dann wieder auftauchen kann, fällt der Physiologie und in beschränk- 
terem Maassstabe auch der Psychologie zu. Logisch gewiss ist, dass 
nie eine Empfindung vorgestellt werden kann, die man nie gehabt hat; 
logisch möglieh ist es, dass der Organismus so konstruirt ist, dass die 
Bewegung, welche iu ihm durch die üebermittelung der Empfindung 
hervorgerufen wurde, nie mehr vai'sehwindet. Aus erfahi-enen Elementar- 
empfindungen können sich im Organismus allerdings Kombinationen 
bilden, als Voi'stellungen auftauchen, die als solche in der Erfahrungs- 
welt nicht vorkommen, oder sogar unmöglich sind. 

Bas Denken 

ist synthetische Thätigkeit, lediglich als Akt betrachtet, dem Inhalte 
dieses Aktes, den Empfindungen, gegenüber. Dass es da ist, wissen 
wir ebenso unmittelbar, wie dass Empfindungen da sind; und was das 
Denken ist, wissen wir gleichfalls unmittelbar, wenn wir zwei Empfin- 
dungen unterscheiden, ohne dass es zu diesem Wissen nöthig wäre, diesen 
Denkakt in Worten ausdrücken zu können; ebenso wie bei den Em- 
pfindungen. Denken als Thätigkeit, die sich in ihrer Synthesis stets 
gleich bleibt, kann demnach auch fortschreitende Thätigkeit oder Denk- 
bewegung genannt werden. Von der Denkbewegung zur zeitlichen 
und räumlichen Bewegung ist's ein gi-osser Sprung, und wir müssen 
nicht zu viel an dem gemeinsamen Worte Bewegung deuteln wollen. 
Die Sprache wurde vorerst zu praktischen Bedüi-fnissen erfunden und 
bildete das Wort Bew^ung ohne logische Ski-upel. 

Dass wir nun in den Individuen Empfindungen und auch Denken, 
das unmittelbare Auffassen eines Inhaltes, und das Kombiniren vieler 
Inhalte, Reflektiren über dieselben, vorfinden, ist eben eine Thatsache; 
die Gewisseste oder absolut Gewisse, die sich im Anfange nachweisen 
liess. Wir. vermögen durch das Denken eben die Thätigkeit von dem 
zu behandelnden Materiale logisch zu trennen. Dass deshalb aber ein 
isolirtes Dasein von reinem Denken oder reinem Empfinden möglieh 
sein könne, ist hieraus keineswe^ zu folgeni. Dass ein solches isolirtes 
Dasein nicht denkmöglich ist, dass das Hinschreiben eines solchen 
Satzes ein Missbrauch der Sprache ist, wird sieh noch an vielen 
Stellen zeigen. Dem Denken wird als grammatisches Subjekt gewöhn- 
lieh der Geist oder der Verstand zugesehrieben, weil man schon sehr 
früh wahrnahm, ds&s es etwas der sinnlichen Empfindung Heterogenes 
sei; wenigstens, dass man etwas Hetei-ogenes mit diesem Worte be- 
zeichnen wollte. Da nun die Seele schliesslich doch etwas Einfaches 
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sein sollte ; so wurde auch das Denken ihr zugeschrieljen , und so 
entstand die Trinität von Erkennungs-, Empfindungs- und Willens- 
vermögen als Grundvermögen der menschlichen Seele; ein Zeii'hen einer 
historischen Entwickelung^tufe der Philosophie. 

Die Veränderung' und das Sein, 

alles Existirende überhaupt, kann nur als Veränderung einer Vielheit, 
ein Geschehen, aufgefasst werden. Die Definitionen von Empfindung 
und Denken als Thätigkeiten besagen ganz dasselbe; ein ruhendes Sein 
wäre identisch mit dem Nichtsein. Dieses Sein als Ding und seine 
Attribute dürfen an diesem Punkte der Untcrsneliang 
nur als die grammatischen Ruhe- oder Grenzpunkte aufgefasst werden, 
zwischen denen das Geschehen als thatsächliche Existenz begi'iiflich 
ausgespi-oehen werden kann. Ob dem Sein ausser seiner Verwendung 
als grammatischer Hüfsbegriff noch ein realer Werth zugestanden werden 
kann, muss sich aus dem ScHussresultate dieser Untei-snchuneen er- 
geben. Deshalb wird in der ganzen Entwickelung von dem Substanz- 
begriffe keine Rede sein, 

J)er Begriff 

ist das Zeichen, welches die Denkthäitigkeit an Stelle einer Empfindung 
oder zur Bezeichnung des üenkaktes seihst oder Kombinationen beider 
setzt, um weitere Kombinationen der synthetischen Thätlgkeit möglich 
zu machen. Der Begi'ifi' ist deshalb nielit etwas Gegebenes, als was 
die formale Logik ihn betrachtet, sondern etwas Gemachtes, und es 
muss eben von der Logik bei jedem einzelnen Begriffe untersucht 
werden, ob dieses Produkt nicht einen inneren Fehler enthält; ob die 
Foimel eine Deutung zulässt, ehe ein solcher Begriff dem Gebrauch in 
der wissenschaftlichen Analyse oder Synthese zugewiesen werden kann. 
Kein Begriff wird daher in den mathematischen Wissenschaften ein- 
gefühi-t werden dürfen, ehe er diese logische Zulässigkeit aufgewiesen 
hat; und damit werden alle unbewiesenen Axiome aus der Methode 
verschwinden. 

Das Wort 

ist die Abhi-eviatur für die Begriftsformel ; etymologisch schlecht oder 
falsch konstruirten Wörtera können richtige Begi-iffe zu Grunde liegen. 

Die Walii-nehmung 

im weiteren Sinne, d, h. nach gewöhnlichem Sprachgebrauch, ist ein 
sehr komplizirter Akt. Wir glauben im vorgerückten Alter z. E-, dte 
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Wahrnehmung eines Plerdes sei ein einlieiüicher momentaner Akt der 
Seele. Aber in dem Alter, wo wir dergleichen Beobachtungen zu 
machen pflegen, können wir uns gar nicht mehr der langen Prozesse 
erinnern, welche uns vielleicht aus tavisenderlei Vorstellungskombinationen 
mit mannichfaehen Urtheilen und Denkprozessen verknüpt, allmählich 
die Möglichkeit boten , in einer kuraen Zeit jene "Wahniehmung Pferd 
im Bewusstsein festzustellen. Ebenso möchte der Klaviervirtuose den 
Anschlag eines zehnfingerigen Akkordes gleichzeitig mit dem Erblicken 
der betreffenden Noten für eine einfache Seelenreaktion halten, weiche 
eine nicht weiter analjsirbare Grundeigenschaft seiner Seele bilde, etwa 
eine intuitive Thätigkeitsfonn seiner Sinnlichkeit; diese klaviatunnässige 
Ausbreitung seiner Gefühle sei ebenso gegeben wie die dreidimensionale 
Anschauungsform des Pferdes. Aus solchen Wahniehmungen ziehen 
wir allerdings das Material zu unseren Urtheilen ; Einzelwahrnelimungen 
sind fast unmöglich. Dies darf aber nicht verleiten , das unseren je- 
weiligen Mitteln nicht weiter Analysirbare auch schlechtweg für ein 
Gegebenes, Einfaches zu halten; ebensowenig in der logischen Analyse 
wie in der Chemie. 

Ei-kcniien 

heisst gewöhnlich eiu Seiendes erkennen: denn mit diesem Begriffe, sei 
er klar oder nicht, gebe es Seiendes oder nicht, wird von dem Denken 
stets ein Subjekt und ein Objekt gesetzt. Es setzt ja das Denken als 
reflektjrende Thätigkeit stets diese beiden Theile, und damit selbst- 
verständlich auch die Forderung, dieselben zu verbinden; im Einzel- 
begriffe sowohl als im Urtheil stecken diese beiden Theile. Ob diesen 
beiden logischen Theilen des IJrtheils nun Dinge entsprechen, bleibt 
dahingestellt; jedenfalls ist durch Setzung von Subjekt und Objekt, und 
durch die Unmöglichkeit, einen dieser Begriffe für sich allein zu denken, 
die Natur des Denkens ausgedinlckt ; möglich, dass die grammatischen 
Subjekte und Objekte sich dadurch charakterisiren als von relativer 
Kealität, oder gar als Scheinwesen. 

Das Seiende im Gegensatae zu dem „Denken des Seienden" ist also 
vorläufig nur eine grammatische Forderung, die allerdings grammatisch 
berechtigt ist, deshalb aber noch keinen realen Werth beanspruchen 
darf, um als Erkenntnisspiinzip an die Spitze eines philosophischen 
Systems gesetzt werden zu können. Sodann hegt es im gewöhnlichen 
Sprachgebrauche des Wertes „Erkennen", dass das Sein in das Denken 
des erkennenden Subjektfes gewissei-maassen aufgenommen werde; sowie 
ja auch Wahrheit definirt wird als Uebereinstimmung des Denkens von 
der Sache mit der Sache selbst. Nun kann aber von Uebereinstimmung 



y Google 



gO A. Kap. VI. Definitionen. 

oder Aufnahme des Seins in das Denken schon nicht die Rede sein 
■wegen der Heterogenität von Denken und Sein; höchstens könnte man 
fordeiTi, das Sein soll foimähnlich im Denken ausgedrückt werden. Man 
setzt deshalb eine stille Harmonie von Sein und Denken voraus ; unter- 
scheidet formale und materiale Wahrheit, und beansprucht wenigstens 
im Denken dieselbe fonnale Wahrheit erringen zu können wie im Sein, 
Man überlässt einer künftigen Metaphysik den weiteren Zusammenhang 
aufzufinden; für jetj;t glaubt man schon sehr weit gekommen zu sein 
mit Aufstellung des Prinzips der Erkenntniss. Aber welche i 
sind dabei zu beobachten? Niemand hat bis jetzt dergleichen ( 
aufgestellt und als der Natur der Sache angemessen begründet. Die 
Schwierigkeit ist gegeben mit der prinzipiellen nicht hinreichend moti- 
virten Aufstellung des Gegensatzes „Denken und Sein", wozu die gram- 
matische Methode den Anlass gab. Nun vermögen wir aber gar nicht 
anzugeben, was dieses Sein ist, welches wir erkennen wollen. Dieses 
Sein ist einstweilen eine reine Hypothese, die nicht einmal klar aus- 
gedrückt werden kann; sie ist ähnlich und veranlasst dureh die Hypo- 
these von der Existenz äusserer Objekte im Gegensatz zu uns selbst 
als Subjekt; aber jene Hypothese hat nicht einmal die sinnliche Klar- 
heit ivie das naive Bewusstsein von äusseren Dingen. Vei-mögen wir 
nun so wenig Bestimmtes von dem Sein auszusagen, so ist klar, dass 
eine Definition des Erkennens vorab nicht gegeben werden kann. 
Sollte sich aber schliesslich herausstellen, dass dieses Sein ein logisch 
unzulässiger Begrift' ist, so würde auch alle Definition des Erkennens 
sich als verlorene Mühe herausstellen.^*) 

Es empfiehlt sieh demnach von dem Begriffe des Erkenneos in dem 
sehwankenden unbestimmten Sinne des Sprachgebrauches vorläufig ganz 
abzusehen; dagegen aber die Eegiiffe wissen, begreifen, erklären 
genau zu definiren. 

Wissen 

ist Etwas im Bewusstsein haben. Wir wissen von einer Empfindung 
roth was sie ist, sobald wir die betreffende Empfindung haben, und 
sobald wir vereehiedene Empfindungen gehabt haben und uns deren 
erinnem, wissen wir, dass sie und was sie sind. Ebenso wissen wir 
von unserem Denken, wenn wir gedaeht hahen und reflektiv dieses 
gedacht haben wieder zum Gegenstande unseres Denkens machen. 
Wir haben demnach ein unmittelbares Wissen von Empfindungen und 
dem denkthätigen Verbinden dieser Empfindungen. Alles weitere Wissen 
ist Kombination aus diesem Elementai-wissen. Sprechen wir nun von 
Dingen, sagen „wir wissen von dem Gegenstande, wie oder was er ist", 
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SO heisst das: wir wissen alle die Begriffskomplexe zu bilden, welche 
vei-mittelst Voistellungen in ins die Empfindungen hervorrufen, welche 
gleicherweise die Wahniehmung des Gegenstandes in uns hervon'ufen 
würde oder könnte. Die Kenntniss oder das Wissen von dem Gegen- 
stande wird also immer insofern mangelhaft sein, als wir nie wissen 
können, ob unter Umständen — etwa anderen Sinnen gegenüber ■— 
jener Gegenstand nicht noch neue Empfindungen hervorrufen könnte, 
die wir bis dahin noch nicht wahrgenommen, also auch noch keine 
Veranlassung hatten begrifflich zu bezeichnen. Bezieht sich jedoch 
dieses Wissen nicht auf das Dasein möglicher Empfindungen, sondern 
auf die Form ihrer Verbindung durch das Denken , auf die Art ihrer 
Ordnung im Denken — und wir werden sehen, dass alles, was sich 
auf Gestalt der Körper bezieht, hierhin gehört — oder bezieht sich 
dieses Wissen auf reine Denkgebilde, welche als solche in letzte Denk- 
akte auflösbar sind, so kann das Wissen ein absolutes sein. Zu diesen 
letztgenannten Denkgebilden gehören alle Anschauungsbegriffe. Hierau? 
bestimmt sich dann 

Erklären. 

Das Zui-uckführen von Unbekanntem auf unmittelbar Bekanntes. 
Als dies unmittelbar Bekannte gilt nur: die Empfindungen in ihrer 
einfachsten Gestalt und der Akt der Denkthätigkeit selbst. Ein Jeder 
Vorgang, der in diese letzten Elemente aufgelöst worden, ist erklärt. 
Alle Gültigkeit des Erklärens durch Begi-iffe etc. beraht darauf, dass 
jene Begriffe selbst wieder auf die unmittelbar gewussten Kiemente 
zurückgeführt werden können. 

Begreifen 

ist subjektives Erklären; Erklären an sich selbst im Gegensatz zum 
Erklären einem Anderen. Begriffen ist ein Vorgang, wenn wir ihn als 
eine Korabination von Elementarbegriffen darzustellen , vermögen. Das 
Suchen nach Naturgesetzen ist identisch mit dem Versuche die Natur- 
vorgänge durch Begriffe aufzufassen, in Elementarbegriffe aufzulösen. 
Biese letzteren sind unmittelbar verständlich ; für einfache Empfindungs- 
begriffe versteht sich das von selbst, für Denkhegriffe wird dies im 
Folgenden nachzuweisen sein; ebenso für die möglichen Kombinationen, 
Deshalb widerspricht die Hypothese von einer Vielheit höchster Er- 
kenntnissprinzipien dem Begrift' des Begi-eifens; deshalb das Bestreben 
einen jeden Dualismus durch ein monistisches System zu ersetzen. 

Wenn nun eine Wissenschaft existirt, in welcher ein jeder Vorgang 
oder Gegenstand auf ein absolut Einfaches zui'ückgeführt werden kann, 
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SO ist ein absolutes Begreifen dei Gegenstände dieser Wissenschaft 
möglich. Dann muss es aher ebenso gut möglich sein, ein jedes Objekt 
dieser Wissenschaft aus jenem Einfachsten synthetisch aufzubauen. In 
den mathematischen Wissenschaften ist dieses Einfache das formale 
Setzen der Denkthätigkeit, der Akt selbst des Denkens. 

Definition 

ist Erklären durch reine Begriffe, Aitfiösen eines Begriffes in einfachere 
oder bekanntere. Die Definition ist vollständig, wenn ihre Hülfsbegrifie 
als logische oder unmittelbar bebannte Empfindungsbegriffe nachgewiesen 
worden sind. Wir vermögen dann nach Anleitung der Definition aus 
jenen einfachsten Elementen die Kombination herzustellen, welche uns 
eine Vorstellung von dem definirten Gegenstände ermöglicht; oder falls 
die Definition sich auf einen Denkbegrift' bezieht, diesen synthetisch 
durch unsere Denkthätigkeit zu konstruiren. 
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A. KAPITEL VII. 

DIE DENKFOKMEN. 



In Kapitel Y wuide der Gesanimt- und Allgemein-Begriff als die 
funktionale Verbindung vieler Elementarbegriffe erläutert, wobei jedoch 
die Verbindungsweise, das Wesen der Funktion, dahin gestellt blieb. 
Diese muss jeizt untersucht werden, und die Frage stellt sich als 
folgende: Können aus der Thatsache des Denkens, und dem Satz der 
Identität als Bedingung eines Denkens überhaupt. Formen abgeleitet 
werden, nach welchen die Begi'iffe verbunden werden müssen; kann 
die Funktion (p so bestimmt werden, dass sie denknothwendig in ge- 
wisse Unterarten von Funktionen zerfällt? 

Wenn dies möglich ist, so versteht es sich von selbst, dass eben- 
dieselben Formen, welche den Begriffsverbindungen eigen sind, auch 
den entsprechenden Gesammtvorstellungen als Form der kombinirten 
Sinneszeichen zugeschrieben werden können; denn der Gesammthegiiff 
soll ja das von dem Denken an Stelle der Gesammtvorstellung gesetzte 
Symbol sein. 

Diese Denkformen sollen vorab in die zwei Abtheilungen „ äussere 
und innere Foi-m" geschieden werden, insofern die Denkgebilde 
(jp (a,i,c... .) das einemal als Ganzes betrachtet werden können , das 
anderemal je nach den Beziehungen, welche zwischen den einzelnen 
Theilen innerhalb des Ganzen stattfinden können; denn die einzelnen 
Elemente a, h, c . . . können ja ebensowohl indifferent gegeneinander 
als auch unter sich wiederum funktional verbunden sein. Im All- 
gemeinen wird jedem Begriff eine solche innere und äussere Form 
zukommen; nur in Spezialfällen kann die eine aus der Betrachtung 
verschwinden, und dadurch ein höherer (unbestimmterer) ÄUgemein- 
begrifJ' erzeugt werden, wie sich jetzt zeigen wird. Es gliedert sich 
dadurch folgendes Schema der Denkformeu; der Funktion f. 
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I. Die äusseren Denkformen. 

a. Das Nacheinander; Einzeln, llellie. 

b. Das Nebeneinander; Zusammen, Zahl. 

II. Die inneren Denkformen; (Beziehungen). 

a. Beziehungen im Nacheinander. 

a. Eichtung. 
ß, Entfernung, 

b, Beziehungen im Nebeneinander. 

«. Richtung. 
ß. Entfernung. 

y. Kombinationen aus « und ß. Konnexe der Algebra und 
Gestalten der Geometrie. 



I. Die äusseren Denkformen. 

a. Das Nacheinander; Einzeln, Keihe. 

Wir haben bis jetzt stets gedacht und gesprochen von dem Einen, 
dann von dem Anderen, sodann beides verbunden. Alles Denken und 
Urtheilen war nur möglich durch die Trennung des Einzelnen (in Ge- 
danken) und sodann Verbinden desselben. Es wird an dieser Noth- 
wendigkeit des Trennens und Verbindens als Kardinalfunktionen oder 
nothwendige Bestimmungen des Denkens durchaus nichts dadurch ge- 
ändert, dass die Empfindungen der Seele es waren, welche diese Denk- 
thätigkeit hervorriefen; die Möglichkeit, zwei Empfindungen zu unter- 
scheiden, ist identisch mit der Möglichkeit, dieselben (denkend) zu setzen, 
identisch mit der Möglichkeit des Denkens überhaupt. Dieses Resultat 
kann nun ausgedrückt werden als: 

Denken kann nicht anders stattfinden als nacheinander, in 
Reihenform. 

Die einzige Alternative wäre ein Denkakt, welcher zugleich zwei 
Denkakte als einen setzt, und deshalb weder zu trennen noch zu ver- 
binden braucht; also ein einheitlicher Denkakt, der doch ein vielheit- 
licher wäre — was nichts anderes heisst, als einen vollkommenen 
Widei'spruch zum Abzeichen eines höheren Denkens stempeln. Der- 
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gleichen höhei'6 Denkarten muss man aber mystisclien Verirmngen über- 
lassen; für die Wissenschaft gilt nur das Denken nach dem Satz des 
Widei-spruchs , und in Folge dessen — successiv. Von einer Be- 
stimmung der Reihenform als Zeit ist hier nicht die Rede; im 
Gegentheil, es wird sich zeigen, dass zur Umwandlung einer Reihe als 
arithmetische Foi-m in das, was wir empirisch wahrgenommene Zeit 
nennen, noch ein anderes Element hinzutritt. Deshalb ist jedoch die 
Reihenfonn nicht minder die noth wendige (apriorische) Form des 
Denkens, und zugleich die Foi-m der empirisch wahrgenommenen Ver- 
änderungen. 

Diese Ecihenform bezeichnen wir auch mit dem Begrifi'e Nach- 
einander, und hat dieser Begriff als Denkbegriff gar keinen ma- 
terialen (Eraptindungs-)Inhalt. Das Denken ist unbeschränkt in dem 
foi-tlaufenden Setzen dieser Reihe; der BeprifC Nacheinander ist 
demnach als Reihe unbeschränkt. Reflektirt das Denken über seine 
eigenen Formakte, seine Reihensetzung, so kann es diese Reflexion 
auf einen bestimmten Theil seiner Akte ebenso wie auf seine ganze 
Thätigkeit wenden; es kann also einen bestimmten Setzungsakt im 
Nacheinander als Ausgangspunkt seiner Reflexion festsetzen. Dadurch 
wird aber die Reihe nicht irgendwie begrenzt, weil jener Ausgangspunkt 
durchaus gleichartig allen anderen Stellen der Reihe ist, eine Stelle 
von den unbeschränkt vielen; wäre eine Stelle Grenzstelle, so 
wäre sie ja etwas Anderes als alle anderen Setzungen oder Stellen (oder 
Denkakte). Diese Unterscheidung ist aber ausgeschlossen durch die 
unbeschränkte Setzung einheitlicher Denkakte. Well dieser Begriif des 
Nacheinander nun weiter gar nichts bedeuten soll, als das Stattfinden 
der Denkthätigkeit , so kann von ihm auch Weiteres nicht ausgesagt 
werden; er verträgt keine weiteren Bestimmungen. 

b. J)as Nebeneinander. 

Ist nun die erstere Kardinalfunktion des Denkens, das Trennen 
oder Unterecheiden, als wiederholtes Setzen (Ausüben des Denkaktes) 
bestimmt worden, und die Denkthätigkeit demnach als successiv statt- 
findend (als Nacheinander, allgemeinste Reihenform) — so sehen wir 
in der zweiten Kardinalfunktion , dem Verbinden des Einzelnen, die 
Nothwendigkeit, das Einzelne zugleich, nebeneinander zu setzen; 
oder vielmehr viele Einzelne als eine Gesammtheit bildend , anderen 
Einzelnen gegenüber, welche wiederum eine andere Gesammtheit aus- 
machen. 

Dieses Verbinden einer Mehrheit zu einem Ganzen, in demselben 
Denkakte, bezeichnen wir mit dem Begriff Nebeneinander in jener 
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Mehrheit. Hier ist nicht vom räumlichen Nebeneinander die Rede, 
sondern vom Nebeneinander überhaupt, und dies erweist sich im obigen 
Falle , wo die Vielen nichts Anderes bedeuten als nnterschiedlose 
Setzungen der Denkthätigkeit , als ein Zusammen ohne weitere 
Bestimmungen, wie es sich zunächst in der Zahl darstellt. 

Eine jede Setzung des Denkens als unbestimmter Denkakt über- 
haupt, ist abstrakte Einheit; eine Vielheit solcher Einheiten als Ge- 

sammtheit ist Zahl. In der Zahl als Begriff tp (a, h, c ) sind 

die Einzelbegriife alle ein und dasselbe; für den ganzen Komplex ist 
nur die Anzahl der Einheiten von Bedeutung. Die Einzeltheile sind 
alle gleichberechtigt, die Verbindung derselben ist nur eiue Funktion 
der Anzahl; und weil die Anzahl das einzige Bestimmende in diesem 
Komplex ist, deshalb ist die Funktion (p selbst lediglich als Anzahl 
bestimmt. Der einfachste Verhindungsmodus eines Gesammtbegriffes 
erweist sieh demnach als 

'/'zusammen (a, b, c ) = •pi'^, 1, 1, ) = Zusammen, Summe, Zahl: 

oder etwa, ^ (1, 1, 1,) =: 3 = Dreiheit als Denkbegriff, 
Produkt des Denkens, eine Gesammtheit, welche durch das denkende 
Verbinden von drei Einheiten gebildet worden ist. 

Wollen wir dem gegenüber den Begriff des synthetischen Setzens 
selbst ausdrüclsen, so müssen wir obige Funktion interpretiren als: 
treibe («, a, «) = a + a -j- « ^ dreimaliges Setzen im Nacheinander. 
Zahl heisst also ein Denkgebilde, Komplex von gedachten Theilen, 
das dadurch entsteht, dass viele Theile nacheinander gesetj;t werden, 
und deren Vielheit sodann als einheitlicher Komplex, als ein Neben- 
einander, ein Zusammensein von Vielen gedacht wird ; dessen Bedeutung 
durch' nichts anderes als das mehr oder weniger häufige Setzen eines 
Theils bestimmt ist: Diese Leistung des Denkens wird als Zahl be- 
zeichnet, weil seine Leistung nur nach einem mehr oder weniger sich 
unterscheidet — als Quantum. 

Bei dem Gefühl ist eine solche Zahlbildung oder Zahlempfindung 
nicht möglich, weil Gefühl ein Einheitszustand ohne trennbare Theile 
ist ; seine Vei-schiedenheiten werden demgemäss als Qualitäten be- 
zeichnet, und wenn diese Qualitäten von der Reflexion in Reihenfolge 
geordnet werden können, als Intensität einer bestimmten (Jwalität. 

Bei dem Denken jedoch kann von Qualitäten keine Re(!e sein, 
weil es nur die untei-schiedlose, stets gleiche Setzung eines Denkaktes ist ; 
die Zahl ist insofern qualitätslos. In anderer Hinsicht kann man aber 
auch bei Zahlen von Qualitäten sprechen, wie sich bei der Arithmetik 
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zeigen wird. Es wird sich damit Zahl als in einer gewissen Hinsicht 
mehrdeutiger Begriff herausstellen. 

Der hier gewonnene Zahlbegriif wird als materiaier Inhalt in der 
Arithmetik verwendet; alle möglichen Bildungen innerhalb dieser Denk- 
form werden dort konstruirt und untei^ucht. Hier kann also zu der 
weiteren Untei'suchung fortgeschritten werden, ob noch andere charak- 
teristische Denkformen, Hauptarten der denkenden Verbindung Funktion tf, 
.infgestellt werden können. 



11. Die inneren Denkformen. 

In den Denkformen Reihe und Zahl, oder Nacheinander und Neben- 
einander, kam nur das äussere Ganze in Frage, oder auch das Ganze 
als Gegensatz zu den konstituirenden Theilen. In Gegensatz zu dieser 
Beti-achtungsweise lassen sich die Beziehungen der Einzelelemente zu 
einander Innerhalb des ganzen Denkgebildes stellen. Solche 
Beziehungen oder Betrachtungsweisen lassen sich offenbar in jeder Viel- 
heit als denkmöglieh aufetellen; in den beiden Denkformen Reihe und 
Zahl wurden sie aber mit Absicht nicht aufgestellt, weil jene Begriffe 
ganz allgemein bleiben sollten und, dadurch gi-ade der gewünschte 
allgemeine Reiheu- und Zahibegriff entstand, untersuchen wir dem- 
gemäss die jeder Reflexion offenbleibende Frage: 

Was für Beziehungen können zwischen den Einzeltheilen eines 

Ganzen stattfinden? Inwiefern lassen sich also noch weitere 

Hauptarten der Funktion <p aufetellen? 

a. Die Beztelinngeii Im Nacheinander- 

Betrachten wir zu diesem Zwecke die Reihe als Gebilde, wie sie 
vorhin bestimmt wurde; unbeschränkt suceessives Setzen des Denk- 
aktes als Einheit, so können wir dies symbolisiren durch 

4- «1 + flä + «3 + 

Ein jedes Glied ist ein und dasselbe seiner Bedeutung nach ; es 
erhält jedoch einen Stellenwerth , weil die Reflexion irgend ein be- 
liebiges Glied als Ausgangspunkt ihrer Thätigkeit festsetzen kann. 

Bei der Reflexion über diese Reihenfoi-m sind folgende zwei ver- 
schiedene Betrachtungsweisen möglich: 

-)- öl + «s + «'s + und 

-I- % + % -1- öl -T- ., 

Der Unterschied besteht darin, dass innerhalb desselben identischen 
Gebildes die Einzelelemente in einer verschiedenen Weise betrachtet 
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werden; objektiv zu reden, ilass sie in eine verschiedene Verbindmigs- 
weise gesetzt worden sind, dass die Bezieliung des einen auf das 
andere die entgegengesetzte Richtung genommen hat. 

Von einer anderen Art der Verbindungs- oder Beziehungsweise 
der Einzelelemente der Reilie kann nicht gesprochen werden, weil ein 
jedes Element in der Reihe eine feste Stelle zwischen dem vorher- 
gehenden und nachfolgenden hat. Oi kann nicht auf a^ bezogen wer- 
den, denn es ist nicht da, wenn % da ist; die Reihe besteht nur da- 
durch als schlechtweg Nacheinander, dass nur Beziehungen zwischen 
dem unmittelbar Vorhergehenden und Folgenden existiren. Eine andere 
Annahme wtlrde dem gebildeten Reihenbegriff widei-spreehen. Das Ke- 
sultiit ist demnach: 

In dem Nacheinander als diskursiver Reihe lassen sicli zwei ver- 
schiedene Beziehungsfornien der Einzelglieder bestimmen; wir nennen 
dieselben Richtung der Reflexion, des Fortschrittes der Denkbewegung, 
nach vorwärts und nach i-ückwärts. Diese beiden Richtungen sind ab- 
solut einander entgegengesetzt; denn das Gebilde a^ + a^ wird das 
einemal durch die vollkommen entgegeng^etzte Thätigkeit, wie das 
anderemal hergestellt. An dem ganzen Gebilde gibt es nur identische 
Theile; sodann Anfang und Ende. Was der Anfang in dem einen, ist 
Ende in dem anderen; ein vollständigerer Gegensatz der Bildung ist 
nicht denkbar. Mit diesen zwei Beziehungsformen, vorwäi-ts, i-ückwärts, 
sind aber alle denkbar möglichen Beziehungen des Reihengebildes 
qir (a, a, a, . . . .) erschöpft, ausgenommen die Entfernung, welche 
im Folgenden unter b. ß. behandelt wird. 

h. Die Beziehungen im Xehenelnander. 

Setzen wir nun ein Denkgebilde von einer Vielheit im Neben- 
einander, also (ps (a, h, c ) und untersuchen, welche oder wie 

viele Beziehungen zwischen den Elementen möglich sind. Wir setzen 
wiederam den einfachsten Fall, dass die Einzelemente alle dieselbe 
Bedeutung oder Werth haben, jedoch als Individuen selbständig sind; 
demnach 

•/' zusammen =^ ip^ {a^, a^, «3, .....) = Summengebilde 
alle komplizirteren Bildungen lassen sich auf diesen einfachsten Fall 
zurückführen. 

a) Die innere Beziehung als Grösse der Kichtnng. 
Sind in diesem Komplexe innere Beziehungen überhaupt möglieh, 
so sind sie zwischen allen einzelnen Ghedern möglich, denn eine Be- 
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schränkung auf gewisse Glieder liegt bei dem Zusammen als y^ nicht 
vor. Wir können also die Beziehungen zwischen je zwei Elementen 
bilden 

% % O'i >h ß] «1 

«ä «1 «3 «3 (li cii u. s. w. 

Durch diese Beziehungen werden demnach in einem grösseren Komplex 
wiedemm Einzelkomplexe gebil(iet, und die Frage entsteht: inwiefern 
können die Einzelkomplexe a^ a^ «i «a % «4 voneinander unter- 
schieden sein? Und des weiteren; Können die möglichen Verschieden- 
heiten nach Hauptgruppen geordnet werden, u. s. w. alle die 

Fragen einer folgerecht fortschreitenden Kombinatorik. 

Wir sahen im vorhergehenden Paragraphen schon, dass eine solche 
Verschiedeuheit eines Komplexes a^ (% möglich ist, jenachdem man die 
Art der denkenden Thätigkeit betrachtete, welche diesen Komplex 
erzeugt. Es ergab sieh », + Ö3 als der totale Gegensatz von Og -l- % 
dem Beziehungsbegriff Richtung nach ; das Denkgebilde selbst war ein 
und dasselbe Produkt, sofern wir es nach seiner Fertigstellung be- 
trachteten; die Art seiner Erzeugung war aber die absolut entgegen- 
gesetzte. 

Die ihrem Werthe nach gleichen Komplexe % Og a^ % «i «j 

können demnach in ähnlicher Weise untei'schieden werden nach den 
Beziehungsverschiedenheiten ihrer Elemente; oder wie vorher, nach der 
Vei-schiedenheit des Modus der Denkthätigkeit, welcher sie erzeugt hat, 
welcher Modus in dem Gegensatz von a, a^ und a^ a^ seinen Grenzen 
nach bezeichnet ist. Wir sehen deshalb von den Komplexen «1 % als 
inhaltliche Gebilde ganz ab , und bezeichnen durch den Gebrauch 
dieser Buchstaben nur die innere Beziehung der Elemente, d. h. die 
Richtung ihrer Verbindung im Untei'sehiede zu den Eichtungen anderer 
Verbindungen. Richtungsuntersehiede überhaupt müssen also zwischen 
zwei absolute Unterschiede als Grenzen ihrer Bestimmbarkeit fallen, 
und können nur verschieden sein nach einem mehr oder weniger dieses 
Richtun^unterschied^, d. h. quantitativ. 

Denkmöglieh sind demnach eine unbeschränkte Anzahl vei'schie- 
dener Richtungen, welche quantitativ gemessen werden können und in 
die Grenzen des absoluten Gegensatzes eingeschlossen sind. 

Hier stellt sieh nun gleich die Frage, wieviele Richtungen von 
einem Elemente aus möglich sind; oder ob die mögliehen Richtungen 
nach Unterabtheilungen klassifizirbar, oder ob gewisse Richtungsunter- 
schiede in unbegrenzter oder nur in begrenzter Zahl möglieh sind? 

Wie man sieht enthält diese Frage als eine Anwendung jene nach 
der Anzahl der raumlichen Dimensionen. Sie ist jedoch viel allgemeiner 
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als diese letztere, und irgend ein Begriff von anschauliclieni Ilanni ist 
durchaus nicht nothwendig zu ihrer Beantwortung. Es werden suc- 
cessive nur logische Bestimmungen aneinandergereiht und ein Resultat 
erreicht werden, welches allerdings auf den Raum anwendbar ist, diesen 
jedoch keineswegs schon enthält. Auch der Riehtungsbegriff hat in der 
Weise, wie er hier gebildet und gebraucht worden, durchaus nichts 
Räumliches an sich. Eher könnte man sagen, er habe schon die Zeit- 
form an sieh; aber auch dies ist unstatthaft, denn zum Wahmehmen 
der empirischen Zeit ist noch etwas Anderes als logische Bestimmung 
nothwendig. Richtig ist nur, dass wir, um diesen Begriff zu denken, 
eine Bewegung des Denkens in der Zeit vornehmen müssen, insofei'ii 
also der zeitlose Begritf — innere Beziehung, Richtung — von einem 
zeitlichen Subjekte gebraucht werden rauss, um zu logischem Bewusst- 
sein zu gelangen. Alle diejenigen aber, welche diese Unterscheidung 
nicht zu fassen vermögen, werden wenigstens zugeben , dass der obige 
Richtungsbegriff nicht einer räumlichen Anschauung entsprangen ist, 
wenn sie dann auch desto fester darauf bestehen, dass er wenigstens 
auf die sogenannte empirische Zeit gegründet sei, sofern zuerst a^ und 
dann a^ gedacht werden müsse, um den Unterschied mit dem: „zuerst 
«^ und dann «[" — auszufinden. Das letztere ist durchaus richtig; aber 
mit dem Denkern „zuerst a,, dann a^'\ ist noch gar nicht die Zeitdauer 
„von «1 bis dg" postulirt noch gegeben. 

Unser Problem ist also: die verschieden möglichen Richtimgen 
zu bestimmen - oder die einfachste innere Beziehung — welche ein 
und dasselbe Element zu allen anderen denkmöglichen Elementen in 
einem Zusammen von unbegi-enzter Vielheit haben kann. 

Zu diesem Zwecke bezeichnen wir dieses Ausgangselcment durch 
den Buchstaben 1. Ein jedes beliebige andere Element bestimmt nun, 
wie ausgeführt, zwei verechiedene Richtungen als denkmöglich, und 
diese zwei Richtungen stehen zu einander im Verhältnisse des absoluten 
Gegensatzes, Diese beiden Richtungen zweier Elemente können 
bezeichnet werden durch i, a und a, I. Besser ist jedoch die Sym- 
bolisirung durch /, -|- » und /, — a weil dadurch das Ausgangselement 
auch gi-aphisch stets als Ausgangselement bezeichnet ist. Das + und — 
haben natürlich gii keine ii ithmetisthe Bedeutun , sondein dienen nur 
als Bezeichnung dei entgegengesetzten Richtung Zui Bezeichnung des 
quantitativen Unterschiedes diene als Bezeichnunq dei Identität, 
1 als Totalität des Gti>enfeatzes Alle indeicn Richtun{,en werden also 
eine zwischen und 1 hegende Maasszahl als Bezeichnung ihtes Unter- 
schiedes zur Ausginffsnehtung I -\- a im Veihtltniss zum Unterschiede 
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<le8 totalen Gegensatzes 1 erhalten. Alle Eichtungen von /nach 4- a^, 
4- «s etc. werden nun einen um so grösseren Unterschied zu 1, — a 
haben, je kleiner ihr Untei'schied zu 2, + a ist, und umgekehrt. Es 
wird also auch eine Richtung möglich sein, welche ebensoviel von 7. + o 

wie von 1, — a verechieden ist, und ihre Maasszahl wird -^ sein. 

Nun ermöglicht aber eine jede Richtung I, + a,, zwischen /,-}-« 
und 7, — a eine entgegengesetzte Richtung 7, — a^. Hieraus folgt, 
dass die denkmögliehen Richtungen sich stetig aneinanderschliessen und 
eine geschlossene Reihe bilden, in welcher das letzte Glied mit deui 
ersten zusammenfällt. Diese Reihe kann symbolisirt werden durch 

7, -H a , . . . 7, + «„ I, — a I, — a, l -r- a 

oder kürzer durch 

und ihre Maasszahlen 

i 1 i 

Die Maasszahlen bezeichnen nur den RichtungsunterachieiJ in arith- 
metischer Folge, sind also wirkliche oder positive Zahlen, können des- 
halb nie negativ sein ; ebensowenig bedeutet ja auch das — « etwas 
Negatives. Wir sind nun durchaus nicht berechtigt, diese stetige Folge 
von Richtungen für identisch mit dem Begriff Ebene zu halten. Im 
Gegentheil, geometrisch g^prochen, können diese Riehtungen durch 
alle möglichen Dimensionen unduliren; denn alles, was wir bis jetzt 
bestimmt haben, war, dass diese Richtungen arithmetisch untei'schieden 
werden können; also arithmetisch ein kontinnirliches , aus zwei homo- 
logen Theilen bestehendes Gebilde ausmachen, ebenso wie die ge- 
schlossene Reihe .... — ..,. 1 ... . — .... 
n n 

Es stellt sich jetzt die Frage: Können viele Richtungen zu einer 
bestimmten alle dieselbe Maasszahl haben? 

Es ergibt sieh zuvörderst aus dem RichtungsbegriiVe selbst, ilass 
zu einer gegebenen Richtung nur eine einzige den Untei'sehied 1 
haben kann; eben weil der Richtungsbegriff ein logisch richtiger ist, 
und als solcher den Satz der Identität, das reine Denkgesetz, in Form 
der Kombination von zwei Elementen zu einem Ganzen ausspricht. 
Dagegen sieht man schon bei Inspektion der geschlossenen Reihe oben, 
dass alle anderen Maasszahien (also und 1 ausgeschlossen) je zwei 
verschiedene Riehtungen nach ihrem quantitativen Unterschiede be- 
zeichnen; und ausserdem besagen jene Maasszahlen durchaus nicht, 
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. nicht nocK viele andere Richtungen gehen könnte, welchen 
( Zahl im Verhältniss zu I, -{- a zukomme. 
Fassen wir cleshalb alle Richtungen, welche zu di^er Ausgangs- 

riehtung /, + a eine und dieselbe Maasszahl — haben, zusammen, und 

Oll n 

sehen, was wir davon aussagen können. Die einzige uns mögliche 
Aussage ist: dass diese vielen hypothetischen Richtungen sich alle von 
einander unterscheiden müssen, wenn sie eben verschiedene Riehtungen 
sein sollen. Unterscheidungsmerkmal der Richtungen gibt es aber 
kein anderes als dasjenige, was quantitativ durch Zahlen zwischen 
tmd 1 nach obiger Symbolik ausgedrückt werden kann. Der Schluss 
ist demnach : Wenn zu einer Ausgangsrichtung I, + a viele andere 
Richtungen J, -f 6 . . . I, -'r'hn ■ . . . I, — ^ . ■ ■ ■ denkmöglich sind,, 

welche alle zu /, + a denselben Richtungsunterschied — haben, so 

müssen sich alle diese Richtungen I, h durch entsprechende, zwischen 
und 1 liegende Maasszahlen von einander untei-scheiden. Andere 
von 1 ausgehende Richtungen sind aber überhaupt nicht denkmöglich, 
weil eben alle Verschiedenheit der Richtung nur im Richtungs- 
unterschiede liegt. 

Der letztere Satz ist allerdings eine Tautologie, die jedoch viel 
häufiger angewandt wird, als man gemeiniglich glaubt; und deren An- 
wendung eben durch den Satz der Identität gerechtfertigt ist. 

Auf Grund dieses Ergebnisses lassen sich nun alle denkmöglichen 
Richtungen — alle Verschiedenheiten der inneren Beziehung je 
zweier Elemente in einem Zusammen — als stetige geschlossene Reihen 
darstellen, welche ohne Lücke, nach jeder Richtung hin zusammen- 
hängen, und eben dadurch bilden, was wir allseitiges oder absolutes 
Kontinuum eines Zusammen nennen können. 

Es ergibt sich direkt eine Begrenzung für alle Riehtungen, welche 
zu 2, -(- « die Maasszahl — haben. Je zwei solcher Riehtungen J, h^ 
und I, \ können nämlich unter sieh keinen grösseren Richtungsunter- 
schied als 2 X — haben; denn sonst würde der Unterschied einer 



jeden einzelnen zu I,-\~a ja grösser als — sein müssen, was gegen 

die Annahme = - wäre. 2 X ist also die Maximalgrenze 

n n ^ 

dieser Richtungen. '^) 

Eine Minimalgrenze kann aber für diese Riclitungsunterschiede 
nicht angegeben werden, da keine Zahl 
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: (/, + «) - (J. 






solche Miiiimalgreiizc dureli die Bedingung 
nicht gesetzt ist, deshalb ist die einzig mögliche 



der Bedingung ^J, b^) 
spricht. 

Weil nun eine 
a b) : (7, + «) = i 

Minimalgi-enze jenes Gebildes die Grenze des Unterschieds überhaupt, 
das heisst die Identität der Eiehtungen, deren Symbol hier ist. 

Die von J ausgehenden denkmögliehen Richtungen können dem- 
nach als kontinuirliche geschlossene Gebilde betrachtet werden, die, 
ausgehend von der Einzelrichtung 7, -i- a, eine kontinuirliche Folge von 
Richtungen enthalten, welche zu /, + « alle Maasszahlen von bis 1 

durchlaufen; und ein jedes dieser Gebilde von der Maasszahl ^z\.iI,-\-a 

n 

enthält in sich eine kontinuirHche Folge von Riehtungen, deren "Unter- 
2 



schiede zwischen den Grenzen und ■ 



eingeschlossen sind. Das Ge- 
a hat, ist aber nur eine einzige 



bilde, welches die Maasszahl 1 zu /, + 
Richtung, weil es identisch ist mit J, — a. 

Weil diese Gebilde in sich selbst zurücklaufende Reihen sind und 
gleichfalls als Folge von Gebilden eine ia sich zui"ücklaufende (geschlossene) 
Reihe darstellen, deshalb ist das allgemeinste Kontinuum dieser Be- 
ziehungen vollendet, und ausser dem hierdurch Bestimmten gibt es 
keine denkmögliche Bestimmung innerer Richtungsbeziehungen; ein 
Resultat, was in verschiedenen Formen sowohl der Arithmetik wie 
Geometrie wiederkehren wird. ^^) 

Es erübrigt nur noch die weitere Fortsetzung des algebraischen 
Schematismus abzuschneiden; oder, nachzuweisen dass einer solchen 
Fortsetzung eine analoge logische Deutbarkeit nicht zukommt. 

Bekanntlich hat man gesagt, ebensogut wie durch drei Koordinaten 
könne auch eine Funktion durch 4 und mehr bestimmt werden; woraus 
dann gefolgert wurde, dass ein Raum, der ei'st durch 4 Koordinaten 
bestimmt würde, in sieh nichts Widersinniges enthalte. Ebenso könnte 
man versucht sein zu sagen : 

Da die Beziehungen 

]) (7, +«) ; (7, + 60- V 



2) {7, + h,) : (7, + h) ^ 
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gegeben worrlen sind, um den Raum zu bestimmen, so steht nichts im 
Wege weitere schematische Bedingungen hinzuschreiben, wie 

3) {l + 4.) : (/, + ö,) = |- 
und so weiter. 

Deshalb können weitere Bäume von mehr Dimensionen durch alge- 
braische Gleichungen veranschaulicht werden. 

Die ganze Widereinnigkeit eines solchen Fortschrittes, wie auch 
oben bei den Raumkoordinaten , entsteht aber dadurch , dass der 
Grössenbegriff vom Richtungsbegrift' nicht getrennt wird, weil — für 
beide Begi'iffe identische Symbole angewandt werden; dies letztere ist 
aber nur zulässig, wenn man sich auf drei veränderliche Grössen be- 
schränkt. Hierüber wird bei der Mathematik gesprochen werden. 

Der Alogismus des obigen Fortsehrittes ist sofort klar, wenn man 
bedenkt, dass die Gegenrichtung von 1, ■+- h^ bezeichnet ist durch 
I.'-i,. Sollen also noch andere Richtungen möghch sein, welche 
durch die Formel 3) bestimmt werden, aber auch 1) und 2) genügen, 
nun so müssen i, -4- \ nnd alle 1, -\- c vereehiedene absolute Gegen- 
richtungen zu 7, — 6a sein; ein und dereelbe Begriff müsste dann viele 
kontradiktorische Gegensätze haben, 

Dass der Raum nur drei Dimensionen hat, beruht also darauf, dass 
jede Richtung nur eine Gegenrichtung haben kann; und dies darauf, 
dass das Denken nur durch successives Setzen seine Gebilde erzeugt, 
und dies darauf, dass das Gesetzte das Gesetzte ist, oder — dem 
Identitätssatze. 

Wie man sieht läuft die Bestimmung der Richtungsverechieden- 
heiten parallel einer Konstruktion der Kugel durch von dem Halli- 
messer aus sieh allmählich ausbreitende Kegelflftchen, bis der ent- 
gegengesetzte Halbmesser en'eicht ist. Deshalb hat aber die obige 
Bestimmung durchaus nichts Räumliches an sich, sondern verbleibt in 
der Analyse 

von >f; («1 , «2 , «j ) 

oder vielmehr in ihrer einfachsten Bestimmung als : 

i/i, («1 % , ffli (% , . . . ; «ä 'fi 1 *ä 1*3 ) 

Deshalb ist auch hiei-mit nicht der empirische Raum deduzirt; aber 
Kants intellektuale Anschauung „absoluter Raum" ist hiermit logisch 
entwickelt, als logischer Pi-ozess nachgewiesen. Gleicherweise ist nach- 
gewiesen, dass von einer empirischen Welt, sei sie wie sie wolle, seien 
die wahrnehmenden Sinne, welche uns Kunde geben von jener Welt, 
wie sie nur sein mögen, Wahrnehmungen nur in obiger Raumform ge- 
macht werden können ; denn sie ist die einzige, welche dem Identitäts- 
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Satze konform ist; und dies ist gleichbedeutend mit Denken, mit der 
Möglichkeit einer Erfahrung überhaupt. 

ß) Die innere Beziehung als Entfernung. 

Im vorigen Abschnitte wurden die zwischen je zwei Elementen 
möglichen Beziehungen betrachtet. Der einfache Fortschritt der Ana- 
lyse stellt jetzt die Beziehungen vieler Elemente Oi a^ a^ . . . . als 
Frage ; und als einfachsten Fall den Konnex % o^ % ■ ■ - • dergestalt, 
dass die Richtungsbeziehung aller Elemente dieselbe sei. Hiermit ist 
zugleich der Eichtungsbeziehung gegenüber der einzig noch mögliche 
Fall einer charakteristisch anderen Beziehungsweise in einem Zusammen 
von vielen Elementen gekennzeichnet, 

"Wir betrachteten vorher den Konnex I. + a. Dei-selbe war als 
Richtungsbeziehung identisch mit — a, I. Die Symbolisirung deutet 
jedoch an, dass andere Elemente in dem zweiten Konnex die identische 
Richtung bilden, der Konnex also in Hinsicht auf die Elemente ein 
vei-sehiedener von dem ei-sten ist. Wir können nun gleichfalls den 
Konnex — «, J, + « bilden, und seine Richtung ist identisch mit den 
beiden vorigen. Es liegt nun gar kein logisches Hinderniss vor, diesen 
Konnex durch weitere Elementargliedei- zu vergrösseni , unter der Be- 
dingung, dass je zwei Elemente stets die identische Richtungsbeziehung 
J, -H « haben sollen. Aber die Konnexe als Ganze sind deshalb doch 
verschieden von einander in Hinsicht einer anderen Beziehung als der- 
jenigen der Richtung. Wii' nennen diese charakteristische Beziehungs- 
weise eine solche der Grösse des Gebildes qi,^{ — «,i,-|-«, ) 

oder der Entfernung seiner Grenzelemente. 

Ein solches Gebilde als eine neue Art der Funktion tp. überhaupt, 

als fp; = (— «, i, -I- ö, + «i, + ) 

ist eine durch die Summe der Einzeientfernungen gemessene Grösse; 
dieselbe hat nur eine Grenze, und diese ist das Einzelelement. Die 
Grösse des Gebildes ist Null, solange nur ein Element, eine einzige 
Setzung des Denkens da ist, weil damit noch gar keine <f, gesetzt ist; 
zu einer solchen gehören mindestens zwei Glieder. Weil aber eine be- 
liebige Reihe durch logische Reduktionen auf ein isolirtes Glied zurück- 
geführt werden kann, deshalb darf wie das Einzelglied ebenso auch die 
arithmetische Null als Stelle in der Reihe heti'achtet werden. Als 
Grösse hat diese <p^ keine Maximumgrenze; sie kann unbeschränkt vev- 
grössert werden. Man nennt deshalb die Zählreihe und die gei-ade 
Linie unendlich; ein Attribut, welches einer mystischen, nicht 
einer logischen Sprachentwickelung seine Entstehung verdankt, und 
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welches aus dem mathematischen Sprachgebrauche am besten ganz 



Man wird hier einwenden, dass mit der Grösse der qc^ keineswe^ 
schon räumliche oder zeitliehe Entfernung konstruirt worden sei; dass 
zwischen je zwei Elementen vielmehr ein leerer Raum, aber keine 
Ausdehnung stattfindet. Dies ist richtig; die Ausdehnung ist mit obiger 
Funktion cps noch nicht geschaffen. Es ist aber von ihr auch gar nicht 
die Eede, sondern nur von logischen Beziehungen, wie sie sich in den 
arithmetischen Konnexen zunächst darstellen. Deshalb sprechen wir 
nicht von räumlichen Entfernungen, sondern von Entfernung der 
Grenzelemente oder Grösse der (f^, einem Zusammen von einheit- 
licher Richtungsbeziehung. Dass aber diese logische Beziehung die 
Basis ist , auf welcher die räumliche Entfernung als gradlinige Aus- 
dehnung erzeugt wird, soll sieh im Kapitel über die Entstehung der 
Aussen weit zeigen. 

Dass diese innere Beziehungsform Entfernung auch bei der 
Reihe y,. betrachtet werden kann, wurde schon bemerkt, 

y) Kombinationen. 

Es liegt nun nahe, weitere Beziehungsweisen i^wischen neuen 
Konnexen aufzusuclien ; entweder durch Gegenüberstellung von grösseren 
Elementai-verbindungen gleichartiger Natur, wie 

ai Oi Og a,i zu Ji &a *s ^.i 

oder aber von solchen ungleichartiger Zusammensetzung 
ö, zu ßg «3 oder «g «.j zu \ b^b^. . . . b„. 
Es wird sich jedoch bei Entwickelung der Mathematik zeigen, dass 
alle diese formalistisch neuen Setzungen nur scheinbar neue sind, und 
sich auf jene typischen zwei Beziehungen a) Richtung und ß) Entfernung 
zurückführen lassen; dass alle weiteren Eildungen demnach nur Kom- 
binationen aus diesen zwei logiseben Elementarbildungen sind. Diese 
Kombinationen werden in der Arithmetik unter dem Namen Konnexe, 
in der Geometrie unter dem Namen Figuren behandelt, und sind als 
logische Gebilde ein und dasselbe. 

Hier liegt die Wurzel des Grundes, weicher diese beiden Wissen- 
schaften auf das innigste verbindet, und welche besonders in der 
neuesten Entwickelung dieser Wissenschaften so auffällig und vielseitig 
zu Tage getreten ist. Die wahre Natur dieses Zusammenhanges musste 
jedoch verborgen bleiben, solange es nicht gelungen war, das logische 
Element aus der Anschauung des Raumes, aus der empirisch wahr- 
genommenen Ausdehnung auszuscheiden. Die Bezeichnung als „Form 
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unserer Sinnlichkeit" war allerdings ein grosser Fortschritt in dieser 
logisdien Analyse, aber es war noch nicht die Reduktion auf ein wahr- 
haftes Element; das zeigte sich schon darin, dass dieser Begriff nicht 
immittelhar vei'ständJich war, wohl auch seinem Ei-finder stets dunkel 
geblieben ist. 

Die logische Vei-sehiedenheit der Typen a) und ß), welche beide 
als Grössen entwickelt wurden, zeigt sieh am charakteristischsten in 
der Reilienbildung , zu welcher sie Veranlassung gaben; a) als ge- 
schlossene, bestimmte, in sich zurücklaufende, ß) als unbegrenzte der 
Möglichkeit nach. Thatsäehlich , empirisch, subjektiv können 
allerdin^ in beiden Reihen beliebige Grenzen gesetzt werden; aber 
dies beeinträchtigt nicht ihi-en typischen Charakter. 
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A. KAPITEL vm. 

DIB ENTSTEHUNG DER AUS8ENWBLT. 



Empfinden und Denkoo fiind als Thatsaehen, als das wiikliche Ge>- 
Rchehen der Welt dargestellt worden, und was sie sind wissen wir 
unmittelbar. Vorstellungen und Begriffe wui-den daraus gebildet. Lo- 
gisehe Foi-men des Nacheinander und Nebeneinander mit ihren Ab- 
stufungen und Kombinationen. Aber die abstrakte Reihe des Nach- 
einander ist noch keine Zeit, die wir als geistige Erfüllung oder auch 
als Langeweile wahrnehmen; die Konnexe des Nebeneinander sind noch 
keine Ausdehnung, wie wir sie bei jeder Gliedbewegung empfinden. 
Trotzdem liaben jene logischen Konnexe die Formen, welche wir aueli 
der empirischen Zeit und dem Räume zuschreiben; dass die Hypothese 
einer Zeit von zwei, eines Raumes von vier Dimensionen logische 
Widerspmche in sich schliesst, ist nachgewiesen worden. Aber was 
treibt uns dazu , ausser logischen Kombinationen und siibjektiven y,m- 
pfindungen auch noch einer sogenannten äusseren Welt von Dingen 
Existenz zuzuschreiben, und zu sagen: jene Dinge seien die Ursache, 
dass wir Empfindungen hätten, dass wir zum Bilden logischer Kom- 
binationen gebracht würden? 

Die bekannte Antwort des naiven Bewusstseins , über welche der 
EJnpirismus nicht hinauskommen kann, ist: nun weil eben äussere 
Dinge da sind, weil die Existenz einer Aussenwelt sich ja bei jeder 
Gelegenheit kundgibt, ihre Existenz für den gesunden Menschenverstand 
die allergewisseste Thatsache ist. 

Dass diese Antwort ungenügend ist, seihst ^venn die darin ent- 
lialtene Behauptung einer äusseren Welt nach Auffassung jenes naiven 
Bewusstseins richtig wäre, wird durch eine jede Sinnestäuschung gezeigt; 
seien dies nun optische oder Täuschungen des Tastgefühls liei ganz 
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nonnalen Sinnes- und Lebenszustäjiden , seien es Halluzinationen oder 
Traumbilder. Bei allen diesen Gelegenheiten beui'theilen wir unsere 
Sinneserregungen als verursacht durch äussere Dinge, und fällen erst 
ein anderes ürtheil, nachdem wir diese äusseren Dinge mit anderen 
änsseren Dingen, die wir unter anderen subjektiven Verhältnissen 
wahrnehmen, verglichen haben. 

Die räumliche Ausdehnung der Traumwelt ist ganz dieselbe wie 
diejenige der im wachen Zustande beobachteten Welt; sie hat eben 
dieselbe sinnliche Frische und Lebendigkeit, und ist durchaus ver- 
schieden von den Eiinnerungsbildern des wachen Zustandes, Der 
Gnind, weshalb wir im Wachen jene Traumbilder für nicht real er- 
klären, unser während des Traumes geltendes Urtheil umstossen, liegt 
nicht in der anderen Äeusaerlichkeit einer anderen räumlichen Aus- 
dehnung, sondern darin, dass die Traumvorgänge weder unter sich noch 
mit den Vorgängen des wachen Zustandes in kausalen Zusammen- 
hang gebracht werden können. Mit anderen Worten: im Traume ge- 
schehen Wunder; das vernünftige (wache) Denken lässt aber kein 
Wunder zu, kann es nicht zulassen, weil es sonst sich selbst autheben, 
für nichtig (nicht real) erklären müsste; deshalb muss das vernünftige 
Denken jene Traumbilder für nicht real erklären. Hieran wird durch- 
aus nichts dadurch geändert, dass wir während des Traumes gewöhn- 
lich (aber nicht immer) jenen kausalen Zusammenhang nicht foriiern, 
ihm nicht nachforschen, sondeni ohne streng logische Urtheile jene 
Traumwelt über uns ergehen lassen. Das geschieht ebensogut im 
wachen Zustande bei dem grössten Theile der Menschheit. 

Hieraus folgt, dass wenn auch eine äussere Welt in dem sogenannten 
empirischen Räume esistirt, diese äussere Welt doch durchaus nicht 
unbedingt nothwendig ist, um in uns die Anschauung einer räumlichen 
Ausdehnung zu erzeugen; die nothwendige Bedingung dieser letzteren 
muss also ganz wo anders liegen. 

Jene empiristische Antwort ist aber nicht allein ungenUfieud, 
sondei-n geradezu falsch ; ihr Fehler wird charakterisirt durch die neue 
Frage : Wenn nun auch äussere Dinge existiren, wie geschieht es dann, 
dass ein äusseres Ding auf ein anderes äusseres Ding wirkt, wenn 
es doch lediglich ein äusseres Ding sein soll? Die Dinge wirken doch 
auf uns, wenn sie uns zu ihrer Wahi'nehmung als äusserliche Dinge 
bringen; warum bleibt diese Wirkung nicht blosse innere Empfindung? 
Muss, um dieses zu bewirken, nicht das eine Ding aus seiner reinen 
Aeuaserlichkeit herausgeben, in das andere übergehenV Mit einem 
solchen tlebei^ang aber, einerlei was seine begleitenden Momente seien, 
wäre grade die Aeusserlichkeit , die Ausgedehntheit aufgehoben; denn 
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zwei Dinge oder Bestimmungen irgend welcher Art, die ineinander 
Übergegangen, sind nicht mehr äusserlich zueinander. 

Die Aussenwelt bleibt also eine reine Hypothese, die zwar immerhin 
Wahrheit enthalten kann, die aber auch unter Voraussetzung ihrer 
Kichtigkeit das Rauniproblem nicht zu beantworten vermag. In jedem 
Falle, bestehe realiter eine Aussenwelt oder seien die Dinge nach Aussen 
projizii"te Phantome, muss die Seele jene Anschauung der räumlichen 
Ausgedehntheit selbstthätig erzeugen. 

Kant gab die Antwort: Raum und Zeit sind die Foi-men unserer 
Sinnlichkeit; also eine Mitgift unseres menschlichen Intellekts, 
eine Bestimmung der wesentlichen Natur dieses Intellekts, und als eine 
solche nicht weiter ableitbar. 

Der Knoten war zerhauen, nicht gelöst; die Frage war in aller 
Schäife einmal gestellt worden; aber es entwickelte sich aus jener 
Antwort eine neue Reihe Fragen, weil die Antwort mangelhaft war. 
Unser Intellekt wai' das Zauberwort, welches die Frage lösen sollte. 
Die Folge aber war, dass man frag : was ist denn dieser unser Intellekt ; 
gibt es deren vei-schiedene , die sich alle mit dem Denken nach dem 
Satz des Widerspiiichs vertragen, und wie können dieselben sieh von- 
einander untei^scheiden? Oder ist etwa Intellekt ein drittes dem 
Denken und Wahrnehmen oder dem Denken und Sein koordinirtes 
Element? In diesem letzteren Falle müsste er ein durch sich selbst 
verständlicher Begi'iff sein, gleichwie Denken und Empfinden, und es 
mn^te sich gleicherweise bei jeder Empfindung die nothwendige Koor- 
dination dieses dritten Elementes dem Gefühle aufdrängen. Von alledem 
ist aber nicht die Spur vorhanden ; das beweist schon die Unzahl von 
Attributen, die dem Intellekt verbunden werden, um den Begriff ver- 
ständlicher erscheinen zu lassen. Bei Kant und seiner Schule wird 
gehandelt von dem — erkennenden, Grenzen setzenden, empirisch sinn- 
lichen , voi-stellenden , erkennenwollenden , psychologischen , indiffe- 
renten .... etc. — Intellekt. Eine einheitliche Definition dieses Begriifs 
ist nii'gendwo auch nur vei-sucht; der Begriff selbst war aus der alten 
Metaphysik als sprachliches Erbtheil heillbergenommen in der Meinung, 
er bilde die Mitgift des vovg für den Menschen. 

Die Frage spitzte sieh also dahin zu: Ist dieser Intellekt etwas 
Spezifisches, was der Menschheit zukommt, neben dem es aber noch 
andere Intellektarten geben kann, die andere ui-sprüngliehe Anschauungen 
als Zeit und Raum haben können — sind alle diese Arten von Intellekt 
im logischen Denken möglich? Nun dann ist der menschliche Intellekt 
als etwas Gegebenes in unserer Welt, etwas empirisch Gegebenes, was 
auch anders sein könnte. 
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Wie es nicht andere sein konnte, wurde trotz Kants Antwoi-t diese 
Natur des Intellekts entweder auf logischem oder auf sinnlichem Gebiete 
zu ergründen gesucht; denn nur bei den beiden Begi'iffen Denken 
und Empfinden vei-mag das Erkennenwollen Halt zu machen, weil 
<liese BegriiTc bei jedem Akt des Denkens und Empfindens unmittelbar 
■veretändlieh sind; weil dies in Wahrheit letzte Elemente des Geschehens 
sind. Es wurde entweder logisch oder sinnlich jene Natur des Intellektes 
zu erfoi-schen gesucht, ohne dass man methodisch jene beiden Elemente 
der Existenz überhaupt aufgestellt hätte — weil es eben nicht anders 
möglich war ; weil kein anderes Gebiet der Existenz yorhanden ist, well 
deshalb das fiktiv aufgestellte dritte Gebiet „der menschliche Intellekt" 
auf die beiden wirklich daseienden Gebiete hinübergebracht 
werden musste. 

In dem Verlaufe der bisherigen Entwiekelungen ist der Kantische 
Intellekt dargelegt als entweder ein unnöthiger ' oder aber ein para- 
logischer Begriff. Unnöthig ist er, weil wir denselben gar nicht in 
den TJntei-suchungen zu verwenden brauchten ; unnöthig zeigt er sich 
schon dadurch, dass alle seine erklärenden Attribute entweder in das 
Gebiet des Denkens oder des Empfindens verwiesen werden können. 
Paralogisch ist der Begriff aber, wenn er ein neues selbständiges 
Gebiet bedeuten soll; denn ein Denken nach dem Satz des Wider- 
spruchs verträgt ein solches nicht, und die Hypothese eines anderen 
Denkens, einer höheren Vernunft, ist ein Missbrauch der Sprache und 
der Schrift; ein Missbrauch des Denkens kann eine solche Hypothese 
nicht einmal genannt werden, weil es eben kein Denken ist, sondern 
gedankenlose Negation des Denkens. 

Nach Darlegung der Fehler obiger Antworten auf das Ansehauungs- 
problem stehen wir wieder an der Frage selbst. 

Welche Kombinationen das Denken möglicherweise machen konnte, 
ist gezeigt worden; aber wie kommen wir dazu, das logische Zusammen 
der Elemente in ip (a, h, c . . . .) zu einem Zusammen zu gestalten, 
welches ein Zwischen a und b enthält, welches aus a und i eine 
Ausdehnung von a bis 6 schafft; denn a und b einzeln als isolirte 
Glieder einer Reihe betrachtet, sind lediglich Nullen der Ausdehnung, 
wie in Kapitel VII gezeigt worden ist. Und wie kommt es. dass wir 
eine doppelte Art dieses Zwischen, als Zeitausdehnung und als Raum- 
ausdehnung, subjektiv produziren? Denn subjektiv müssen wir ja pro- 
duziren auch für den Fall, dass es äussere Dinge gibt. 

Die einzig mögliehe Antwort auf diese Frage ist durch den Gang 
der logischen Analyse schon angedeutet, und steht als die einzige bis 
jetzt noch nicht verwendete Kategorie in der Tafe! der Begriffe, 
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"Wenn die logische Kombination, nur die Elemente als Denkpunkte 
zusammenstellen, aber nicht (ias Zwischen den Denkpunkten her- 
stellen kann , nun so muss Letzteres eben rlera anderen Gebiete , dem 
Empfinden zugeschrieben werden. 

Die Empfindung selbst wurde logisch geschieden in ein Sinnes- 
zeichen und ein Gefllhl. Die Sinneszeichen sind es nun, welche als 
Eigenschaften den Dingen der Aussenwelt zugeschrieben werden. Ent- 
steht demnach mit der Wahrnelimung der Sinneszeichen die Aussen- 
welt? Dann müsste das begriffliche Setzen der Funktion 

(p {a, b, c ), wobei unter a, h, c . . . 

die Merkmale gelb, warm, hart etc. verstanden werden, einen Begriff 
ei'zeugen, welcher die Vorstellung des ausgedehnten Köi-pers ermöglichte. 
Das kann aber durchaus nicht der Fall sein, denn hiermit geschah 
andei-8 nichts, als daes an Stelle der mathematisch allgemeinen Einheit 
verschiedene heterogene Einheiten in jener Funktion verbunden wurden. 
Die Sinnesmerkmale sind also nicht die nothwendigen Elemente zur 
subjektiven Produktion der Aussenwelt; und es bleibt von allen Ka- 
tegorien nur das GefOhl als solches übrig, welches prinzipiell zur Ge- 
staltung der Ausdehnung mitwirken könnte. 

Hiergegen wird sich nun gleich die gewöhnliche Auffassung wenden, 
welche das Gefühl als etwas Sekundäres betrachtet, welches möglicher- 
weise die Sinnesmerkmale begleiten könnte oder auch nicht. Dieser 
Auffassung wurde schon im .Vorhergehenden einmal entgegengetreten. 
Dieselbe allgemein überzeugend zu widerlegen ist deshalb so schwierig, 
weil der Grad des Gefühls eine so schwache Intensität haben, sowenig 
vom Nullpunkt verschieden sein kann, dass er überhaupt für Null an- 
gesehen .wird. Seitdem man jedoch eine Bewusstseinsschwelle kennt, 
wo die Schwäche des Reizes keine Reaktion der Sinne mehr bewirkt, 
muss auch ein entsprechender Punkt auf der Skala von Lust und Un- 
lust prinzipiell zugestanden werden. Lust und Unlust sind das prin- 
zipiell Beständige in der Empfindung, und die spezifische Art, wie sie 
erregt werden, nennen wir ihr Sinnesmerkmalzeichen , wobei man von 
der Stufe des Gefühls absieht. Eine bestimmte Intensität des Roth 
mögen wir als indifi'erent für unser Gefühl bezeichnen ; wenn wir jedoch 
diese Intensität steigern orler scliwächen, durchlauft das Gefühl ver- 
schiedene Stufen, welche wir als „matt, lebendig, satt, feurig, bis 
schmerzhaft, grell" bezeichnen ; und diese Attribute sind Bezeichnungen 
des Grades von Lust und Unlust, nicht aber der indifferenten äusseren 
Merkmale. Soll nun ei-st bei einer gewissen physikalischen Stufe des 
Roth dieses Gefühl überhaupt aufti'eten? Das wäre gegen das Gesetz 
der Kontinuität; das wäre eine Neuschöpfung des äusseren Reizes bei 
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seiner Wirkung auf den Organismus. Bei einer gewissen ffrössercn 
Geschwindigkeit der Lichtwellen miisste Schöpfung eines neuen Existenz- 
elementes aus dem Nichts stattfinden, ein Wunder in der physischen 
Ertlämng der Welt angenommen werden. Wohl aber mag das Gefühl 
auf der Skala Lust — Unlust sich allmählich dem Nullpunkte nähern, 
ebenso wie auch die Wahrnehmung des Sinneszeichens ganz verschwinden 
kann, ohne dass der äussere Reiz dazusein aufgehört hätte. Wenn 
dieser Null- oder Indifferenzpunkt überhaupt eintritt, dann ist die Seele 
todt für das eigene Bewusstsein, und der betreffende Oi^anisnms kann 
nur noch Objekt für andere Seelen sein, wo jener Indifferenzpunkt nicht 
erreicht ist, in welchen jener empfindungslose Leib noch Empfindung 
erweckt. Auch werden ja Empfindungen, z. B. leise Geräusche, welche 
unter normalen Umstänilen vom Organismus gar nicht wahrgenommen, 
oder wenigstens für indifferent dem Gefühle gegenüber gehalten werden, 
unter anderen sogenannten krankhaften Verhältnissen nicht allein wahr- 
genommen, sondern als schmei-zhaft beurtheilt. Soll nun das Gefühl 
überhaupt, welches sich dabei als Schmerz kundgibt, erst auf einer 
gewissen Stufe der Reizstärke entstanden sein? Die Ansicht ist un- 
logisch, weil gegen das Gesetz der gegenseitigen Bedingtheit allen 
Geschehens. 

Werde nun die Antwort auf die Frage nach Entstehen des Aus- 
gedehnten überhaupt formulii-t. 

Ausdehnung entsteht, oder ist da, sofern Empfindung da ist, oder 
vielmehr Empfindungen ; und diese letztere speziell bestimmt als Lebens- 
gefühl, welches von dem Organismus empfunden wird als ein Werth 
fiir seine Individualexistenz, als Lust oder Unlust. Oder in subjektiver 
Formulinmg des Satzes: 

Ausdehnung ist da, weil die Individualseele nicht indifferent einem 
Anderen oder einer Aussenwelt gegenüberliegt, wie etwa eine photo- 
graphische Platte, welche deren Merkmale registrirt; sondern weil sie 
ein aktives Prinzip ist (als aktives Prinzip aufgefasst, determinirt werden 
muss), welches fühlt, begehrt, will, welches Empfindungen erleidet als 
eine Werthschätzung für ihr Dasein, und dadurch von diesem Dasein 
weiss als einem Individualdasein einem Anderen gegenüber; und des- 
halb auch dieses Individualdasein zu behaupten strebt dem Anderen 
gegenüber. Wäre statt dessen die ganze Welt nichts Anderes als eine 
Bewegung fühlloser Atome, so könnte nie in einem Komplex solcher 
Atome Gefühl auftauchen, nie könnte ein solcher Komplex, wenn auch 
in der organischen Anordnung als Mensch, zu der Anschauung einer 
.\usdehnung, weder einer zeitlichen noch einer räumlichen, gelangen. 
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A. KAPITEL IX. 

DIE FORMEN DER AUSSENWELT. 
Die Zeit. 

Empfindung überhaupt rauss also nicht bestimmt werden als ein 
einmaliger Abt, als momentane Marke eines Sinneszeichens, sondern als 
beständiges Eewusstw erden der Empfindung, als Gefühl spezifizirt durch 
Sinneszeichen. Bewusstsein ist kein inhendes Ding an sieh, sondern 
unmittelbares dauerndes "Wissen von einem Geschehen; um keine Ver- 
wiiTung anziirichten, soll dieses Geschehen hier nie als Sein bezeichnet 
werden. Ais Wissen von einem Geschehen bestimmt sich die Em- 
pfindung als allgemeinste Form der Ausdehnung; wir nennen sie als 
solche Zeit. 

Insofern kann man die Zeit empirisch nennen; nur muss man 
sich hüten, dieses Empirisch für gleichwerthig allem sonstigen Ge- 
brauehe dieses Wortes zu halten. Im Allgemeinen bezeichnet man mit 
„empirisch" Etwas, was auch andei'S sein könnte, ohne deshalb unsere 
Auffassungsfähigkeit oder unser Denkgesetz uninögiich zu machen. 
Deshalb haben ja auch die „Empiriker aus System" andere Welten mit 
anderen Zeiten hypostasirt , wo etwa die Zeit sprungweise voi-wärts 
i-ilckt, oder in mehr als einer Art der Ausdehnung, in zwei Dimensionen, 
oder gar in sich selbst zurücklaufend. In diesem Sinne nun ist die 
Zeit nicht empirisch sondern eher apnorisch zu nennen, obsehon auch 
dieses Wort nicht logisch gebildet ist und zu einer Unzahl von Miss- 
verständnissen Anlass gibt.. Die Zeit darf nur insofern empirisch 
gegeben genannt werden, wie das Dasein einer Welt überhaupt 
auch empirisch gegeben genannt wird. Dies Dasein ist weiter gegeben 
als Denken und Empfinden, oder wie wir jetzt sagen können, als 
Ausdehnung überhaupt. Ausdehnung wird demnach wahrgenommen, 
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nicht weil eine ausgedehnte objektive Welt existirt, — das mag richtig 
sein oder auch nicht — sondem woil ein jedes denkende, empfindende 
Individuum beständig Ausdehnung erzeugt; und diese Erzeugung der 
Ausdehnung findet nicht statt, ^Yeil die Individualseele einzelne Denk- 
akte setzen kann und auch nicht, weil sie die Sinneszeiehen gelb, warm, 
hart etc. zu registriren veiTtiag, sondern weil sie ein aktives Prinzip 
des FÜhlens, Strebens, Wollens, oder wie immer man dies nennen mag, 
ist, und als solches nicht dem grammatischen Subjekt in seiner Daseins- 
ruhe und auch nicht dem Ding an sich, sondem dem Q-esclielteii 
entspiicht. Denken ist auch ein Geschehen; aber die Reflexion fasst 
nur die einzelnen Denkakte als bestimmend für das Denkprodukt , und 
es [ist ihr gleichgültig, inwiefern diese Denkakte durch Ausdehnung, 
d. h. objektivirte Empfindung, verbunden sind. 

Diese Ausdehnung muss nun als eine stets identische Einheit bei 
allen Denkakten stattfinden ; und deshalb kann von ihr ganz abgesehen 
werden, weil es ja eben die überall vorhandene Einheit ist. Die Welt 
als Existirendes überhaupt ist aber nicht allein ein empirisch Ge- 
gebenes, sondern es kann auch gar nicht ihr Gegentheil gedacht 
werden. Dass Nichts sei, kann nicht gedacht werden; in dem Satze 
widei-sprechen sich ja schon das Nichts und das Sei. Von allem 
in der Welt kann abstrahivt werden, alle Dinge können wir aus dem 
Raum hinausdenken, vielleicht auch den leeren Raum hinwegdenken, 
aber immer und ewig bleiben wir selbst zurück; wir haben nur eine 
andere, auf uns reduzirte Welt gedacht, aber niemals das Nichts. 
Die Hypostase eines Nichts ist also unserem Denkgesetz entgegen — 
und somit ist das Gegebene überhaupt eine Denknothwendigkeit, 
und nicht etwas Empirisches im Sinne des gewöhnlichen Sprach- 
gebrauchs, 

Man könnte nun noch eine Welt dfö reinen Denkens oder der 
alleinigen Empfindung als Hypothese setzen; aber auch ein 
solches Gegebenes widerspricht sich, wie schon in Kapitell nachgewiesen. 

Reines Denken entsteht als logischer Kunstgriff, indem wir, wie 
oben gesagt, nur die einzelnen Denkakte ohne ihre denknothwendige 
Verbindung als Ausdehnung betrachten, weil eben das beständige Mit- 
beillcksichtigen der Ausdehnung für diese oder jene Frage von keiner 
Bedeutung ist. Deshalb ist sie aber doch da, ebensogut wie kein Sub- 
jekt und Objekt isolirt bestehen kann, söndeni nur insofern sie zu- 
sammen d. h. verbunden da sind ; welche Verbindung durch die Kopula 
bezeichnet wird. Viel eher könnte man sagen, die Kopula (die Aus- 
dehnung) existirt und das Subjekt und Objekt sind Scheinwesen. Die 
chinesische Sprache nennt das Zeltwort „ho tseu" d. h. lebendiges AVort; 
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und hier dürfte die Metaphysik des Spraehgeistes das Richtige getroffen 
hahen; denn fürwahr alles Leben, alles reale Esistiren iiegt vielmehr 
in dem Geschehen als in dem Sein der grammatischen todten Wesen — 
Subjekt und Objekt. 

Mystische Gemüther mögen sich darin gefallen, irgend einem 
höheren Wesen ein solches reines Denken zuzuschreiben; das wäre 
aber in Wahrheit ein Unwesen. Wir sind allerdings nicht zu dem 
Ausspruche berechtigt „es kann nichts Anderes esistiren als eine Welt 
von Denken und Empfinden", aber eine solche andere Welt für möglich 
zu halten, ist widersprechend einem Denken tlberhaupt. Möge immerhin 
ausser Denken und Empfinden noch etwas Anderes existiren; darauf 
wären jedenfalls irgendwelche unserer Begriffe, eingeschlossen desjenigen 
von einer Existenz überhaupt, nicht anwendbar ; also darf es auch 
nicht möglich genannt werden. Wenn der Mystizismus dieses mög- 
lieh für ein höheres Wesen ausspricht, so ist das einfach ein 
Eingeständnlss seiner beschränkten Denkkraft; wenn aber der Kritizis- 
mus dui'Ch dieses möglich vermeint, einen höheren Standpunkt zu 
signalisiren dem Attribut denkunmöglieh gegenüber, so muss ihm 
vorgehalten werden, dass statt einen höheren kritischen Standpunkt 
erlangt zu haben, er einfach das Fundament Denken überhaupt 
■weggestossen hat, und in die bodenlose Leere hineinfällt, wie der an 
seinem Zweifel verzweifelnde Skeptiker. 

Setzen wir nun noch die Welt des reinen Empfindens. 

Wäre ein Wesen nur einer einzigen Empfindung fähig, so würden 
wir seinem Dasein (objektiv betrachtet) Dauer zusprechen, aber diese 
seine zeitliehe Ausdehnung könnte ihm dui-chaus nicht zu Bewusstsein 
gelangen; es selbst als eine einheitliche in sich abgeschlossene Welt 
würde kein Aussen kennen. Dasselbe würde stattfinden, wenn dieses 
Wesen verschiedener Empfindungen fähig wäre, die sich aber einander 
absolut ausschlössen, sodass die eine die andere ablöste, ohne eine 
Erinnei-ung irgend einer Art zu hinterlassen. Das reine Empfinden 
bringt also für sich auch keine Ausdehnung hervor; eine Welt des 
reinen Empfindens wäre keine Welt, hätte auch keine zeitliche Aus- 
dehnung; denn wir müssen bedenken, dass indem wir jener reinen 
Empfindungswelt zeitliche Dauer zusprechen, dies nur dadurch nicht in 
sich widersprechend ist, dass wir jene Empfindungswelt durch unser 
Denken vermehren, also die erstere Hypothese aufheben. 

Wird aber jenem empfindenden Wesen die Fähigkeit beigelegt, 
mehrere Erinnemng hinteriassende Empfindungen zu haben, dann 
entsteht für dasselbe, oder auch, es ei'zeugt für sich, eine Aussenwelt. 
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Wir können uns diesen Vorgang folgendenveise interpretiven: 

Das Empfinrlungswesen hat die Empfindung a, sodann die Em- 
pfindung h und vermag sich ausserdem noch der Empfindung a zu 
erinnem, d, h. dieselbe von 6 zu unterscheiden und mit ihr zu ver- 
gleichen. Dies Unterscheiden und Vergleichen ist ein Urtheil, und der 
ganze Vorgang dieser synthetischen Zusammenstellung ist nichts Anderes, 
als was wir mit dem Begriff Denken bezeichneten; näher, denkende 
Setzung und Verbindung der Empfindungen a und b. 

Werden nun verschiedene Reihen von Empfindungszuständen durch- 
lebt, und kann das Wesen aus dieser Vielheit einen Zustand aussondern, 
welcher sich annähernd gleich bleibt, so wird es diesen beurtheilen als 
■einem stabilen Subjekt entsprechend, gegenüber einer Vielheit von 
Attributen ; weil die Natur des Denkens überhaupt, charakterisirt durch 
die Funktionen „trennen, vergleichen", sich in diesen grammatischen 
Formen bewegen muss. Eine eingehendere Betrachtung dieses Urtbeils, 
welches die logische Funktionalverbindung in Verbindung nach „Ui'sache 
und Wirkung" umwandelt, folgt unter Kausalität. Diese wechselnden 
Zustände bilden seine Aussenwelt, weil es sie beurtheiit als vei-schieden 
von dem Subjekt Ich. 

Diese Aussenwelt entsteht auch wenn gar keine äusseren Objekte 
^im gemeinen Sinne) diese Zustandsändeningen bewirkten; irgend welche 
subjektive Phantasien würden diese Aussenwelt gleicherweise erzeugen, 
sofern nur das Urtheil des Subjekts, einerlei ob mit Recht oder Unrecht, 
dieselben als etwas Fi'emdes, nicht stabil seinem Wesen Verbundenes 
bezeichnet. Diese Aussenwelt ist aber noch nicht geschieden in eine 
zeitliehe und räumliche; sie kann rein zeitlich gedeutet werden, solange 
noch keine näheren Bestimmungen über die Art jener Empfindungen 
gemacht worden sind. Das Gesehehen oder Wahrnehmen von Empfin- 
dungen ist demnach identisch mit zeitlicher Ausdehnung und denkender 
Setzung dieser Ausdehnung. Die Zeit ist also nicht etwas Empirisches, 
was ohne „Geschehen von Denken und Empfinden" nebenhe]- ablaufen 
könnte; ebensowenig entsteht sie durch das isoUrte Denken, den ab- 
strakten logischen Prozess, ebensowenig durch das Geschehen von Iso- 
lirter reiner Empfindung; sondern sie entsteht durch (oder: ist zugleich 
da mit) das denkende Setzen verschiedener Empfindungen. Durch 
dieses denkende Setzen kommt das empfindende Wesen zum Bewusst- 
sein seiner Empfindungen als von Dauer, von zeitlicher Ausdehnung; 
es hat die Verschiedenheit der zeitlichen Ausdehnungen kennen ge- 
lernt, und ist dadurch zu der Möglichkeit gelangt, die Ausdehnung 
als Et\vas wahrzunehmen , üir entsprechend den Befiriff Zeit zu 
bilden. 
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Diese Wahrnehmung ist lückwärts gewandte Erinnerung, vorwärts 
gerichtetes Begehren; und aus dieser Wahmehmung wird weiterhin der 
Subjektbegriff konstruirt, Seele als aktives Prinzip ; das Subjekt Seele 
ersetzt das Zeitwort „Geschehen, Empfinden." 

Diese Ausdehnung nun ist ganz allgemein, ohne irjiend welche 
näheren Bestimmungen. Einzelne Stellen können darin entsprechend 
dem Geschehen der Denkakte bezeichnet werden, aber die Ausdehnung 
als solche zwischen den Stellen a und 6 ist durchaus gleichartig der 
von & nach e oder irgend einer andern , weil sie ja nichts anderes be- 
deutet, als Stattfinden der Empfindung überhaupt. Der Verbindungs- 
modus der einzelnen Stellen ist demnach überall derselbe. In der 
Funktion 

ify (a, h, c ) = Nacheinander = Reihe 

kann das a nicht anders mit dem c verbunden werden als durch b; 
der Verbinduügsmodus von a, 6; a, c; i, c; c, a; c, b ist überall ein 
und derselbe, weil Empfindung schlechtweg. Deshalb kann die Zeit- 
reihe (fr auch symbolisirt werden durch die Funktion des Zusammen 

(«, b, c ), wobei dann die Bedingung gestellt ist, dass die 

innere Beziehung Richtung zwischen den Einzelgliedern überall ein 
und dieselbe sei. Dies wird auch ausgediilckt durch: 

die verlaufende Zeit kann als gerade Linie ohne Begrenzung 
dargestellt werden. 
Die Repräsentation der Zeit als Reihe durch 

(f, (a, b, c ....)==... 1 + 1 + 1 + 1 

wäre demnach falsch; denn in dieser arithmetischen Reihe als Summe 
liegt nicht die Einheit der inneren Beziehung im Zusammen ausgedrückt. 
Diese Symbolik ist jedoch brauchbar, wenn das Zeichen + in diesem 
Sinne gedeutet wird. Die Nichtbeachtung der logischen Zweideutig- 
keit der Zeichen + und — ist verhängnissvoil für manche Schlüsse 
der Pangeometrie geworden, wie in der Folge ausgeführt werden wird. 
Deshalb kann es auch keine verachiedene Zeiten geben, obgleich 
ein jedes Subjekt seine eigene Zeit pi-oduzirt; denn diese vielen Zeiten 
haben alle dieselbe Richtung oder alle die Abstraktion von jeder 
Richtungsverschiedenheit. Ebenso haben sie nicht verschiedene Stellen, 
sondern die Stellen einer jeden fügen sich in die Stellen einer jeden 
anderen ein, sind nicht vei'schieden davon, weil die Stellen der Reihe 
wohl voneinander verschieden sind , die Reihe selbst als Begriff aber 
stets dieselbe ist, einerlei von welchem Subjekt sie produzii't wird. 
Ein jedes Subjekt produzirt seine eigene Zeit; wenn dieselben aber über 
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dieses Produkt urtheilen, sich miteinander über dieses Produkt unter- 
halten, so setzen sie ja dieses Produkt als Begriff, nicht als subjektive 
Empfindung; und dieser Begiuff ist ein und derselbe, einerlei von 
wem produzirt, ebenso wie der Begriff und die matliematische Kon- 
straktion des Regenbogens ein und derselbe ist, obgleich ein jedes 
Individuum seinen eigenen Regenbogen sieht. 

Noch ist zu bemerken, dass es eine leere Zeit nicht geben kann, 
weil dies die direkte Negation des Zeitbegriffs wäre, der Erfüllung, 
des Daseins von Gegebenem als Empfindung (Dauer der Empfindung 
des Daseienden). Diese Erfüllung, objektiv betrachtet, kann eine 
mannichfaltige sein; deshalb bleibt aber Zeit der Begriff des Daseins 
überhaupt, was zu negiren ein Ungedanke ist. Wesentlich verschieden 
hiervon wird sich die Möglichkeit der Begriffskombination „leerer Raum" 
herausstellen. 

Weiter ist von der Zeit nichts auszusagen, weil sie eben ihrer 
Form nach nichts ist als die absolut allgemeine Ausdehnung ohne irgend 
welche innere Unterschiede, 

Die Frage, ob die Zeit ausserdem noch als etwas Objektives realen 
Werth habe, was gewöhnlich mit Hinweis anf die geologisch be- 
glaubigten Zeiten, in denen es noch keine empfindenden Organismen 
gegeben habe, vorgehalten wird — bleibt einstweilen unerörtert; im 
Schlusskapitel wird diese Frage mit anderen ähnlichen nach der 
Realität der Welt behandelt werden. Hier sollte nur ausgeführt werden, 
dass die Zeit jedenfalls auch subjektiv von jedem denkenden Individuum 
produzirt werden muss. 

Der Raum. 

Ebenso wie die Funktion gn,- zur Zeit wurde, wenn an Stelle ihrer 
logischen Elemente Empfindungen traten, ebenso wird aus der 
Funktion (p, Raum, wenn ihre Elemente Empfindungen sind. Dieser 
Raum ist der angeschaute sogenannte empirische Raum, wenn wir uns 
des Komplexes dieser Empfindungen (p^ (a, h, c . . .) bewusst sind als 
Folge dessen, was wir Wahrnehmung oder Vorstellung nennen; es ist 
der begiiffliche oder geometrische Raum , wenn wir in der Reflexion 
nur den Begriff der Einzelempfindungen a, b, c . . . und den Gesammt- 
hegriif f^ setzen. 

Diese Einzelempfindungen ei'zeugen aber nicht den angeschauten 
Raum, insofern sie verschieden von einander sind — gelb, wann, nass 
etc., sondern insofern eine jede noch so verachiedeue Empfindung, 
füi- die Seele ein einheitliches Element enthält. In alle den ß,6,c 
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muss etwas Einheitliches stecken, wodurch die Kombinationen a^ a^ 
% (Ig »1 % etc. zu Ausdehnungen, und die logische Beziehung ihrer 
Elemente auf einander zu räumlicher Richtung, die Ordnung dieser 
Richtungen durch das Denken zu einem allseitig zusammenhängenden 
Kontinuum wird. 

Die empirische Bedingung dafür, dass die Seele räumliehe Unter- 
schiede setze, ist: dass sie mehrere Empfindungen zugleich habe, die 
einer gewissen Hinsicht nach gleichwerthig sind, aber doch unter- 
schieden werden können, weil sie der Annahme gemi^s zugleich als 
(fi^ (a, h, c, ■. . . .) da sind. Sei z. B, das Einzelelement a = gelb, so 

hat die Funktion die Gestalt (f,, [oi a^ a^ ); ein jedes Element 

ist ein und dasselbe gelb, und doch müssen sie von der Seele als 
Einzelindiyiduen anerkannt werden. Tritt diese Anerkennung ein — 
einerlei wie dies möglich ist (von den Bedingungen dieser Möglichkeit 
wird bald die Rede sein), so muss die Seele jene Einzelelemente a in 
einer bestimmten Weise, den behandelten üenkfoi-men gemäss, ordnen; 
denn dieselben chaotisch liegen lassen wäre gleichbedeutend mit 
Nichtunterseheiden der Einzelelemente. 

Wie es nun zugeht, dass solche gleicliwerthige Empfindungen auf 
die Seele eindringen — wie es möglich ist, dass die Seele, oder wie 
immer das Subjekt genannt wird , diese verschiedenen, gleichwerthigen 
Empfindungen zugleich auffassen kann — was die innere Natur oder 
Konstruktion dieses Subjektes sein muss, um so etwas überhaupt mög- 
lich zu machen - dies sind alles Fragen, welche uns hier nicht be- 
schäftigen. Die eisten jener Fragen zu beantworten ist Aufgabe der 
Physik, die letztere Aufgabe der Physiologie; es sind rein empirische 
Fragen. b ein solches Zugleich von Empfindiuigen stattfindet, 
welches zur subjektiven Eraeugung des Raumes Anlass gibt, ob ein so 
konstruirtes Subjekt esistirt, welches jene gleichwerthigen Empfindungen 
auffasst, das ist nur aus dem Empirischen zu entnehmen. Und ebenso, 
welcher Tlieil des Raumes als Körpergestalt oder wirklieb an- 
geschauter Raum bei einem Subjekt auftritt, hängt nur von den 
empirischen Verhältnissen ab. Aber möglich ist die Anschammg einer 
Linie, einer Fläche und eines Körpers, und die Möglichkeit der Aus- 
dehnung dieser Gestalten ist unbegrenzt; unmöglich ist aber etwas 
thatsächlieh oder in der Vorstellung anzuschauen, was hiervon qualitativ 
verschieden wäre, wie man sich etwa vier dimensionale Ausdehnungen 
imaginiii. 

Es wäre z. B. ganz gut möglieh, dass eine Welt existirte, in 
welcher gar keine solchen gleichwerthigen Empfindungen aufträten, 
und in welcher demnach auch keine äusseren Objekte vorhanden 
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wären. In einer solehen Welt würden weder Köiper noch ein leerer 
Raum angeschaut werden. Das Denken würde abei- immerhin die 
Funktion f, (a^, a^,....) bilden können, ebenso wie der Geometer 
auch Begriffe bildet, die keinem Gegenstand in der Natur entsprechen. 
Aber auch in einer soichen Welt müsste man von einem Subjekt, und 
einer dem Subjekt koordinlrten objektiven Welt sprechen, wenn auch 
diese Bestimmungen durahaus nicht dem kon-espondiren , was man ge- 
meiniglich Innen- und Aussenwelt nennt. Denn das Selbstbewusstsein 
als grammatische Bildung eines Subjektes den vielen aufeinander- 
folgenden Empfindungen gegenüber, kann auch in einer solchen V/elt 
auftreten. 

Stellen wir uns z. B. einen im Starrkrampf liegenden Menschen 
vor, dem alle Erinnerung an sein fiillieres Leben entschwunden ist 
dessen Gehörsinn jedoch noch funktionlrt. Solche Zustände kommen 
bekanntlich vor. ") 

Wenn nun ein solcher Mensch ein Musikstück hört, so hat er 
viele verschiedene Empfindungen; er empfindet im Nacheinander, er 
empfindet (oder schaut an) aber kein räumliches Nebeneinander, weil 
die verschiedenen Töne qualitativ verschiedene Empfindungen sind; 
zwei ganz gleiche Töne, von zwei Instrumenten gleichzeitig erzeugt, 
werden vom Gehörsinn nicht unterschieden, sondern als ein einziger 
Ton empfunden. Für einen solchen Menschen existirt also kein 
Raum , sondeni die Tongruppen folgen sich wie eine Reihe von 
BildeiTi, wie eine Innenwelt, welche solange reine Innenwelt bleibt, als 
er keine Veranlassung hat, in derselben ein Ich und em dem Ich 
Fremdes zu unterscheiden. Wie vorher ausgeführt, tritt diese Ver- 
anlassung erst ein , wenn er eines jener Bilder oder Empfindungen als 
beständig allen anderen sich gegenseitig ablösenden gegenübersetzen kann. 
Dies ist nun auf sehr mannichfaltige Weise möglich. Wenn ihm z. B. ein 
Grundakkord beständig durchklingt, einerlei ob noch andere Töne mit- 
klingen oder nicht, so wird schon die empfindende Seele, weil sie zu- 
gleich auch denkt und urtheilt, geneigt sein, jene stabile Empfindung 
den wechselnden als Subjekt einem Fremden (oder Anderen) als gegen- 
itberetehend zu beurtheilen. Viel stärker noch wird sie zu diesem Ur- 
theiie geneigt sein, wenn die stabile Empfindung eine den wechselnden 
gegenüber ganz anderartige ist, wenn sie z. B. einen stechenden 
Gefühlsehmerz während jener Töne und auch während dieselben nicht 
erklingen , wahrnimmt. Je gi-össer nun die Anzahl dieser stabilen 
Empfindungen ist, oder je stärker ihre Intensität, desto mehr wird das 
logische Urtheil auf der Setzung eines stabilen Subjektes bestehen, eines 
Ich, einem vom Ich vei"sehiedenen Geschehen einer objektiven Welt 



y Google 



92 A- Kap. EX. Die Formen der Äussenwell. 

gegenüber. Je länger die Dauer, je gi-össer die Anzahl dieser Gegen- 
überstellungen, mit einem Woi-t — je Tielseitiger die Erfahiiingen der 
Seele, desto metr wird sieh die grammatische Subjektsetzung der Seele 
als Glaube an ein stabiles Ich, eine Peraönlichkeit , einbürgern. Auf 
ird das lediglich empfindende Bewusstsein zu dem, was 
I nennen. Vollständig wird dies Selbstbewusstsein 
und damit der Glaube an die Persönlichkeit erst durch Anwendung der 
Kategorie Kausalität; wovon später. 

Vei-vielfältigen wir nun die Bedingungen, wie sie in den Denk- 
formen (p^ und qi^ vorgezeichnet sind, so können wir gleicherweise die 
Entstehung einer räumlichen Äussenwelt verfolgen. 

Empfinde z. B. die Seele nicht allein qualitativ ganz verschiedene 
Töne, sondern auch qualitativ gleichartige, etwa den Ton a von der- 
selben IClangfarbe, aber in stets wachsender Intensität, während die 
anderen Töne eine und dl^elbe Intensität beibehalten; dann wird 
die Seele die Empfindungsqualität a nach ihren Intensitätsstufen 

a' a^ a^ unterscheiden, und demnach die Empfindungen a^ a* «* 

in eine Reihe ordnen können und müssen.^*) Diese stätig aufsteigende 
Reihe der Empfindungen a kann nun beurtheilt werden als Lage der 
drei gleichen Töne a in gi'ader Linie, Ausdehnung der Tonwelt (Ton- 
ui^achen) in einer Dimension. Natürlich kann dies Ürtheil auch andei-s 
ausfallen, wenn gleichzeitige andere Empfindungen die Ausdehnung der 
Lage nach schon voi-weggenommen haben, sodass den Empfindungen 
«1 a^ a* eine und dieselbe Stelle, aber ein Untei-schied der Intensität 
zugeschrieben wird. Thatsächlich bemtheilen wir ja die Intensitftts- 
steigeruBgen der Töne auf beide Arten ; entweder als verursacht durch 
gi'össere Nähe der Ursache a, oder durch eine stärkere TJi-sache, grösseres 
Quantum der Ursache, an ein und derselben Stelle ; es hängt dies eben 
von den begleitenden Empfindungen ab. Die Seele wird nun thatsächlich 
den Empfindungen a^ a.^ a^^ niemals eine räumliehe Lage in grader 
Linie zuschreiben, sondern nur auf Intensitätsuntersehiede schliessen, 
wenn sie nicht schon Gelegenheit gehabt hat, in wenigstens zwei 
Dimensionen ordnen zu müssen. Das Warum wird aus dem Folgenden 
liervorgehen. 

Auf welche Weise kann nun eine zweite Dimension entstehen, oder 
welche Empfindungen können das Urtheil hervorrufen, die Ursachen 
der Töne müssten noch nach einer zweiten Dimension geordnet wer- 
den? Drei Dimensionen stehen ja dem Urtheile zur Disposition. 

Einfach dadurch, wie sich aus Inspektion derDenkfoi-m q>^ ergibt, 
dass irgend ein zweiter Sinn viele a von dereelben Intensität — welche 
deshalb dem ersten Sinn als nicht unterscheidbai- vorkamen — nach 
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UnterscMeden c^ «2 a^ . . . zu trennen vermag, welche Unterscliiede eine 
ebensolche Intensitätsreilie bilden , wie die Oi a^ a^ . . . . des elfteren 
Sinnes. Die Summen der Empfindungen, welche bei dieser Annahme 
dem Urtheil unterbreitet werden, erhalten also die Fonn: 



«2 /Ji <h ß2 <*i ßs 

Weil nun in diesen Empfindungssummen alle die Konnexe % ß, % ßs 
Oi ßi die mittlere Stellung (mittlere Proportionale) zwischen den Em- 
pfindungen fli und 013 dem Empfindungswerthe nadi haben müssen, 
deshalb kann das Ui-theil ihnen nur eine mittlere Lage der logischen 
Beziehung zusprechen ; — und weil Empfindung stattfindet, nicht ledig- 
lich abstraktes Denken, deshalb wird diese logische Beziehung em- 
pfunden (angeschaut) als räumliche Ausdehnung, weil diese Empfindungen 
auf etwas Anderes als Ursache der Empfindung gedeutet werden. 
Warum diese Deutung auf eine Ursache stattfindet, von der Seele 
ausgeübt werden muss, wird im folgenden Abt.chnitte unter Kausalität 
eröi-teti. 

Die Umstände, welche ein solches Unterscheiden der Empfindungen 
«a als «a ßj, a^ ß^ veranlassen, können sehr verechiedenartige sein. Wir 
können diese Unterschiede aufgefasst denken durch einen zweiten Sinn, 
etwa den Tastsinn oder ein Innervationsgeföhl; aber auch durch ein 
zweites Gehörorgan, welches gleichzeitig der Seele Kapport erstattet 
über seine Empfindungen. 

Der im StaiTkrampf liegende Mensch erlange z, B. theilweise die 
Funktion des Gefühles zurück, in der Weise, dass die vielen, von dem 
Tonsinne als gleichwerthig aufgefassteu a^ von diesem als «i o:^ «3 . . . . 
empfunden würden; nicht etwa dadurch, dass der Ton 03 verschiedene 
Stellen der Gefühlsnerven treffe, sondern durch irgend welche Um- 
stände das einemal stärker als das anderemal den Geftihlssinn ei-rege; 
nur muss die Regel dieser verschiedenen Erregungen eine unveränder- 
liche sein, sonst wäre ja überhaupt kein logisches Urtheil möglieh. 

In diesem Falle würde die Seele einerseits 
die Tonempfindungen ts, a^ a^, und diesen korrespondirend zugleich 
die Gefühlsempfindungen «i a^ «3 erhalten. 

Ein und dieselbe Empfindung des einen Sinnes würde also von dem 
anderen Sinne als verschieden bezeichnet. Ein und dasselbe soll also 
auch verschieden sein. Dieses Dilemma darf die Seele in ihrem Ur- 
theil nicht ungelöst lassen, weil dadurch der Satz der Identität, jedes 
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Urtheii Überhaupt, uiimöglicli gemacht wUi'de. Und wie lost die Seele 
dieses Dilemma ? Einfach dadurch , dass sie die Hypothese eines 
äusseren Dinges X setzt, welches Ursache der Empfindungen a^ hei 
dem einen Sinne, «^ «^ . . . . hei dem anderen sei. 

Wie nun die Seele zum Verwenden der Begriffe Ui^ache und 
Wirkung, d. h. des Satzes vom zureichenden Gmnde kommt — was 
aussieht wie das plötzliche Auftreten eines neuen Denkgesetzes — wird 
im Abschnitt über die Kausalität erörtert werden. Durch dieses äussere 
Ding X können nun die gleichzeitigen Empfindungen Oj^a^ Oi a^ tii «^ 
auf zweierlei Weisen erklärt werden-, entweder dadurch, dass dem 
Ding sueeessive vei-schiedene Eigenschaften beigelegt werden, dass also 
eine Verändening des Dinges X vor sich geht, korrespondirend den 
drei Rapporten «j «i a^ «g «j «3, oder aber dadurch, dass das Ding 
ein und dasselbe bleibt, aber drei vei-schiedene äussere Beziehungen, 
ortverschiedene Stellen im Verhältniss zu dem empfindenden Subjekte I 
annimmt. Welche von diesen Erklärungen adoptirt wird, hängt von 
dem Ausfindigmachen anderer Empfindungen, <[&& heisat anderer äusserer 
Verhältnisse ah. 

Wenn wir ein Orchester aus weiter Entfernung mit geschlossenen 
Augen und ohne Bewegung des Kopfes anhören, so fehlt uns bei ge- 
eigneten Vorsichtsmaassregein ein jedes Urtheil über die Lage des 
Orchesters im Baume, weil alle Töne nahezu gleichwerthige Empfin- 
dungen hervorrufen, und nur das eine Tonorgan reagirt. Jene Musik 
erscheint uns dann sozusagen als ein Ereigniss der Innenwelt, ohne 
Existenz irgend welcher äusserer Dinge. 

Stellen wir uns jetzt aber mitten in das Orchester, so wird es 
nicht lange dauern und wir uitbeilen über die örtliche Lage der In- 
strumente, welche die verschiedenen Töne bewirken; und warum? 
Weil jetzt mehrere Sinnesorgane wirken, ein jedes Ohr erhält seine 
verschiedenen Empfindungen von einem und demselben Tone^ 
dazu kommen die Schallwellen, welche auf die Gefühlsnerven ver- 
schieden wirken; kurz, die Seeie muss verschiedene Empfindungen 
einheitlieh erklären, in logischen Konnex setzen, und das geht 
nicht anders als durch die Hypothese eines Dinges, welches Wirkungen 
verui-sacht. 

Ebensogut wäre aber auch diese zweidimensionale Ordnung der 
Töne möglich, wenn zwei verschiedene Gehörorgane der Seele die Em- 
pfindungen zum UrtheÜ unterbreiten, etwa zwei Ohren; nur müssen 
dann die zwei Organe nicht genau harmoniren, sodass was von dem 
einen Ohr als konstantes Oi, von dem anderen als «^ «^ . . . empfunden 
wird. Dies kann durch eine geringe Verschiedenheit im Bau der Organe, 
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unsymmetrische Stellung der Ohren etc. bewirkt weiden; dadurch 
eriangen auch die Thiere mit beweglichen Ohren ein so genaues Ur- 
theil über die Verschiedenheit der Geräusche, die örtliche Lage ihrer 
Ursachen. Dass durch eine unsyinmetrisehe Verschiebung der zwei 
Augen eine Linie oder Punkt sofort als zwei verschiedene beurtheilt 
wird, und die zwei Brillengläser als eins bei normaler Augenstellung, 
ist bekannt. 

Verfolgen wir z. B. die Annahme zweier verschiedener Gehör- 
organe, welche ein jedes für sich nur den spezifischen Klang a und 
seine Intensitätstufe 1,2, 3, 4,.. .. auffassen kann. Wenn der Ton 
a als ß.l, ffl. 2, .... auftritt, so liegt darin noch kein Grund, ihn als 
verursacht durch ein Instrument zu beurtheilen, welches nach Distanzen 

1. 2 sich nähert. Ganz anders aber wird die Sache, wenn der 

Seele zugleich gemeldet wird: 

Ohr 1) empfindet a.l, 

Ohr 2) „ ß.2. 

Wenn liierauf die neue Meldung folgt: 

Ohr 1) empfindet a.l, 

Ohr 2) „ a/A, 

U. H. f. 

Diese Gesamnitheit der Empfindungen soll erklärt werden , ge- 
ordnet dem Denkgesetze gemäss; und dies kann nur geschehen nach 
der Funktion (p^, welche hier die Form erhält 

r/.. = [(ß.l, <7..2), (a.l, a.Z);[aX aA) ] 

oder wie wir auch schreiben können 

(a . 1, a . 2) . . (« . 1, o . 3) 

(«,.1, a".2)..(a,.\, a,.S) 

(oa-l, a,.2)..(a,.l, a^.3) 

d. h. die Töne a müssen nach zwei Dimensionen geordnet werden, und 
ein Ding X hypostasirt, welches die Töne verui-sacht; dann ist es mit 
dem Denkgesetz vereinbar, zu sagen: das Ding X bringt auf Ohr 1) die 
Wirkung « 1 auf Ohi 2) die Wiikung a 2 heivoi und hat demnich 
Uli Baume die und die Stelle Ebenso wenn solche verschiedene 
Rapporte nachunandei zu einem Ganzen \eiemigt weiden das Ding 
X bewegt sieh m dei und dei Linie 

Wenn sich nun die Sinne oder vielmehr die (Quellen veimehien 
welche uns die Fmphndungen «i«, «i« weiter diftetenziien m 

«, «1 Qi «1 «1 üs «j Kl Oj --o steht dem Urtheil eint, diitte 

Dimension zu Gebote um die Ui-öaehen dei EmphnduUn'en zu einem 
Kontmuum zu oidnen ^') Abei hiei ibt die Gienze wo aus logischen 
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Gründen keine weitere .analoge Ausbreitung möglich ist. Den hypo- 
thetischen Fall gesetzt, dass vier verschiedene Reihen von gleichzeitigen 
Empfindungen dem Urtheil der Seele unterbreitet werden, so wird die 
Seele nicht eine vierte Dimension hypostasiren, weil das den Satz der 
Identität aufheben müsste, sondern die Ursache der vierten Empfin- 
dungsreihe einer verschiedenen inneren Qualität der Ursache zu- 
schreiben. 

Wenn wir z. B. einen Würfel von einem Centimeter Seite, dui'Ch 
das alleinige Tastgefühl bewogen, als nach drei Dimensionen ausgedehnt 
beurtheilen , so geschieht dies nach dem vorigen dadurch, dass das 
System der vielen Tastnerven sozusagen nach drei unharmonisch funk- 
tionircnden Organen der Seele Empfindungen zugehen lässt, wobei die 
konstanten Empfindungen a^ des Organs 1) von dem Organ 2) als 
«1 «3 ... . von dem Organ 3) eine jede Empfindung a des Organs 2) 
oder Empfindung a^ des Organs 1) als a^ Og a^ unterschieden wird, 
und dadurch die Summe der dem Ui-theil unterbreiteten Empfindungen 
beständig die Foi-m «i «i a^ hat. Kommen nun noch neue Empfin- 
dungen — schwer, wann etc. alle in steigenden Reihen vor, so können 
diese nicht einer neuen Dimension, sondern nur dem Würfel selbst als 
innere Qualitäten zugesehrieben werden. Dies letztere ist nun in diesem 
Falle schon daduich geboten, weil die Empfindungen warm, schwer etc. 
nicht gleichweithig den Tastempfindungen, also nicht beliebig mit den 
Reihen derselben veitauschbar sind. 

Der Empiii&t wnd hier nun einwenden wollen; „also drei unhar- 
monische Tastorgane werden analog unserer empirischen Welt voraus- 
gesetzt; und zugegeben, dass dieselben die dreidimensionale Ausdehnung 
subjektiv erzeugen, so müssten doch vier unharmonisch gebaute Tast- 
organe auch vier Dimensionen subjektiv produziren können." Dies ist 
der ewige Circulus vitiosus , oder auch Missbrauch des schematischen 
Fortschrittes, welches in der Mathematik gleicherweise die vierte 
Dimension erzeugte. 

Jene Dreizahl der hypostasirten Tastorgane ist nichts Empirisches, 
sondern hervoi^egangen aus einem logischen Schlüsse. Das Tastorgan 
selbst ist etwas Empirisches, und es können deren hundert und tausende 
vei-achiedene empirisch vorhanden sein; aber es können nur drei solcher 
vorhanden sein, deren Reaktionen oder Empfindungen aa a unter sich 
beliebig vertauschbar sind, sodass sobald a an die Stelle von « gesetzt 
wird, a und o beliebig die Stellen von a und a austauschen können; 
wie im Kapitel über die Denkfonnen in aller logischen Strenge nach- 
gewiesen worden ist. Thatsächlich wird unser System der Gefilhls- 
nerven bei einer jeden Muskelbewegung nicht nur drei verschiedene 
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Emp flu dun gsrapp orte abstatten, sondern vielleicht zehn und nocii mehr : 
alle diese werden und können durch die Seele aber nur zu einem 
dreidimeHSionalen System von Verschiedenheiten geordnet werden. 

Das Resultat also ist kurz: 

Einerlei wie viele vei-sehiedene Sinne oder wie viel unharaionische 
Stellungen ein und desselben Sinnesorganes empirisch vorkommen; und 
einerlei, wie viele Empfindungen durch eine beliebige Zahl von Sinnen 
von einer Seele zu einem einheitlichen Urtheil zusammengestellt wer- 
den mögen, alle diese Vielheit von Sinnen vermag nur drei von ein- 
ander nach der mittleren Proportionale (dimensional) unterscheidbare 
Empflndungsreihen zu liefern,*") welche demgemäss miteinander ver- 
tauschbar sind; und deshalb ist die dreidimensionale Ausdehnung des 
Raumes eine logische Nothwendigkeit; die Thatsaehe der Ausdehnung 
selbst aber, sowohl der zeitlichen wie räumlichen, ist die Folge der 
Existenz eines nicht allein sinnlich markirenden, sondeni eines fühlenden, 
wollenden, strebenden d. h. aktiven Prinzips. 

Mit diesem Resultate verschwinden auch alle Schwierigkeiten in 
der Erklärang des physiologischen Lebens. Ob dem Gesichtssinn als 
solchem die Fähigkeit zugeschrieben wird, eine, zwei oder drei Dimen- 
sionen aufzufassen, oder ob derselbe, wie dies jetzt meist geschieht, 
auf die Fläche beschränkt und der Muskelbewegung (also dem kom- 
binii-ten Tast- und Innervationssinne) die Auffassung der dritten 
Dimension zugesehiieben wird, ist ganz gleichgültig für das Zustande- 
kommen der räumlichen Anschauung. Es ist dies eine physiologische 
Frage. Ich würde befürwoiten, dem isolirten Gesichtssinne gar keine 
Auffassung von Dimensionen zuzuschreiben, sondern ihn zu definiren 
als die Fähigkeit, Fai-ben ihrer Intensität und dem Farbentone nach 
aufzufassen; jedenfalls würde daraus eine schärfere, logische Fassung 
der Begriffe Gesieht und Getast hervorgehen , ohne dass damit irgend 
ein Nachtheil für die physiologische Erklärung entstände. Ebenso 
irrelevant ist es, ob die Sehempfindungen uns in gi'aden, durch das 
optische Zentrum des Auges laufenden Linien, oder als Kurven, oder 
als windschiefe Kegel zugehen; ob das Bild auf der Netzhaut, aufrecht 
oder auf dem Kopfe oder in irgend einem Winkel steht, ob die Augen 
symmetrisch korrespondiren oder nicht. Denn die betreffende Gestalt 
des Köi-pei-s ist ein UrtheU der Seele ; und alles was hierzu nothwendig 
damit dies richtig ausfalle, ist, dass einem und demselben Gegenstande 
immer eine und dieselbe Empfindung kon-espondire. Der zweckmässige 
symmetrische Bau der Sinnesorgane kann dieses Urtheil allerdings er- 
leichtern, aber nicht bedingen. Dies wird nicht allein bewiesen durch 
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Krüppel , welche richtig fühlen , Schielenfie , welche richtig sehen, 
MJkroskopiker , welche ihre Haiidbeweguiigen unwillkürlich umkehren, 
sobald sie an ihrem Instrumente sitzen, sondern im Grossen auch durch 
das Fürwahrhalteu des Kopernikanisehen Weltsystems durch das ein- 
heitliche Hinzeiehnen der elliptischen Bahn eines Planeten, einerlei ob 
dies Urtheil aus den Empfindungen hervorging, welche die Betrachtung 
einer Schlinge des Merkur oder der gei-aden Linie, welche vom Jupiter 
beschrieben wird, hervorrief. Das rasche Sehen der Kui've des Eies 
und das langsame Sehen der Planetenbahn, beides sind Urtheile der 
Seele. ^') 

Hier wird nun das naive Bewusstsein seine Auffassung der Dinge 
wieder verfechten wollen und si^en: „aber es ist doch ein gewaltiger 
Unterschied,, ob ich das Ei und seine begrenzende Linie anschaue 
oder über das Urtheil der Merkurbahn reflektii-e; bei diesem gibt mir 
die AuBchauimg nur ein kreismndes Seheibchen an vei'schiedenen 
Stellen des Himmels, und durchaus nicht die Anschauung einer leuch- 
tenden Linie. 

Ein Untei'schied ist gewiss da, aber kein prinzipieller, der auf das 
Auftreten eines neuen Elementes „sinnliche Anschauung" zui-ilck- 
gefllhrt werden niüsste. Dieser Unterschied liegt nur in der jeweiligen 
Konstitution unseres Organismus; in der Schnelligkeit seiner Lebens- 
bev^egung, in der relativen Geschvrindigkeit, mit welcher er Wahr- 
nehmungen der Sinne an d^ Zentralorgan, an die Urtheilskraft der 
Seele überliefert, und an der Dauer, mit welcher er die Empfindungen 
in ungeschwächter Stärke festhält. Wären diese Bedingungen, die 
Konstniktion des Organismus verschieden, so würde auch das Urtheil 
über das, was angeschauter Körpei-, und was berechnete Bahn ist, ver- 
schieden ausfeilen. Bewegt ein Körper sich langsam im Kreise, so 
heisst das naive Urtheil: „wir sehen einen Körper sieh in kmsfönniger 
Bahn bewegen." Bewegt er sich rasch, so heisst es: „wir Sehauen ein 
körperliches Band." Wäi'e unsei-e Lebensgeschwindigkeit millionenfach 
verlangsamt, so wOi-den wir keine Sonne, sondern ein feuriges Band 
am Himmel sehen. Hielte unser Sehoi-gan die Lichteindrücke stunden- 
lang fest, anstatt wie jetzt nur- etwa Viu Sekunde, so würden wir gleich- 
falls ein bestiLndiges feuriges Band am Himmel sehen. Wäre unsere 
digkeit millionenfach rascher, unsere Sehfähigkeit miki-os- 
Aer, so würden wir nicht mhende Köi'per aiBchauen, sondern an 
Stelle eines solchen ein Durcheinandei^chwärmen von vielen kleinei'en 
Körperchen. Die.naive empirische Anschauung hat also nur relativen Werth 
für das logische Sclilussurtheil , und löst sich auf in eine Reihe ihm 
durchaus gleichartiger Akte; die sinnliche Ansehauungsfoiin als etwas 



y Google 



Das Ding. 99 

Elementares, dem measehlichen Intellekt Zugehöriges, ergibt sich 
als Attribut eines PseudobegvifFs. 

Wenn aber die Organe der Seele jeden Augenblick in ihrer 
Reaktion sieh veränderten, dann wäre ein konstantes, d. h. ein Ur- 
lheil überhaupt, nicht möglich; ebenso wenig, wie der Schielende 
richtig sehen könnte, wenn seine Augen ihre koiTespondirende Stellung 
jeden Augenblick und ohne Regel änderten. 



Das Ding. 

Die Aussenwelt nehmen wir im Allgemeinen wahr als eine Vielheit 
von Dingen. Das Ding entsteht^ indem wir die nach den Funktionen 
^,. und ffg giTippirten Sinneszeiehen unserer Wahrnehmungen als Attri- 
bute einer von uns verschiedenen Individualität (Substanz) zuschreiben. 
Zu dieser Konsti-uktion werden wir , gezwungen durch die denknoth- 
wendige Anwendung des Satzes vom Grunde. So lange wir uns ledig- 
lich empfindend verhalten, existiren für uns keine äusseren Objekte, 
sondeiTi Alles ist sogenannte innere Empfindung. Sobald wir aber diese 
Empfindungen denkend setzen, d. h. sie nach dem Satz der Identität 
und des Gmndes verbinden, werden dieselben in verschiedene Komplexe 
geschieden, welche wir je nach ihrer Bedeutung für das Leben bald äusseres 
Ding, bald Bestandtheil unseres Organismus, bald Prozesse unseres 
Geistes, oder Aeusserungen unseres Ich' nennen. Die Scheidungen obiger 
Empfindungs-(Vorstellutigs-)Koniplexe nach diesen Unterbegrifl'en hängt 
zum Theil ab von der physischen Natur des denkenden Organismus, 
und von der Ansammlung von Vorstellungen in diesem Individuum, 
d. h. von einer Erfahrung; — aber nicht etwa von seiner Jiatur oder 
Art und -Weise des Denkens, weil nur eine einzige Art des 
Denkens denkmöglich d, h, logisch ist. Bei den Kindera ist dies leicht 
zu beobachten. Das Ding des Naturforschers wurde oben definirt als 
Groppirung der aus den Empfindungen isoliiten Sinneszeiehen. Damit 
bleibt die Gmppirung der Gefühle nach konstanten oder veränderlichen 
Funktionen als Material übrig, um das Objekt „Pei'sönliehkeit, Ich" 
zu bilden; ein Objekt, welches wir vom subjektiven Standpunkte aus 
Subjekt nennen, s. S. 113 u. ff. 
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A. KAPITEL S. 

KAUSALITÄT. 
1. Der Funktionalbegriff als Ursache und Wirkung. 

In den beiden letzten Abschnitten sind die Begriffe „Ui-saebe und 
Wirkung" häufig gebraucht worden, ohne dass vorher eine Definition 
derselben gegeben worden wäre. Es war dies nicht möglich, ohne den 
Fortschiitt der Darstellung zu stören, und wird die prinzipielle Er- 
örterung d^ Kausalitätsbegriffes deshalb erst jetzt vorgenommen. Unter 
den Denkformen wurde aufgezeigt, wie der einzig denknothwendige 
Verbindungsmodus derjenige der mathematischen Funktion sei. 
Aus derselben ging hervor, dass in <fr. später als abstrakte Zeit ge- 
deutet, nur eine Verbindungsart des „vor und nach", also der Folge, 
möglich sei; in der Form (p, dagegen auch eine solche der gegenseitigen 
Beziehung, wie es sieh etwa dadurch erläutern lässt, dass durch die 
Bestimmung dreier Linien als Seiten eines Dreiecks auch die Winkel 
des Dreiecks nothwendig bestimmt sind. Diese funktionale Bestimmung 
ging aus dem Identitätssatze hervor, war also rein logischer Natur. 
Nun wurden zur Konstruimng der Äussenwelt auf einmal die Begriffe 
„Ursache und Wirkung" verwendet, d. h. der Satz vom zureichenden 
Grunde. War das nicht etwas Neues, lediglich aus der Erfahrung 
Herübergeholtes, was also auch anders sein könnte? ist demnach nicht 
die Kausalität ein empirischer Begriff? 

Mit Nichten: 

Der Kausalitätshegriif in seiner Fassung als „Ursache und Wir- 
kung" zur Erklärung der Naturvorgänge ist gar kein anderer, als der 
logische Funktionalhegriif in seiner Anwendung auf das Nacheinander 
und Nebeneinander als denknothwendige Formen der Äussenwelt, d, h. 
in seiner Anwendung auf eine Welt überhaupt, die nicht andei-s 
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gedacht werden kann, denn als eine Vielheit its Veränderung, ein 
Geschehen. 

Findet nur ein Geschehen im Nacheinander statt, wie beim An- 
hören einer einfachen Melodie, so ist ein jeder einzelne Ton x bestimmt 
durch seine Stellung in der Reihe der Töne, als Folge des vorher- 
gehenden; und ebenso ist sein nächstfolgender bestimmt als Folge von a;. 
Die Melodie wird, sofern sie in einer späteren Periode wiederum auf- 
tritt, nur als die gleiche erkannt, oder vielmehr sie wird als gleich der 
früher gehörten bezeichnet, wenn die funktionale Bestimmung ihrer 
Einzeltöne im Ganzen der Melodie dieselbe ist; also hier, wenn die 
Töne der Melodie dieselbe Reihenfolge haben. 

"Wird nun ein Komplex des Nebeneinander betrachtet, so ist in 
diesem gleicherweise ein jeder Einzelthei! funktional bestimmt durch 
alle übrigen. Sind in einem bestimmten Dreieck zwei Seiten bekannt, 
so ist dadurch das fehlende Stück in der Gesamratheit, die dritte Seite, 
funktional durch die Übrigen Stücke bekannt; anders kann es nicht 
sein, wenn das Dreieck als Komplex; ein bestimmtes sein soll. Ebenso 
ist es in jedem grösseren Komplex. Sobald nur einem einzigen Ele- 
mente ein Spielraum, eine veränderliche Bestimmung zugelassen wird, 
ist die Gesammtheit nicht eindeutig bestimmt. 

Verbinden wir nun das Nacheinander und Nebeneinander, d. h. 
betrachten wir einen Komplex, welcher gebildet ist durch naeheinander- 
folgende Einzelkomplexe, die ein jeder ein Zusammen von vielen Ele- 
menten ausmachen, so haben wir ein Stückchen Welt, In diesen kom- 
binirten Komplexen haben wir aber weiter nichts als eine Wiederholung 
der verbundenen früheren Betrachtungen, und deshalb muss im Ganzen 
der Zustand eines jeden Elementes zu irgend einer Zeit funktional be- 
stimmt sein durch die Zustände der anderen Elemente zu den ver- 
schiedenen Zeiten, wenn das Ganze eindeutig bestimmt sein soll. In- 
sofern kann ein jedes Element zu irgend einer Zeit die Ursache genannt 
werden, dass die anderen Elemente zu irgend welcher Zeit so und so 
sein müssen, ebenso wie in irgend einer mathematischen Funktion ein 
jedes Element genannt werden kann: Ursache davon dass die ganze 
Funktion so und so aussieht, Verwirrung entsteht nur dadurch, dass 
zur Bezeichnung dieser funktionalen Verbindungen in den Naturvor- 
gängen Begriffe verwendet werden wie „Ursache, Wirkung, Kraft," 
welche sämmtlich ursprünglich Gefühlsbegriffe sind, und dadurch die 
rein funktionale Verbindung der dem Gefühl indifferenten Sinneszeichen, 
welche wir äussere Welt nennen, verechleiern. In Wahrheit sind diese 
Sinneszeichen allerdings mit Gefühl verbunden; wenn wir jedoch von 
Erklärung der äusseren Welt sprechen, so abstrahiren wir absichthch 
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von dem thatsächlich mit vorhandenen Gefühl, weil wiv lediglich ob- 
jektiv von den Naturvorgängen sprechen wollen. 

Wenn wir zum Beispiel sagen : der Funke ist Ursache, dass die Wir- 
kung „Explosion des Pulvers" stattfindet — , so haben wir uns phan- 
tasiemässig den Funken als eine lebendige, wollende Pereönlichkeit 
vorgestellt, welche auf ein Ding „Pulver" eine Wirkung durch seine 
Kraft ausgeübt hat. 

Stellen wir die Vorgänge jedoth luth m Worten vollständig als 
indifferent jedem Gefühle dar, so müssen wu sagen: wir reflektiren 
über eine nacheinand erfolgende Reihe von Komplexen des Zusammen; 
und in dieser Reihe ist nicht zuerst Puhei da, und dann kommt der 
Funke hinzu, und dann gibts Explosion — sondern, es ist der ganze 
Vorgang in folgendem Komplex einbegriffen: 

[Pulver ' und Wäi-me ' in gewisser Vertheilung, 
JPulver^ und Wärme ^ in anderer Vertheilung, 
[Gase und Wärme ^ in anderer Vertheilung. 

In dieser Gesammtheit, wo die Querlinien die gleichzeitigen Kom- 
plexe des Nebeneinander, und die Vertikalausdehnung die Reihe des 
Nacheinander darstellt, ist ein jedes Einzelelement — sei es Pulver' 
oder Wärme' oder Gase etc. funktional bestimmt durch alle übrigen; 
sobald eins der Elemente zu irgend einer Zeit anders wäre, als es eben 
ist, würde der ganze Vorgang ein anderer sein. 

Bei der üblichen Erklärungsweise (der naiven noch viel mehr als 
der physikalischen), wird jedoch ein bestimmtes Element, welches uns 
gerade wegen irgend eines weiteren Zweckes hervorragend interessirt, 
als ein Einzelding Funke bestimmt, und wieder ein anderes Element 
„Gase" als ein anderes Einzelding aus dem ganzen Vorgang heraus- 
gesucht; und diese beiden uns vorwiegend interessirenden Einzeldinge mit 
den Gef iihlsbegriffen „Ursache und Wirkung" vorzugsweise in kausale 
Verbindung gebracht, obschon alle anderen Elemente in ganz derselben 
funktionalen Verbindung stehen; was uns aber entgeht, weil diese an- 
deren, aus dem ganzen Vorgange auszusondernden Elemente nicht 
unserem Gefühl und unserer naiven Auffassungsweise ebenso unmittel- 
bar auffallen wie „Funke, Prdver, Gase", 

Ii£^s nun von den zwei in kausale Verbindung gesetzten Einzel- 
dingen das frühere stets Ui-sache, das spätere Wirkung genannt 
wird, ist wiedemm eine Folge davon, dass wir unwissentlich unsere 
Gefühlsbegriffe in die objektive Welt hinein tragen. 

In der arithmetischen Reihe, dem von allem Gefühl abstrahirenden 
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Deiikprozess, ist eine jede Position Ursadie einer jeden anderen. In 
der Reihe 

i +i +i + Titr+ 

ist ^ ebensogut Urssclie von ^ wie von ^, sobald das Gesetz des Fort- 
schrittes gegeben ist. Ebenso ist es in der rein logisch durchgefillirten 
physiltalisclien Entwielieluiig. Wenn wir aber niclit nur über den Be- 
griff Dauer (zeitliehe Ausdehnung) reflelitiren , sondern die Dauer 
der Zeit empflndeu, erleben, dann empfinden wir die Einzel- 
moniente dieses Verlaufs verschiedenartig, weil das Empfinden eine 
vovwärtsstrebende Thätigkeit, ein aktives Prinzip des Geschehens, weil 
es eben Gefühl ist, dessen Skala Lust und Unlust entgegengesetzte Qua- 
litäten hat; wogegen die ai-ithmetieche Zeitreihe dieselbe Qualität 
nach vorwärts wie nach i-ückwärtö besitzt. Dem Gefühl jedoch hat der 
Zeitmoment, der vor ihm liegt (in der Zukunft), eine ganz andere, innere 
Werthbedeutung , wie derjenige, der hinter ihm liegt (in der Ver- 
gangenheit), Der erstere ist Zie! des Strebens, der verflossene ist 
höchstens Erinnerung oder Mittel zum Ziel; und das ist so, weil das 
Leben überhauptein Leben nach Vorwäx-ts in die Zukunft hinein 
ist, und nicht etwa ein Leben nach zwei entgegengesetzten ßiehtungen, 
was die Hypothesensucht vieDeicht als neue, denkmögliche Art des 
Lebens vorschlagen könnte. 

Weil nun dem Gefühl der vergangene und zukünftige Moment 
einen so durchaus verschiedenen Wei-th für sein Dasein hat, deshalb 
unterscheidet es dieselben durch die Geftthlsbegriffe „Ursache und 
Wirkung" ; nennt niemals den veröossenen Zustand die Wirkung des 
zukünftigen. In der rein logischen Abstraktion haben diese Momente 
als zeitliehe Ausdehnung ganz denselben Werth ; ein jeder ist funktional 
verbunden und bestimmt durch irgend einen anderen ; und in der rein 
physikalischen Erklärung dürften die Begriffe Ursache und Wirkung 
ganz vei-sehwinden, ersetzt werden durch die funktionale Bestim- 
mung zu einer bestimmten Zeit; vrie es ja auch thatsäehlieh in 
der mathematischen Physik geschieht. 

Deshalb gebrauchen Philosophen auch häufig instinktiverweise den 
Begriff Wechselwirkung, obschon sie ihn für einen höchst schwie- 
rigen und undefinirbaren erklären. Der Begriff ist logisch vollkommen 
richtig, und drückt im Bilde des Gefühls die funktionale, gegenseitige 
Bestimmtheit des objektiven Weltganzen aus, wonach zwei beliebif>e 
Komplexe, zu gewissen Zwecken ausgesondert, in Verbindung durch die 
Reflexion gebracht, unterschiedlos der eine Ursache oder Wirkung 
des anderen benannt werden können. 

Wenn nun auch hier der Ursprung der Begriffe Ursache und 
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Wirhung nachgewiesen ist, und demgemäss gezeigt, wie Ursache steis 
einen vorhergehenden Zustand bezeichnet, so ist doch der gewöhnliche 
Sprachgebi'auch sehr vage, und es wäre leicht zu zeigen, wie die Wörter 
Ursache und Wirkung auch bei ganz anderen Gelegenheiten verwendet 
werden. Z. E. spricht man von dem Ofen als Ursache der Stuben- 
wärme, obschon beide Zustände gleichzeitig da sind. Es liegt hier eben 
eine unvollkommene Beobachtung und eine mehrdeutige Verwendung 
obiger Wörter' für ganz verschiedene Begriffe vor. Diese mannig- 
faltigen Schwankungen des Sprachgebrauchs, seine die Logik auf den 
Kopf stellende Etymologie, seine Beohachtungsfehler und dergleichen 
nachzuweisen — damit kann sich ein systematischer Giiindriss der 
Erkenntnisstheorie nicht abgeben. ^-) Genug, wenn hier die Begriffe in 
der beabsichtigten Bedeutung genau fixirt worden sind; Spezialarbeiten 
muss es ' dann überlassen bleiben , auszufinden inwiefern die Sprache 
oder Beobachtung hiergegen Fehler macht, oder abweicht, oder auch 
ob sie Elemente kennzeichnet, welche in dem hier gegebenen System 
keine Stelle finden. Das Letztere wird hier verneint. 

Hier erweist sich also wiederum die Scheidung der Begriffe über- 
haupt in Denkbegriffe einerseits, Sinnes- und Gefühlsbegriffe anderer- 
seits, als die geeignete Methode um alle im Begriff der Kausalität 
bei Naturvorgängen liegenden Schwierigkeiten zu lösen. Ein Streit 
über die Apriorität des Kausalitätsbegriffes ist hier gar nicht möglich, ^^j 

Sehen wir nun zu, wie es bei der letzten noch möglichen An- 
wendung dieses Begi-iffes sich verhält. 



11. Der FunktJonalbegritf als Motiv und Zweck. 

Wurde im Vorigen der Kausalitätsbegriff als Ursache und Wirkung 
angewendet zur Verbindung der Einzelgruppen von Sinneszeichen, 
welche das Denken aus dem Verlaufe der Empfindungen ausgesondert 
hatte, so bleibt jetzt noch die Betrachtung dieser Empfindungen als 
Zuständen des Geftlhls, der Stufen von Lust und Unlust, Wohl und 
Wehe, Vergnügen und Schmerz. 

Für die mathematischen Wissenschaften dürfte diese Betrachtung 
übei-flüssig erscheinen; doch ist sie schon der Vollständigkeit halber 
geboten. Auch zeigte sich ja schon, wie eine Analyse der Gefühls- 
begiiffe durchaus erforderlich war, um die Begriffe Uraaehe und Wir- 
kung besser zu präzisiren; und es wei'den noch eine ganze Anzahl 
solcher auftreten, welche ihre Entstehung aus der Gefühlswelt datiren. 
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Dahin gehören; Kraft, Abstossen, Anziehen, Widerstund, DurcMring- 
lichlceit, Festigkeit, Zwang, freie Bewegung etc. Meist sind dieselben 
alleidings schon ersetzt durch mathematische Definitionen, d. h, Denlc- 
begriffe. Dadui-ch wird aber gleichzeitig bewirkt, dass die mathe- 
matische Behandlung von dem wirklichen Leben vollständig losgelöst 
wird, und die befruchtende Einwirkung auf andere Wissenschaften, der 
sie fähig sein kann, ausfällt. Dies kann nur gut gemacht werden, wenn 
der innere Konnex der Denk- und Gefühlsbegriffe logisch hergestellt 
wird; dann wird auch eine mathematische Behandlung dieser Begriffe 
in gewissen Grenzen möghch. Es wurde ausgeführt, wie die Zusammen- 
fassung der Empfindungen durch Unterscheiden eines Beständigen von 
dem Veränderlichen, zur Bildung des grammatischen Subjektes Per- 
sönlichkeit, empfindendes Individuum, führte. Die Individualseele 
empfindet sich demgemäss als eine gleichberechtigte Existenz allem 
Anderen gegenüber, was sie als äussere Welt gestaltete. Ihre Existenz 
als solche, als empfundenes Geschehen, „Leben nach Vorwäi-ts, Streben 
nach Vorwärts" wird Empfindung als Wille genannt. Die Seele em- 
pfindet eben, dass sie will, dass sie wollen kann, weil sie als eine Theil- 
existenz ebensogut eine Ursache des Geschehens sein muss, wie eine 
jede andere Existenz. Dieses Selbstbewusstsein muss von materialistischem 
Standpunkte ebensogut als gerechtfertigt zugegeben werden, wie von 
irgend emera idealistischen ; denn die Atome, welche dieses oder jenes 
Individuum bilden, sind eben schöpferische Ursachen im Geschehen der 
Welt, ebensogut wie alle übrigen. 

Wuide nun Geschehen Überhaupt, als ein der Zukunft sich ent- 
gegen bewegendes Geschehen, Leben nach vorwärts, bestimmt, so muss 
dem entsprechend die Empfindung des Geschehens als treibende Ur- 
sache, wirkende Kraft oder Wille, näher bestimmt werden als Etwas 
Wollen oder Streben nach einem Ziele. Dieses Ziel selbst kann 
nur wieder ein Geflihlszustand sein; das Streben demnach die Kiehtung 
nach voi-wärts auf der Reihe der Zustände „Unlust-Lust". Diese Rich- 
tung nach vorwärts muss derjenigen nach Lust korrespondiren , sonst 
wäre es ja eine Verneinung des als wirkende Ursache des Geschehens 
empfundenen Willens; dieser Wille als Streben nach Unlust wäre 
eben eine der Logik widersprechende Bestimmung von Streben 
überhaupt. 

Allerdings kann in dem Einzelindividuum das Urtheil über die 
Art und Welse, wie der Zustand des Wohls zu eri'eichen sei, sehr ver- 
schieden ausfallen , sogar dahin , dass das grösstmögliche Wohl durch 
Vemiclitung der Empfindung überhaupt zu eri'eichen sei. Dies ändert 
aber an dem Charakter des Gefühls überhaupt, dem empfundenen 
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Gescliehen durchaus nichts; dies letztere bleibt Streben, d. h. Streben 
einem Ziele zn, genannt Lust. 

Auch darf aus der Thatsache des Bewusstseins als Wille nicht zu- 
viel geschlossen werden. Der Schluss auf eine konstante Persönlichkeit 
oder die Ersetzung dieses grammatischen Subjektes Wille durch irgend 
ein anderes, genannt „reales Wesen", ist durchaus ungerechtfertigt. 
Um dies zu begreifen brauchen wir nur die verschiedenen psycho- 
logischen Zustände des Menschen zu beobachten. Während des tiefen, 
traumlosen Schlafes, auch während jeder Ohnmacht, hört das Selbst- 
bewusstsein, die Empfindung als persönlicher Wille, durchaus auf. In 
diesem Zustande müssle nun nach der vorigen Schlussweise auf Auf- 
hören des wollenden Subjektes geschlossen werden. Wir pflegen dies 
jedoch nicht zu thun, weil der schlafende Mensch dem wachenden 
Menschen durchaus als das nämliche Objekt erscheint. Wenn aber 
diese ganz heterogenen Prämissen „empfundene Individualität und 
äusserlich angeschaute Individualität" zu einem logischen Schlüge sich 
gegenseitig stützen sollen, so sind noch ganz neue Nachweise der Ver- 
bindung erforderlich. 

Aber auch die empfundene Individualität des Selbstbewusstseins 
schwankt häufig in ihrem Urtheil, ob sie sich als Individuum empfindet 
oder nicht. Geisteskranke sprechen von ihrem früheren Leben häufig 
als von einer ganz fremden Persönlichkeit; der Fieberkranke verweigert 
das Wasser zu trinken, welche er gefordert hat, weil er behauptet, 
dass er nicht er selbst sei, sondern dass der durstige Er dort hinten 
in der Zimmerecke stehe. Man darf über solche Schwierigkeiten nicht 
mit dem Worte krank oder anormal hinwegschlüpfen wollen; denn 
alles Geschehen ist thatsächlich, einerlei ob wir es von einem 
relativen Standpunkte aus als normal oder anonnal bezeichnen. 

Alles was also aus der Thateache des Bewusstseins als Wille ge- 
schlossen werden darf, ist, dass Wille existirt in dem Momente, wo er 
empfunden wird als solcher; dass über die Identität dieses Willens in den 
verschiedenen Momenten nichts behauptet werden kann; dass die Setzung 
einer PersönUehkeit mit verschiedenen Willensäusseningen als Attribut 
eben die geläufige grammatische Methode ist, um über solche Fragen 
hinweggehen zu können. 

Wir müssen nun auch die Zustände des Gefühls als Wille — auf 
eine Pei-sönlichkeit bezogene Lust und Unlust — miteinander verbinden, 
weil wir eben alle thatsächlich wahrgenommenen Phasen des Geschehens 
zu einem logischen Ganzen gestalten. Zu diesen Thatsachen gehört 
ebensogut das nach einem Ziele strebende Wollen, als irgend ein Vor- 
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gang in der äusseren Natur; nur die einseitige materialistische Auf- 
fassung beliebt die Produltte des Gefühls und Geistes als eine phan- 
tastische Idealwelt den sogenannten Naturvorgängen als der einzig 
wahrhaften und wirkliehen Welt gegenüberzustellen. 

Diese Verknüpfung der Willenszustände kann aber wledemm keine 
andere sein als die logische, d. h. die mathematisch funktionale, weil 
es eben eine andere logische Verbindungsweise nicht gibt. Diesem 
neuen Material Wille entsprechend, erhält die funktionale Verbindung 
einen neuen Namen ; sie wird genannt Beweggrund, Motiv, Absicht, Plan. 
Alle diese Begriffe haben das Gemeinsame, dass sie für die Gefühls- 
empfindungen denselben Funktionalbegiiff ausditieken, welcher bei den 
Sinnesempfindungen schlechtweg durch Ursache (causa efliciens) be- 
zeichnet wurde. Ihre sprachlichen Untei-schiede darzulegen oder gar 
logisch zu rechtfertigen würde hier zu weit führen. 

Zuweilen nehmen wir Veranlassung, die Phasen des Geschehens, 
auch die in der Zeit ablaufenden Naturvorgänge als direkte Repräsen- 
tationen des Willens aufzufassen; wir sagen dann: „wir haben jenes 
gewollt, durch unseren Willen bewirkt." In diesem Falle findet eine 
ähnliche Gegenübei-stellung zweier Begriffe für die Gefühlswelt statt, 
wie durch „Ursache und Wirkung" iu der Sinneswelt. Diese verschie- 
dene Auffassung des Funktionalbegi-iffs spricht sich aus in den Wöi-tei-n 
„Mittel und Zweck", Man kann demnach „Mittel und Zweck" die 
empfundene „Ursache und Wirkung" nennen; jedoch ist äusserste 
Vorsicht in diesen Gegenüberstellungen geboten, weil der Sprachgebrauch 
mehrfach schwankend ist, der Spraehinstinkt durchaus nicht konsequent 
ver&hrt, geschweige dass er sich in diesen Begriffen schon zu einem 
logischen Bewusstsein durchgearbeitet hätte. 

Aber nochmals sei darauf aufmerksam gemacht, dass diese ganze 
Scheidung des thatsächlichen Geschehens in eine Sinnes- und Gefühls- 
welt nur ein logischer Kunstgriff ist, um die Analyse des Wissens durch- 
zuführen, das Bewusstsein zu einem logischen Selbstbewusstsein zu er- 
heben ; dass aber in Wirklichkeit weder eine isolirte Sinneswelt, noch 
eine reine Gefühlswelt existirt, noch denkmöglich ist; dass deshalb auch 
die Begriffe Uraache, Wirkung, Motiv, Zweck etc. nur als logische 
Abstraktionen einen Sinn haben, wenn sie vereinzelt angewandt 
werden sollen; und dass sie in dieser Vereinzelung alle identisch sind 
mit dem mathematischen Begriffe der funktionalen Verbindung. 

Man hat nun immer eine Kollision zwischen den beiden Begriffs- 
paaren „Mittel-Zweck, Ursache- Wirkung" finden wollen; oder was das- 
selbe sagt, man behauptet, dass causae efficientes und causae finales 
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nicht neben einander bestehen könnten. Dies konnte nur geschehen, 
weil die gänzliche HeterogenitÜt der Elemente, welche jenen Begriffen 
zu Grunde liegen , nicht zum Bewusstsein gelangte. Gemeinsam ist 
beiden Begriftspaaren nur die funktionale Verbindung. Dieses funk- 
tionale (logische) Verbinden der Elementarb^iffe nennt man Er- 
klären. Versucht man aber heterogene Elemente, wie Sinneszeichen 
und Gefühle unmittelbar zu verbinden, so sündigt man gegen dss 
Elementargesetz aller Logik ebenso, als wenn man Aepfel mit Birnen 
multipliziren wollte. Einen Zweck kann man nur aus dem Motiv er- 
klären, und eine mechanische Wirkung nur aus einer mechanischen 
Ursache. Einen Zweck aber aus physikalischen Ui-sachen erklären 
wollen, ist ebenso widersinnig, wie eine physikalische Wirkung aus 
Absichten. Man kann allerdings die physikalischen Ursachen angeben, 
welche die Wirkung herbeiführten, welche als Zweck von einem In- 
dividuum empfunden werden. Damit ist aber der Zweck als Empfindung 
nicht erklärt, denn eine Empfindung kann ebensowenig als Empfindung 
erklärt werden, vrie eine Ursache als Ursache. Beides sind letzte Ele- 
mente; und ebenso wie die Ursache ihrer selbst (causa sui) eine contra- 
dictio in adjecto, ebenso ist auch Ui-sache der Empfindung (als Empfin- 
dung überhaupt im Gegensatz zu Empfindung einer bestimmten Ali) 
als Alogismus zu bezeichnen. Als abgekürzte Redensart ist es aber 
ganz zulässig aus Zweckursachen zu erklären. Die Sprachmetaphysik 
ging meist diesen Weg hei ihren Wortbildungen, weil er dem naiven 
Bewusstsein als der natüilichste, zweckdienlichste erscheint. 

Wenn wir sagen: dem Vogel wachsen Flügel weil er fliegen soll, 
so lässt sich natürlich an diesem Ausdrucke nicht mäkeln; denn wir 
versetzen uns in die Vogelseele , in die Empfindung ihres Lebens , und 
empfinden das Fliegen als einen Zweck. Dieser Zweck kann nur 
dnrch die Flügel vei-wirklicht werden ; das Fliegen und das Mittel zum 
Fliegen stehen in logischem Konnex, und insofern ist der Zweck der 
Flügel erklärt durch die Absicht des FUegens. Sagt nun der Natur- 
foi-scher: dem Vogel wachsen die Flügel, ^^eil im Embryo desselben die 
betreffende Anlage vorhanden ist, so kolhdiit das durchaus nicht mit 
der ersteren Erkläi-ung „sie wachsen, «eil ei fliegen soll". Denn der 
Naturforscher betrachtet den Vogel lem objektiv; ihm ist Vogel ein 
Kombinationsbegiiff aus Denk- und Sinnesbegriffen, und diese kann er 
auch logisch nur verbinden durch den betreffenden Funktionalbegrift' 
Ursache-Wirkung im physikalischen Sinne; dem Jäger jedoch ist Vogel 
eine Kombination aus Denk- und Gefühlsbegrifi'en, ein fühlendes Wesen; 
und demnach muss er die Zustände desselben nach Mittel -Zweck in 
logischen Konnex bringen. Fehlerhaft jedoch werden die beiderseitigen 
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ErWäningen , wenn diese Scheidung nicht aufrecht eiOialten worden 
ist. Soll der Fuaktioualbegriff Zweck auf SinnesbegrifFe angewandt, 
das physische Wachsen durch Absichten erklärt werden, so ist das 
ebendej-seibe logische Fehler, als wenn die materialistische Anschauung 
das Gefühl mit Sinnesbegriffen direkt verbinden , aus physischen Ur- 
sachen die Empfindung eines Zweckes erklären will. 

Man kann deshalb ebensogut sagen: die Natur entwickelt nach 
physikalischen Ursachen, als — die Natur verfolgt gewisse Zwecke, 
Empfindende, wollende Wesen existiren in der Natur; und deshalb 
existiren auch Zwecke, welche als solche nur mit Absichten, Motiven 
etc., nicht aber mit atomistischen Bewegungen in unmittelbai'en logischen 
Konnex gebracht werden können. Die Naturwissenschaft darf aber 
hiervon keinen Gebrauch machen, weil sie nur die Verändening der 
Sinneszeichen in den Kreis ihrer Betrachtung ziehen will. 

Es ist heutzutage eine geläufige Vorstellung, sieh eine Welt zu 
denken, in welcher die sinnliehen Veränderungen vor sich gehen, wie 
wir sie jetzt beobachten, ohne dass aber irgend welche empfindende 
Wesen vorhanden wären; man weist auf die geologischen Zeiten hin 
und glaubt damit eine solche Hypothese bewiesen. Für die Jetztzeit 
wird die Existenz empfindender Wesen zugestanden; da dieselben aber 
nach obiger Hypothese etwas Zufälliges sind, so bürgerte sich die 
Meinung ein, aus physikalischen Ursachen sei überhaupt alles zu er- 
klären. Stellen wir nun die andere Hypothese auf, dass in jedem 
Weltzustande Empfindung vorhanden sei — eine Hypothese, die zum 
allermindesteu ebenso berechtigt ist, wie die vorherige — nun so 
müssen auch stets Zwecke vorhanden sein, und alle Verändemngen 
können demnach betrachtet werden als Veränderung von Mitteln zu 
gewissen Zwecken. Hieraus müsste sich eine durchaus logische Teleo- 
logie ergeben; womit aber der gleicherweise logische Satz durchaus 
nicht aufgehoben wird; dass die objektive Betrachtung jener Zwecke 
als Veränderungen der sinnlichen Merkmale nicht nach Zweck 
und Absicht, sondern nach physikalischer Wechselwirkung zu er- 
klären hat. 

Bei der teleologischen Erklämng, welche in dieser letzteren 
Hypothese parallel einer physikalischen Erklämng laufen könnte|, ist 
aber die grosse Schwierigkeit nicht zu eliminiren, dass die Zweck- 
begriffe je nach der Konstruktion des empfindenden Organismus eine 
verschiedene Gestalt haben, und wir nicht wissen können, inwiefeni die 
menschliche Struktur ein Abbild des Naturganzen ist; inwiefern der 
menschliehe Organismus als Normaltypus, däs Menschengemüth als 
Empfindungsresultante des Weltgeschehens gelten darf. Für bestimmt 
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nach Zeit und Raum abgegrenzte Gebiete des Weltgeschehens durfte 
dies zwar liehtig sein; jedoch der strikte Beweis fehlt. 

Dem gegenüber kann die rein objektive Welfbetrachtung bei ihrer 
Beschränkung auf Sinneszeiehen solche normale Maasseinheiten auf- 
weisen. Schwere, Temperatur, Licht etc. können gemessen, Gefühle 
aber nur geschätzt werden. Strikte Konstanz ist allerdin^ auch bei 
den physikalischen Maasseinheiten nicht zu behaupten; sie ist aber 
auch nicht nothwendig, weil unsere Welt nicht ein ruhendes Sein, son- 
dern ein Geschehen ist. 

Hieraus ergibt sich auch, warum die teleologische Betrachtungs- 
weise, abgesehen von ihren logischen Verimingen, wenn sie physikalische 
Veränderungen erklären wollte, so vielen Unsicherheiten ausgesetzt ist, 
im Vergleiche zu dem Versuche einer physikalischen Verbindun^weise 
der Thatsachen. Nicht allein die Maasseinheiten fehlen ihr, sondern 
auch ihre nothwendigen Begriffe sind überaus komplizirt, mit den 
wenigen physikalischen Begriffen verglichen. Lies verhindert aber 
nicht, dass der wahre Genius weit auseinanderliegende Erscheinungen 
teleologisch in der Divination richtig zusammenfegst, während die ob- 
jektive, sicher vorwäitssch reitende Betrachtung ei^t nach unsäglicher 
Arbeit die vollständige Reihe der Zwischenglieder auffindet, welche die 
jener dichterischen Ahnung parallel laufende, kausal verknüpfende 
Kette der Sinneszeichen bilden. Wer denkt hier nicht an Goethe und 
den Darwinismus. Man hat mit Recht bemerkt, dass Goethe die Ent- 
wickelungslehre aufstellte, aber kein Darwinianer sei. Wenn die Mängel 
und Einseitigkeiten der heutigen Entwickelungslehre überwunden sind, 
wird man vielleicht finden, dass Goethe's Anschauungen richtiger waren, 
als diejenigen des heutigen Darwinismus. ^*} 

Die Wahrheit des Zweckbegriffes und die Wirklichkeit der Em- 
pfindung schliessen sich gegenseitig zu dem bedeutungsvollsten Moment 
des Weltgeschehens. Hieraus ergibt sich auch das Fehlerhafte der ge- 
wöhnlichen Gegenübei'Stellung einer Welt der Wirklichkeit (äussei-e 
Natur) zu einer Idealwelt, welche letztere aufgefasst wird als mehr oder 
weniger ein dichterisches Vergnügen, welches die Menschen aussinnen 
zur Befriedigung gewisser psychischer Bedürfnisse. Diese Idealwelt ist 
die empfindende Auffassung des Weltgeschehens, und deshalb von der- 
selben Wirklichkeit wie ein jedes äussere Ding; ja noch viel grösser ist 
die Realität ihrer Gebilde, so lange der Beweis einer isolirten Existenz- 
möglichkeit jener äusseren Dinge fehlt. Die Gebilde jener Gemüths- 
welt haben allerdings nicht die staiTe Form der Naturobjekte, wegen der 
Veränderlichkeit und Verschiedenheit der Empfindungsorganismen; dies 
beeinträchtigt aber nicht ihre Wirklichkeit als Ganzes. Auch die 
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Naturobjekte ändern sich ja je nach der Reife unseres Urtheils und 
den Fähigkeiten unserer Sinne. Versuchen wir von der objektiven 
Welt alles abzustreifen, was in Beziehung hierauf relativ ist, uns dar- 
auf zu beschränken, was nach unserem heutigen Urtheil unveränderlich 
bleiben wird, so reduziren wir bekanntlich diese hochgeschätzte ob- 
jektive Wirklichkeit auf ausdehnungslose Atome, reine Schemen, welche 
ebenso allen Inhaltes ermangeln wie irgend ein Idealgebilde, welches 
wir von dem empfindenden, veränderlichen Individuum loszulösen ver- 
suchen. Die Kulturgeschichte aller Zeiten zeigt aber, dass in den be- 
grifflich dargestellten Gebilden des Gemllthes ewige Idealformen von 
Alien anerkannt werden, welche nicht im Gemüthe verkrüppelt sind; 
auf die Ansichten dieser letzteren darf aber keine Rücksicht genommen 
werden, wenn die Wirklichkeit und Wahrheit der Gemüthswelt diskutirt 
wird, ebensowenig wie der Physiker den Sinneskrüppel zu ßathe zieht, 
wenn er über die Wirklichkeit eines äusseren Naturvorganges sich zu 
vergewissern sucht. Dass die Wirklichkeit und der Werth jener Ideal- 
welt durchgängig von der Menschheit sogar höher geschätzt wird als 
die Wirklichkeit der äusseren Natur zeigt schon die Thatsache, dass 
man sich für eine Idee wohl todtschlagen lässt, aber nicht wegen eines 
physikalischen Experimentes oder mathematischen Beweises. Nur die 
Verständigung über die Wahrheit auf physikalischem Gebiete ist 
soviel leichter zu erzielen als auf dem Gebiete des Gefühls, weil die 
Tbatsacben dort unendlich viel einfacher sind. 

Wenn man sich einmal von dem vagen Gebrauche der viel- 
deutigen Wörter Ursache und Wirkung emanzipirt und für jeden spe- 
ziellen Fall ausgefunden hat, ob von der rein logischen Funktion, oder 
aber den durch Abstraktion gewonnenen Sinneszeichen, aus welchen 
die objektive Welt konstniirt wird, oder aber von der durch eine 
ebensolche nach der anderen Sphäre gewandten Abstraktion einer 
reinen Gefühlswelt die Rede ist, so ist es nicht schwer, sich von dem 
Nichtstattfinden einer Kollision obiger Eegriife zu überzeugen. 

Hierin liegt auch der Schlüsse] zur Lösung des Problems von der 
moralischen Freiheit der physikalischen Nothwentligkeit gegenüber. Zu 
dieser Lösung ist jedoch vorab die Lösung des Problems der Persön- 
lichkeit erforderlich, welche wieder in engster Verbindung steht mit 
der Frage nach der Realität der Aussenwelt, und der Realität der 
grammatischen Subjekte und Objekte; Gegenstände, welche dem Haupt- 
objekte dieser Untei-suchungen fern liegen, vielleicht aber in Verbin- 
dung mit dem kosmologisehen Problem am Si:hhisse markirt werden 
können. 



y Google 



112 A. Kap. X. Kausalität, 

Hiermit ist die Untersuchung der logischen Vei-bindungsfoi'm der 
Elementarbegriffe des Denkens und Empfindens in den charakteristisch 
möglichen Verschiedenheiten geschlossen. Zur Erleichterung einer spä- 
teren Prüfung der in den mathematischen Wissenschaften gebrauchten 
Begriife auf ihre logische Richtigkeit wird es zweckmässig sein, hier 
einige allgemeine Beti-achtungen Über mögliche ßegriffekombinationen 
folgen zu lassen. 
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DmG UND VORGANG. 



Alle allgemeineren Begi'ifFe sind funktionale Bildungen aus Indiviilual- 
begiiiFen. Ist der betreifende Elementarbegrifi' der reine Denkakt, so 
sind seine Kombinationen zu höheren Begriffen das, was arithmetische 
Konnexe genannt wurde. Das Denken kann ausserdem noch die Em- 
pfindung als reine Dauer setzen, abstrahirend von jedem spezifischen 
Empfindungsinhalte. Dieser Begriff des Geschehens überhaupt lieisst 
dann Ausdehnung allgemein; und durch Verbindung dieses zum 
Denkbegriff Ausdehnung gestempelten Empfindungsbegriffs Dauer 
mit den arithmetischen Konnexen entstehen die geometrischen Figuren, 
Hieraus durch weitere Kombination der Begriff der körperlichen Be- 
wegung. Durch einfeche Subsumtion und Synthese entstehen alle Kom- 
binationen; fehlerhafte Bildungen können nur durch Unachtsamkeit 
entstehen und ihre Fehler machen sich alsbald dadurch kenntlich, dasa 
sie mit einer anderen Kombination in Konflikt geratheo. Bedeutend 
schwieriger wird das Urtheil Über die logische Eiehtigkeit eines Be- 
griffes, sobald er Sinneselemente (Begriffe für einfachste Sinneszeicheu) 
enthält. Hat die Empfindung mehrere solcher Sinneseindrücke erlebt, 
so ist das Denken befähigt, mit Hülfe der Denkbegriife eine Unzahl 
Kombinationen zu entwickeln, und diesen Begriffskombinationen ent- 
sprechend Vorstellungen zu bilden, von denen es ganz dahin gestellt 
bleibt, ob dieselben auch durch eine unmittelbare Wahrnehmung ge- 
geben werden^ d. h. ob es äussere Gegenstände gibt, welche jenen 
Phantasieyoi-stellungen entsprechen. Logisch möglich bleiben aber 
solche Phantasievorstellungen, so lange ihr Begriff" nicht Einzeleleniente 
enthält, die sich gegenseitig ausschliessen. Wenn ihre Verbindung 



y Google 



114 A. Kap. SI. Ding und 

nicht in eindeutiger funktionaler Form lievgestelit ist, wird der Begriff 
ein melirdeutiger , unbestimmter; wenn er einander ausschliessende 
Elemente enthält, ist er logisch falsch. Trocken und nass sind gegen- 
seitig sich ausschliessende Attribute; ein trocken - nasses Ding also ein 
unmögliches Ding, ein alogischer Begi'iff. 

Sprechen wir von einem Thiere und definiren es als einen Organismus, 
der sieh bewegt, ernährt und reproduzirt, so sind diese drei Attribute 
nicht hinreichead, um sich funktional gegenseitig zu bestimmen zu dem, 
was wir mit Thier bezeichnen wollen. Bekanntlich kommen diese 
Attribute ebenso gut den Schleinipüzen zu, welche wir nicht zu den 
Thieren rechnen. Der Begriff: 

Thier ■= Funktion von (Bewegung, Ernährung, Reproduktion) 
ist also unvollständig insofern er Thier ausdrücken soll; er kann aber 
vollständig gemacht werden durch Einfügung der fehlenden Elemente, 
welche die Funktion in dem beabsichtigten Sinne eindeutig machen. 

Ebenso wäre es, wenn wir eine Linie im Räume durch die Be- 
stimmung Von nur zwei Koordinaten definiren wollten. 

Diese unbestimmten Begriffe werden auch allgemeinere Begriffe 
genannt; und alle Wissenschaft besteht in der systematischen Gruppirung 
der Begriffe nach funktionaler Bestimmung, Die Natui-wissensehaften 
speziell haben die Aufgabe, im Gegensatz zu den mathematischen 
Wissenschaften, nicht die logisch möglichen Begriffe zu gi'uppii-en, 
sondern Begriffskomplexe klassifizii-t nach Ober- und Unterbegriffen zu 
bilden, welche thatsächiiehen Wahrnehmungen entsprechen. Ihre Haupt- 
frage stellt sich deshalb in der Form: 

Haben wir uns den richtigen Begriff von diesem oder jenem Ding 
oder Naturvorgang gebildet? (Gewöhnlich sagt man: haben wir uns 
die richtige Vorstellung gebildet.) Z. B. ist der Blitz ein geschleudertes 
glühendes Ding, die Wolke ein Luftfisch, oder ist ersterer eine Reihe 
von Erhitzungen kleinerer Dinge (Lufttheilchen) , letztere eine stete 
Auflösung und Neubildung von Dampfbläschen? 

Diese Frage enthält als Theilfi-age diejenigen nach der Realität 
der Dinge überhaupt, obschon es Anfangs so aussieht, als könne man 
hier nach zwei scharf geschiedenen Klassen von Begriffen „Dingen 
und Naturprozessen" urtheilen. Es wurde schon hei Behandlang 
der Gesichtswahrnehmungen ausgeführt, dass diese Begriffsklassen nur 
relativ vei'Schieden sind; dass bei verschiedener organischer Konstitution 
des urtheilenden Individuums einmal für einen stabilen Gegenstand 
erklärt, was das anderemal für veränderlichen Vorgang gehalten wird. 

Vorläufig wird die Richtigkeit eines solchen Urtbeils abgeschätzt 
werden nach dem Grade der Tauglichkeit, in welchem der betreffende 
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Begriff den Lebenszwecken fler Seele dieses oder jenes Individuums zu 
dienen vermag. Dem Schiffer dient der Begriff auf- und unter- 
gehender Lichtpunkt; und dieser ist für seine Zwecke vollständig 
ausreichend. Der heutige Astronom gebraucht die Bewegung des 
Körpers, Stern, und die Drehung der Krde. Einer unserer vor- 
erwähnten hypothetischen Organismen würde das Ding „feuriges Band" 
seinen Zwecken entsprechender finden. I'ür alle Fälle aber ist es 
richtig, von jener Lichterscheinung zu sprechen als einem Geschehen, 
einem Prozesse, „innerhalb dessen Einzelperioden unter dem Namen 
Dinge" durch die Reflexion ausgesondert werden können. 

Sobald man sich auf den absoluten Standpunkt des Urtheils stellt, 
zerrinnen alle objektiven Dinge und es bleibt nur ein Prozess, ein Ge- 
schehen; damit zerrinnt aber auch zugleich das urtheiiende Individuum 
als stabiles Subjekt, Der Empirist wird allerdings sagen : ausgenommen 
hiervon sind unsere materiellen Atome und Zeit und Raum. Wie es 
mit dieser Ausnahme steht, davon später; ^°) hier sollten nur übersicht- 
lich die vei-schiedenen Arten der Begriffsbildung erwähnt werden. 

Als Resultat ergiebt sich, dass alle Denk- und Sinnesbegriffe logisch 
miteinander verbunden, als mathematische Funktionen entwickelt werden 
können ; nur muss man nicht wähnen, die drei heterogenen Abstraktionen 
Denkakt, Sinnesakt, GefUhlsakt durch Rechnungsoperationen ineinander 
verwandeln zu können; das geht ebensowenig wie die Verwandlung 
der Einheit y — 1 in 1 durch Summation einer der beiden Einheiten, 

Mit den Gefühlsbegriffea II. B., also den ethischen und ästhetischen, 
ist es im Grande nicht anders; nur wächst die Schwierigkeit ihrer 
Gruppirung in geometrischer Progression mit der Anzahl der möglichen 
Korabinationen und der Schwierigkeit das fühlende in jedem Augen- 
blicke veränderliche Subjekt auf einige relative Normaltypen zu redu- 
ziren. Eine mathematische Behandlung dieser Begriffe kann deshalb 
nicht prinzipiell ausgeschlossen werden; in der Psychophysik werden 
die ersten Versuche hierzu gemacht werden müssen. 



Rückblick. 

Die Umrisse einer allgemeinen Erkenntnisstheorie, selbstbewusstes 
Auffassen des Existirenden in seinen gegenseitigen Bedingungen , sind 
hiermit geschlossen. Es wurde nicht ausgegangen von einem Ober- 
begriffe, der seine Wirklichkeit und W^ahrheit erst zu dokumentiren 
hätte, auch nicht von einem aUgemein acceptirten Gegensatze 
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wie Denken und Sein — materielle und geistige Welt, 
sondern von der Thatsache, dass : 

ein Gegebenes da ist; 
dass empfunden und gedacht wird. 

Die Empfindung, oder objektiv gesprochen, die Wahrnehmungen 
konnten bei der Reflexion als das Primäre, oder vielmehr als Ausdruck 
einesGegebenen überhaupt aufgefasst werden, insofei-n das Unter- 
scheiden und Vergleichen der Wahrnehmungen Denken derselben 
genannt wird; Denken also nur stattfindet, wenn Empfindungen da sind, 
oder dagewesen sind. Umgekehrt aber kann auch von Empfindungen 
nicht gesprochen werden, wenn kein Denken stattfinden soll; denn 
Bewusstwerden von Empfindungen (im Plural) erfordert synthetisches 
Setzen derselben; sich Bewusstwerden der Empfindung als einer von 
vielen, ist Setzung dieser einen, Inslebentreten des Denkaktes. 
Von einer Welt, einem Geschehen als reiner Empfindung darf man also 
gar nicht sprechen, da, sobald man davon spricht, sie auch schon 
denkend gesetzt, durch einen diskreten Denkakt von jeder andeien 
Empfindung als diese Empfindung geschieden ist. Von einer Welt 
als reinem Denken zu sprechen, wäre ähnlich, als wenn man von den 
Grenzen eines Körpers sprechen wollte, die jedoch auch an sich existiien 
könnten, ohne dass ein Körper vorhanden zu sein brauche. Eine dia- 
lektische Sefbstentwickelung wäre die Selbstvennehrung eines Punktes, 
oder irgend einer abstrakten Grenze zu vielen Grenzen, und die schliess- 
liche Summirung der Gienzen zu einem realen Ding, 

Die synthetische Thatigkeit defc Denkens oder Empfindens — denn 
als ursprüngliche Sj nthesis ist es em und derselbe Begriff — muss eine 
regelmässige Thatigkeit sein, odei anders ausgedrückt: nur durch 
eine regelmässige, m jedei Beziehung denknothwendige Thatigkeit ist 
ein Wissen da\ on, eine Erfahrung überhaupt, möglich. Diese 
Möglichkeit erfordeit ahei nur „Regel", ein Denkgesetz überhaupt, 
nicht eine spezifisch bestimmte Regel. Diese Bedingung einer Er- 
fahrungsmöglichkeit überhaupt wird ausgedrückt durch den Satz der 
Identität, wenn von einem Einzelnen, durch die funktionale 
Bestimmtheit, wenn von einem Vielen die Rede ist. Die Formen 
der Setzung, welche bei einer Regel des Geschehene denkmöglich sind 
— ohne welche es alogisch ist, von einem Geschehen überhaupt zu 
sprechen — wurden vollständig bestimmt als die Funktionen «pt und ^, 
mit ihren beti-effenden Unterabtheilungen. Wurde in diese Funktionen 
statt der abstrakt gesetzten Denkakte (der diskreten Elemente) der 
Begriff des wirklichen Geschehens gesetzt, Dauer der Empfindung, so 
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verwandelten sieh obige Funktionen in rlie Begriffe „Zeit, Raum, Be- 
wegung," Alle Veränderungen der Empfindung {Wahrneliinungen) 
müssen deshalb bestimmt werden als in Zeit oder in Zeit und Raum 
stattfindend. 

Weil dieFonnen Zeit und Raum nur aus der Regel überhaupt, 
nicht aus einer spezifischen Rege] hervorgingen, deshalb konnten 
sie apnorisch näher bestimmt werden als eindimensionale Zeit und 
dreidimensionaler Baum. Es sind hiermit die weitesten Grenzen einer 
ei-fahrungsmögliehen Welt überhaupt gesteckt; die empirische Welt, 
als Theil dieser Möglichkeit überhaupt, mag sieh auf einen Theil dieser 
Grenzen beschränken, kann aber nicht darüber hinausgehen — etwa 
als mehrdimensionale Zeit vierdimensionaler Raum — ohne dem Begiüff 
der Grenze und der logischen Regel überhaupt zu widersprechen. Von 
der Art der Empfindungen hing es nun ab , ob sie räumlich oder zeit^ 
lieh unterschieden wurden. Ein Zusammen von heterogenen Empfin- 
dungen kann in seinen Elementen unterschieden werden, eben weil sie 
einander heterogen sind. Ein Zusammen von homogenen Elementen 
wird aber als einheitliche Summe aufgefasst, wenn das empfindende 
Subjekt als Einheit gedacht wird. Wenn also das Urtheil des Sub- 
jektes jenen Einzelelementen im Zusammen homogenen Sinneswerth 
beilegt, die Elemente aber dennoch zu unterscheiden vei-mag, so gruppirt 
das Subjekt diese dem einen Sinneswerthe nach homogenen Elemente 
den Regeln der Funktion y^ gemäss. Diese Konstruktion hängt von 
dem Urtheile des Subjekts ab, ist also abhängig von dem Stadium des 
subjektiven Wissens. Was in dem einen Stadium als Fläche an- 
geschaut wird, mag m einem anderen als Körper konsti'Uirt werden. 
Deshalb konstruirt das Subjekt seine räumlichen Ausdehnungen und 
Köiper ebenso gut, wenn nach dem majorisirenden Urtheile anderer 
Subjekte wirkliche Körper, als wenn Täuschungen vorliegen. 
Weil die logische Möglichkeit einer Gruppimng nach drei Dimensionen 
gegeben ist, so bezeichnen wir im Allgemeinen die Köiper als nach 
drei Dimensionen ausgedehnt. Da aber aus dem Gesehehen sich Köi-per 
als absolute Dinge nicht ausscheiden lassen , wenigstens ein jedes ab- 
solute Kriterium über das, was Körper oder Naturprozess ist, fehlt, so 
können wir auch nicht definitiv darüber entscheiden, ob ein Natur- 
prozess in einer , zwei oder drei Dimensionen ibläuft , wenn die naive 
Beobachtung uns einen stabilen quahtitn ^er^nderIiehen Punkt zeigt; 
oder was dasselbe i'^t, wii können nicht entscheiden, ob es stabile 
Dinge gibt, ob alle Dinge nicht untei den Begriff des Geschehens, 
des Werdens subt-uniiit weiden müssen 
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Dass Denken und Empfinden da sind, wissen wir, oder subjektivirt : 
wir wissen von der Existenz empfindender Subjekte. Dass es aber 
aueli empfindungslose Dinge gibt, davon wissen wir unmittelbar 
gar nichts. Die Annahme todter empfindungsloser Dinge, oder rein 
materieller Atome, ist eine Hypothese, welche durch einen auf unvoll- 
ständiger Induktion beruhenden Analogiesehluss entsteht; an diese 
Hypothese wird geglaubt, weil sie den heutigen Zwecken unserer In- 
dividualorganiaation dienlich ist, ähnlich wie auch der Begi-iff eines 
absolut vollkommenen Wesens; der erstere Begriff dient den Bedürf- 
nissen unseres materiellen Lebens, der letztere dem Bedürfnisse des 
Geraüthes. Sollen solche Hypothesen nicht allein einen Werth haben 
als logische Abstraktionen, welche wir zum Zwecke des Erklärens 
bilden, sondern auch als Behauptung selbständiger Existenzen, welche 
von keiner subjektiven Konstruktion abhängig sind, so muss der Beweis 
für solche Realitäten noch gefunden werden. Hierüber s. „ßeaiität der 
Ausseuwelt", am Schlüsse. 
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DIE AK^ALTTISCHE FORMELSPRACHE 

IN THREE ANWENDUNG AUE RAUMBEGRIFFE, 



Die bahnbrechenden Untersuchungen Kants sind schon hinlänghch 
her\'orgehoben worden, und waren die gegebenen Entwickeluiigen so- 
zusagen eine Losung der Frage, welche Kant ungelöst Hess, nämiieh: 
ob sein neu hingestelltes irreduzibeles Element „sinnliche Ansehauungs- 
form des menschlichen Intellekts" schJiessüeh doch als i-eduzibel sich 
erweisen würde, einer gemein-samen Wurzel mit dem logischen Denken 
entspringe. 

Den ersten Versuch diese Frage zu lösen machte Herbart, indem 
er trachtete, diese sinnlichen Anschauungsformen aus logischen Begriffen 
zu konstruiren. Er scheiterte bei diesem Vei-suche; seine Konstruktionen 
tragen denselben Chai'akter wie die Hegeischen. Er nahm unbewusst 
aus der Erfahrung die Begriffe auf, welche erst durch die logische 
Bewegung entstehen sollten. Gibt man auch seine Konstruktion der 
Zeit und ihre Darstellung durch die gerade Linie zu, so ist doch alles 
Bemühen aus der geraden Linie herauszukommen vergeblieh. Deshalb 
bedient er sich des Kunstgriffs, auf der geraden Linie die Richtungen 
„vor- und rückwäite'' dui-ch die neuen „rechts und links" zu ei-setzen, 
und damit bringt er die Ebene fertig, Nun könnte aber das Rechts 
und Links gar nichts nützen, wenn es identisch mit vor- und i-ückwärts 
■wäre; jene Begriffe bringen die Ebene nur zu Stande, weil bei ihnen 
schon das Vorhandensein von etwas ausserhalb der geraden Linie 
Existirendem gedacht wird — was später bei der Geometrie ausführ- 
licher zu behandeln ist. Nach dereelben Methode substituirt er dann 
dem „rechts und links" die Begriffe „auf- und abwärts", die gleicher- 
weise von „vor-, rückwärts, links, rechts" nicht verschieden wären, 
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nichts Keues hervovzubi'iögen vermöchten, wenn sie das Neue nicht 
schon in sich enthielten. Es sind eben mehrdeutige Begi'iffe, in denen 
das Einemal nur die Deutung auf die allen sechs gemeinsame entgegen- 
gesetzte Richtung, das Anderemal aber die Deutung auf eine begriff- 
liche Verschiedenheit benutzt wird. Dieser logische Fehler der An- 
wendung eines Begriffes entgegen dem Satj;e der Identität wird 
hervorgerufen durch die nicht logisch aufgebaute Etymologie, welche 
mit einem Worte viele verschiedene Begriffe bezeichnet; wieder ein 
Beispiel, wie eine Unvollkonimenheit der Sprache zu dem Glauben an 
angerechtfertigte, vermeintlich höhere Begriffskategorien verleitete. 

Ausserdem fehlt auch bei Herbart der Nachweis, dass mit diesen 
sechs Begi'iffen der Cyclus möglieher Bildungen abgeschlossen, obschon 
er sich bemüht zu zeigen , dass ein solch stringenter Beweis ganz un- 
nöthig sei. Zudem bleibt Herbart nur im diskreten .Setzen; hätte er 
auch die denkmöglichen Unterschiede vollständig entwickelt, das 
Zwischen, die Ausdehnung von einer Position zur nächsten, würde 
immerhin fehlen. "Wie tief er selbst diesen Mangel fühlte, ergibt sich 
aus seiner Protestation, in welcher er sich gegen eine solche neue 
Forderang verwahrt; stellenweise auch von einem intelligiblen im Unter- 
schiede von einem empirischen Räume spricht, sodass man kaum weiss, 
ob er beide je nach Bedürfniss für identisch erMären will, oder ob er 
das Kantische Intelligibe! für die zweckmässige Finsteniiss hält, um 
seine Verschauzung den Blicken der Ängi'eifer zu entziehen. 

Die Einsicht in die Fehler des Herbai-tschen Versuchs, verbunden 
mit dem Bestreben, eine philosophische Gnindlage für mehrere fremd 
nebeneinanderetehende Stammbegiiffe der mathematischen Wissen- 
schaften zu finden, führten Riemann zu den Untei'suchungen , welche 
zu einer algebi"aischen Raumtheorie sich entwickelten; einem Schema, 
innerhalb dessen unser Weltraum eine Stelle finden sollte. 

Riemanns Verdienst in der Stellung neuer Fragen in dieser Be- 
ziehung, in der Aufzeigung neuer Wege zur Lösung des hartnäckigen 
Problems, oder auch in der begleitenden Aufforderung, solche neue 
Wege zu suchen, lässt sich vergleichen der bertlhmten Frage Kants: 
wie sind synthetische Urtheile a priori möglich? In der richtigen 
Stellung der Frage liegt häufig schon die halbe Lösung. Aber selbst 
wenn diese Fragen Kants und Riemanns unrichtig gestellt waren (was 
das Resultat vorliegender Untersuchungen ist), so wird doch das nicht 
hoch genug anzuschlagende Verdienst auch dieser Frag^tellungen von 
jedem anerkannt werden, der sich in den Gedankengang jener Forscher 
einzuleben vermag. 
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BiemanQS Gedankengang muss hier etwas eingehender betrachtet 
werden, weil er die Basis einer Raumtheorie bildet, welche unter den 
Mathematikeni zahlreiche Anhänger hat, und bei der empiristischen 
Schule für die Lösung aller hierauf beztlgliehen Probleme gehalten wird, 
seien dieselben mathematisclier oder allgemein erkenntnisstheoretischer 
Natur. Sogar viele Philosophen, welche nicht dieser Geistesriehtung 
angehören, halten mit dem Urlheil über den logischen Werth jener 
Spekulationen zuräck, geblendet durch die analytischen Resultate, 
welche mittelbar aus den metamathematischen Untersuchungen hervor- 
gingen, äß) 

Es wird sich nun zeigen, dass in diesen metamathematischen 
Raumtheorien Herharts logische Erschleichung mit analytischen Zeichen 
wiederholt wurde; dass hierdurch aber bei dem unbeschränkten analy- 
tischen Schematismus ein tsfacher Raum entstehen musste, während 
Herbart bei dem dreifachen stehen blieb , weil er nur Begriffe ver- 
wandte, die logisch waren, obschou deren Richtigkeit aus Herbarts 
Deduktion nicht zu folgern ist. Jener nfache Raum wurde nicht als 
Erschleichung erkannt, weil man über die logische Natur der analytischen 
Symbolik im Unklaren war, und sie nur empirisch je nach den vor- 
liegenden Bedürfnissen handhabte. 

Seit Euklids Zeiten unterscheidet die Geometrie bekanntlich ihre 
Äusgangsbegiiffe als Axiome und Nominaldefinitionen. Zu den Axiomen 
zählt sie Sätze wie: „wenn zwei Grössen einer dritten gleich, sind, so 
sind sie unter sich gleich;" zu den Definitionen die Sätze, welche die 
Bedeutung der räumlichen Anschauungsbegriffe klar machen sollen. 
Die innere "Verbindung dieser Axiome und Definitionen blieb aber stets 
dunkel; man vermochte nicht die vereehiedenen GmndbegTiffe auf einen 
Ausgangspunkt zurückzuführen, und besass kein Kriterium, um einen 
Lehrsatz von einer obiger Nominaldefinitionen zu unterscheiden; man 
hielt einige dieser letzteren deshalb gleichfalls für Lehrsätze und suchte 
sie nach der bekannten Methode aus den Axiomen zu beweisen; man 
suchte die Bedingungen festzustellen, unter welchen zwei in einer Ebene 
gelegene gerade Linien sich in einem Punkte schneiden, oder aber, 
sich nicht sehneiden können, resp. parallel sind. 

Einem einzigen Geometer (Legendre) wurde hier ein partieller 
Erfolg zugestanden. Dass di^er aber vollständig illusorisch ist, wird 
bei der Geometrie näher ausgeführt werden. Die Fmchtlosigkeit aller 
Versuche auf diesem Gebiete ist nun von unserem Standpunkte aus 
darin zu suchen , dass das erkenntnisstheoretische Instniment nicht 
untersucht wurde, was hier allein hellen konnte; mit kurzen Worten; 
man war sich nicht klar über die Bedeutung des Wortes Begriff, 
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und wusste deshalb auch picht genau, was man Axiom, odei- Nominal- 
defiiiition oder Lehrsatz nennen sollte; eine mehr als zweitausend- 
jährige Geschichte hatte hier einen Wovtgebrauch eingeführt, an dem 
zu rütteln man sich wohl hütete, weil das Kriterium vollständig fehlte, 
welches hier zu entscheiden hatte. 

Die Geometrie ei-sehien in Folge dessen den Neuei-en als eine 
Wissenschaft, welche neben apriorischen auch wenigstens ein empirisches 
Element enthalte; und diese Ansicht erhielt neue Zustimmung durch 
die That Bolyais und Lohatsehewskys , welche eine rein theoretische 
Wissenschaft, die sogenannte Pangeometrie schufen, welche gar nicht 
einer durch Anschauung zu beglaubigenden Definition bedui-fte, aber 
in ihren foi-malistisehen Sätzen eine solche Aehnlichkeit mit Sätzen der 
Geometrie bekundete, dass diese letztere als ein Spezialfall der neuen 
Wissenschaft angesehen wurde. Wenn man die Wissenschaft in ihrem 
foimalistisehen Ausdruck sucht, so war diese Ansicht vollständig be- 
rechtigt. Wenn man den Inhalt der Wissenschaft aber in der begriff- 
lichen Deutung der Formeln sucht, so war erst zu beweisen, dass die 
Formelsprache in jeder Hinsicht eindeutig blieb. Dies wurde voraus- 
gesetzt, aber nicht bewiesen. Diese prinzipielle Untei-suchung glaubte 
man sich ersparen zu dürfen auf Gmnd des „Permanenzgesetzes der, 
foiTüalen Beziehungen", ein Gesetz, welches logisch betrachtet nichts 
Anderes bedeutet, als „Verwendung des Identitätsatzes in der analy- 
tischen Formelsprache." Wie aber in der Logik ein jeder Begriff aiif 
seine Widerspmchfreiheit und Eindeutigkeit geprüft werden muss, so 
ist dies auch in der Formelsprache nothwendig. Diese letztere Unter- 
suchung ist also nothwendig, weijn uns das Permanenzgesetz beruhigen 
soll. Auf GiTind einer historischen Entwickelung der mathematischen 
Symbolik, welche bisher allen Anfordemngen genügt hatte, wird an- 
genommen, dass die Formeln jener logischen Bedingung genügen. Dass 
dies aber nicht der Fall ist, dass in der Geometrie sowohl mehrdeutige 
Begriffe durch eine, und dieselbe Foi-mel , ein eindeutiger Begriff aber 
zuweilen auch durch verschiedene Symbole ausgedrückt wird, soll im 
Folgenden bewiesen werden; und daraus werden sich gewisse Be- 
dingungen (Vorsichtsmaassregeln) ergeben, welche bei dem logischen 
Schlüsse aus analytischen Formeln zu beobachten sind. Das Nicht- 
heachten dieser inhaltschweren Vorfrage war die Ursache all jener 
spekulativen IiTwege, welche zwischen den Formeln der Pangeometrie 
durchwandert wurden. ") Gar so unähnlich war dies nicht der Me- 
thode einer dogmatisch hingestellten Behauptung, woraus die früheren 
MetaphysJker ihre Resultate zu folgern sich für berechtigt hielten. 
Wurde doch schon die ganze Frage, „ob die Geometrie empirische 
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Elemente enthalte", dadurch füi- entschieden gehalten, weil es gelungen 
war, eine widei^pruchsfreie Pangeonietrie zu schaffen, ganz unabhängig 
von allen Änschauungselementen. Die Widerspruchsfreiheit einei- rein 
theoretischen Wissenschaft beweist aber nichts weiter, als dass hypothe- 
tische Prämissen widerspnichsfrei miteinander verbunden worden sind; 
und deshalb mag die Pangeonietrie einer Geometrie so unähnlich sein, 
wie das Gespensterscliiff des fläzenden Holländers einem ehrliehen 
Kauffahver. Sei eine Prämisse noch so phantastisch oder gar in sich 
widerspruchsvoll , sobald sie zum elementaren Bausteine gestempelt 
worden, kann man in logischem Fortschritte aus dergleichen Elementen 
Gebilde zusammenfügen; aber diese Gebilde vertragen ebensowenig eine 
logische Deutung wie die Elementai-prämisse. 

Es ist nicht wahrscheinlich, dass Eiemann dieser Widerspi-uchs- 
freiheit der Pangeometrie irgendwelche Bedeutung zugeschrieben habe. 
Aber er unternahm es, diese Phantasiegebilde der Pangeometrie mit 
den anschaulichen Gebilden der gemeinen Geometrie in logischen Konnex 
zu bringen, oder weni^tens die Möglichkeit ihrer anschaulichen Kon- 
struktion glaubhaft zu machen; die Unmöglichkeit der realen Aus- 
führung konnte dann immerhin unseren subjektiven menschlichen Be- 
schränkungen zugeschrieben werden. 

Was Riemann nun thatsächlich fertig brachte oder Andere in seinem 
Sinne, war die anschauliche Konstruktion der Verbin dungsart ver- 
schiedener pangeometrischer Gebilde, aber nicht die Gebilde selbst^ 
Dies ist auch ganz erklärlich, weil die Verbindung dei'&elben logisch 
ist; die Gebilde selbst aber, mit Ausnahme des durch unsere gemeine 
Geometrie markirten Spezialfalles sind alogisch, und blieben deshalb 
aller mathematischen Künste ungeachtet unkonstruirbar, 

Riemann suchte auch die logische Grundlage zu finden für eine 
denkmögliche Deutbarkeit der pangeometrischen Gebilde. Diese Grand- 
lage schien angezeigt in dem unbeschränkt aufsteigenden Schematismus 
der algebraischen Foi-men, deren erste drei Potenzen anschaulichen 
Kaumgebilden korrespondirten. Dies stellte an sein philosophisches 
Streben die Aufforderung, einen Oberbegrilf zu suchen — oder nöthigen- 
falls neu zu konstruiren — welcher die verschiedenen Potenzen als 
Spezialb egriffe in seinen Umfang einschlösse. Riemann definirte (kon- 
stniirte) demgemäss den Begriff der «fach ausgedehnten Grösse. Da 
seine Deduktion eine geschlossene ist, so muss dieselbe satzweise ver- 
folgt werden, um die darin enthaltenen unbewiesenen Postulate von 
dem logischen Fortschritte zu sondern, ßiemanns Gedankengang ist 
auch insofera interessant, als derselbe seinen eigenen Andeutungen nach 
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(luvch Herbarts mündliche Aeusseningen über diesen Gegenstand an- 
geregt worden war. 

„Geht man bei einem Begriffe, dessen Bestimmungsweisen eine 
stetige Mannigfaltigkeit bilden, von einer Bestimmungsweise auf eine 
bestimmte Art zu einer anderen über, so bilden die durchlaufenen 
Eestimmungsweisen eine einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, deren 
wesentliches Kennzeichen ist, dass in ihr von einem Punkte nur nach 
zwei Seiten, vorwäi-s oder i-ttckwärts, ein stetiger Fortgang möglich 
ist. Denkt man sieh nun, dass diese Mannigfaltigkeit wieder in eine 
andere völlig verschiedene übergeht, und zwar wieder auf bestimmte 
Art, d. h., so dass jeder Punkt in einen bestimmten Punkt der anderen 
übergeht, so bilden sämmtliehe so erhaltenen Bestimmungsweisen eine 
zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit In ähnlicher Weise erhält 
man eine dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, wenn man sich vor- 
stellt, dass eine zweifache in eine völlig verechiedene auf bestimmte 
Art übergeht, und es ist leicht zu sehen, wie man diese Konstruktion 
fortsetzen kann." 
Der erste Fehler liegt hier in der unmotivirten Voraussetzung, 
dass ein Begriff, der verschiedene Bestimmungsweisen zulasse, über- 
haupt unbestimmt viele zulasse. Weil hier vei-meintlich nur von 
Grössenbegriffen die Rede ist und deren Repräsentation durch das 
Zeichen a" vorschwebt, nimmt man keinen Anstoss daran. Versteht 
man aber unter diesem Zeichen seine arithmetisclie Bedeutung, so hat 
es gar keinen Sinn, innerhalb des a" von verechiedeuen Bestimmungs- 
weisen zu sprechen. Die Ausdehnung von «^ zu «^ trägt ganz dieselbe 
Quahtät {Bestimmungsweise), wie die Ausdehnung von a^ zu a*. Hat 
man jedoch nicht den ganz allgemeinen (arithmetischen) Grössenhegriff 
im Sinne, sondern eine bestimmte Art von Grössen — Farbengrössen 
(Intensität), Gewiehtgrössen, Fl'äehengrössen etc. — dann können mög- 
licherweise Arten der Bestimmungsweise einer Ausdehnung unter- 
schieden werden; aber wie viele verschiedene möglieh sind, das muss 
einer besonderen Untersuchung zu bratimmen überlassen bleiben. Diese 
verschiedenen Arten sind möglicherweise nur empirisch beschränkt, 
logisch unbeschränkt, möglichei-weise aber auch nicht. Der Beweis der 
logischen ünbeschränktheit war hier vor jedem weiteren Fortschritt 
zu liefern. 

Sodann ist gar nicht ersichtlich, was man sieh unter „Uebergehen 
in völlig verschiedene Arten" denken soll, oder wie die verschiedenen 
Bestimmungsweisen sich begrifflich unterscheiden sollen. Die Voi;stellung 
ist allerdings aufgefordert, sich dies durch Uebergehen des Punktes zur 
Linie, Fläche, Körper annehmbar erscheinen zu lassen; aber beim 
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Körper sagt die Vorstellung plötzlich halt, während obige Vorschrift 
sagt: „es ist leicht einzusehen, wie man diese Konstraktion fortsetzen 
kann." Bleibt man bei streng logischer Begriffsdeutung, so kann 
völlig verschiedene Art nur als absoluter Gegensatz aufgefasst 
werden; dann ist aber die völlig verschiedene Art der Ausdehnung 
eines Punktes zur Linie die Reduktion der Linie zum Punkte. So 
vei-führerisch demnach auch der Begriff der «fach ausgegehnten Grösse 
klingt, so ist er doch logisch werthlos. Grösse ist nur dadurch Grösse, 
dass sie durchaus einfach in ihrer Bestimmungsweise als Ausdehnung' 
bleibt, sobald ihre Ausdehnung, oder Vermehrungsweise, eine viel- 
artige sein soll, ist sie nicht mehr Grösse überhaupt, sondern eine 
Grösse von spezifisch bestimmter Art; und durch blosse Vergrösserung 
kann nie aus einer Art eine andere Art hervorgehen, ebensowenig 
in der Arithmetik, wie in der Geometrie, wie in den Farben und Tönen, 
Die Geometrie betreffend, wird dies bei dieser Disziplin näher erläutert 
werden. Riemann geht aber nach jenem Begriff an die Zerlegung alge- 
braischer Formeln, und findet, in der Meinung, dass er dieselben 
in Flächen zerlegt habe, thatsächlich, dass er sie in quadratische 
Formen auflösen kann, 

Waren die logischen Grundfehler des Begriffes von der wfach aus- 
gedehnten Grösse nun auch nicht sofort erkennbar, so hätte Riemann 
sich doch über das Bedenkliche und Ungenügende der ganzen Kon- 
struktion nicht täuschen können, wenn nicht eine Betrachtung ganz 
anderer Art jenen Begriff zu rechtfertigen geschienen hätte. In Riemanns 
Worten: „In die Auffassung der Flächen mischt sich neben den inneren 
Maassverhältnissen, bei welchen nur die Länge der Wege in ihnen in 
Betracht kommt, immer auch ihre Lage zu ausser ihnen gelegenen 
Punkten. Man kann aTjei- TOn den äusseren Verhält- 
ulssen abstrahlreu, indem man solche Veränderungen mit ihnen 
vornimmt, hei denen die Länge der Linien in ihnen ungeändert bleibt, 
d. h. sie sich behebig — ohne Dehnung — gebogen denkt, und alle 
so auseinander entstehenden Flächen als gleichartig betrachtet Es 
gelten also z. B. beliebige cylindrische oder konische Flächen einer 
Ebene gleich, weil sie sich durch blosse Biegung aus ihr bilden lassen, 
wobei die inneren Maassverhältnisse bleiben, und sämmtliche Sätze 
über dieselben — also die ganze Planimetrie — ihre Gültigkeit be- 
halten; dagegen gelten sie als wesentlich verschieden von der Kugel, 
welche sich nicht ohne Dehnung in eine Ebene verwandeln lässt" 

In dem „man kann aber von den äusseren Verhältnissen abstraliiren" 
liegt eine weitgehende petitio principii. Man kann das allerdings, wenn 
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man sieh mit einer Theilbetraehtung der Flächen begnilgen will; man 
kann das aber nicht, wenn man die ganze Natur der Fläelien verstehen 
will; und dies ist nicht immer möglich, wenn man sich auf die Be- 
trachtung der analytischen Foi^mel einer Fläche beschränkt, anstatt die 
Fläche selbst zu studiren. Weil in der grossen Mehrzahl der Fälle 
diese Formeln als vollständige Repräsentanten von geometrischen öegen- 
Ktänden angesehen werden düifen, deshalb wurde dies übersehen. 

Wenn man die von Riemann geforderte Abstraktion voraimmt, 
dann betrachtet man lediglieh GrössenverhUltnisse , und diese Be- 
trachtungsweise lässt sich gleichmässig durch alle Potenzordnungen der 
Formeln foi-tsetzen. Es galt nun als Dogma, dass die Mathematik sich 
nur mit Grössenverhältnissen beschäftige, und deshalb glaubte man 
diese Wissenschaft erst durch jene geforderte Abstraktion zu einer rein 
deduktiven gemacht zu haben ; mit anderen Worten : die Analyse 
schreite rein deduktiv vor, die Geometrie aber enthalte empirische 



Alles, was der Analyse in ihrer heutigen Gestalt noch hinzugefügt 
werden musste, um ihre Anwendung auf räumliche Objekte und Raum- 
begriffe zu ermöglichen, fühlte man sich befugt, einer subjektiven Auf- 
fassung des menschlichen Intellekts oder auch den empirischen Objekten 
selbst zuzuschreiben. 

In jener analytischen Abstraktion verschwindet nun der Unterschied 
von gerader Linie nach unserem gewöhnliehen Verständnisse und den 
geradesten oder kürzesten Linien unter gewissen Bedingungen, z. B. den 
geodätischen Linien auf Flächen. Fügt man zu dem analytischen Aus- 
druck einer Längenausdehnung ein Symbol, welches die Krümmung 
dereelben bezeichnet, so wird die Formel, welche einen grössten Kreis 
der Kugel misst , homolog demjenigen einer geraden Linie ; das 
Krümmungssymbol ist im ersteren Fall eine bestimmte Grösse, im 
zweiten die arithmetische Null. In diesem Krümmungsmaas glaubte 
man deshalb ein empirisches Element der Raumgebilde entdeckt zu 
haben. Wurde nach derselben petitio principii das vermeintlich empirische 
Element „Ki-ümmungsmaass" anderen Gebilden als Flächen, etwa dem 
Körper, beigelegt, so zeigte sich in den daraus entstehenden Formeln 
kein Widersprach , weil man dieses Krünimungsmaass je nach Bedürf- 
niss das einemal als mathematischen Ausdi-uck eines Grösseverhältnisses, 
das anderemal als symbolischen Ausdruck für ein empirisches Element 
benutzte. Hiermit ist aber das Permanenzg^et^ der fonnalen Be- 
ziehungen schon verletzt, weil ein bestimmter analytischer Ausdruck 
nicht in stets derselben Bedeutung verwendet wird. Diese I 
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kam aber nicht zum Bewusstsein in Folge des Glaubens an die alleinige 
Herrschaft des Grössebegriffs in der Mathematik, 

Dem gegenüber haben wir in Kapitel VI entwickelt, dass die rein 
logisch wiederholte Setzung zwei ganz heterogeoe Begriffe er- 
zeugt, sowohl im Nacheinander als Nebeneinander, sowohl in Arithmetik 
als Geometrie; nämlich den Begriff der inneren Beziehungen, Entfernung 
oder Grösse, und Richtung; dass beide Begriffe durch dieselben analy- 
tischea Symbole ausgedrückt werden können; dass aber, während der 
Grössenbegriff keine weitere Einschränkung dui-ch die Symbolik nöthig 
hat, der Richtungsbegriff einer soleben bedarf, und wenn man dies 
vernachlässigt, der Richtungsbegriff als solcher zerstört und eine Deu- 
tung der betreffenden Formel auf innere Beziehungen des Nebeneinander 
unmöglich wird. Diese Zweideutigkeit mancher Symbole ist wohl einem 
jeden Pädagogen schon unbequem geworden, aber man gab sich keine 
Rechenschaft über den Sitz der Schwierigkeit. Der gewandte Analy- 
tiker geht darüber hinweg, weil er sieb bewusst ist, im geforderten 
Falle keine Formel widersinnig zu deuten; eine philosophische Be- 
trachtung, wie diejenige Riemanns, musste aber den Fehler nothwen- 
digerweise durch ihre Konsequenzen bioslegen, eben weil derselbe nicht 
erkannt wurde. 

Betrachten wir nun einige dieser analytischen Zweideutigkeifen. 

Wenn wir in der Arithmetik fragen, was bedeutet: 1,1^1^ 1"; 

oder wem ist es gleich? So ist die beständige Antwort: die Einheit, 
und nichts weiter als die Einheit. 

Fragen wir aber in der Geometrie, so heisst es: 
1 ist die Einheit unseres Längenmaasses, 
1^ bedeutet das daraus gebildete Flächenquadrat, 
1' bedeutet das daraus gebildete Körpervolumen, 

1* 1" bedeuten gar nichts; wir können aber häufig das 

1" — oder um ein zweekmässigeres Beispiel zu wählen — 

a" in der Weise deuten , dass wir es in ein Produkt a^ . «"""■'' 

oder a^ . a""^ oder a . «"-' umschreiben; dann können wir den 

einen Faktor geometrisch deuten, und es bleibt uns für den 

anderen Faktor die Möglichkeit arithmetisch d. h. als reine 

Grösse zu deuten. 

Man hat zwar schon gesagt: die a, a^ a^ sollen nur die reinen 

Maasszahlen bedeuten, welche jene geometrischen Körper mit einander 

vereinigen; also bei der Linienlänge 4 = «, ist « ^= 16 Anzahl der 

Quadrate, welche sich über die Linie a konstruiren lassen. Aber diese 

Antwort ist ungenügend; sie sagt einen Theil der Wahrheit, aber nicht 
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die ganze, a^ bedeutet durchaus nicht immer die reine MaasHzah], 
wenn eine analytische Form geometrisch konstruirt wird; denn dadurch 
würde die spezifische Einheit, welche sie repräsentiren soll, ob 
Länge oder Fläche oder Körper, aufgehoben, statt dessen die aligemeine 
arithmetische Einheit gesetzt und dadurch eine geometrische Deutung 
der Formel fttr viele Fälle unmöglich gemacht. Dieses «^ muss häufig 
nicht 16 Einheiten überhaupt, sondern 16 Einheiten von der spezifischen 
Qualität Fläche bedeuten; und auch dieses letztere nicht in einer 
beliebigen Gestalt der Flächenausdehnung, sondern je nach der Natur 
des Problems zuweilen in der ganz bestimmten Gruppirung dieser 16 
Einheiten als ein Quadrat. Wenn nun irgend eine Anwendung der 
Rechnung uns dazu veranlasst, das a" umzuschreiben in «^ o^n-s q^^^ 
«^.0!"-*, so sind dies weder «fach, noch Sfach, noch 2fach, sondem 
ganz ehrliche einfach ausgedehnte Grössen ; als a^ . o"~' ein Würfel, 
welcher «"-^lal gesetzt wird. In a'^.ee*"^ bleibt das a^ die einfach aus- 
gedehnte Fläche und wird durch die Multiplikation mit a"-^ weder 
Würfel noch irgend ein Unding, sondern bleibt Fläche, so lange es dem 
Rechner beliebt; möglich auch, dass es demselben in Kombination mit 
neuen Zeichen zweckmässig erscheint eine neue Deutung zu versuchen 
und ein neues praktisches Resultat zu erzielen. 

Hieraus geht es zur Genüge heiTor, dass schon so einfache 
geometrisclie Begriffe, wie Quadrat, Würfel durch die arithmetischen 
Zeichen a^, a* für gewisse Fälle durchaus nicht hinreichend repräsen- 
tirt sind; und umgekehrt, wie es nicht für alle Fälle erlaubt ist, die- 
selben auf jene Begriffe zu deuten; am allerwenigsten aber den höheren 
Potenzen entsprechend analoge Begriffe intellektuiren zu wollen. Diese 
vermeintliche Generalisation von Spezialfällen ist in Wahrheit keine 
solche, sondern ein Missbrauch der Formelsprache; denn die gemein- 
same Eigenschaft der Äusmessbarkeit der Gebilde — Fläche, Würfel — 
ignorirt vollständig ihren qualitativen Charakter, welcher doch die 
Hauptsache ist. Die Äusmessbarkeit kann man wohl nach Zahlpotenzen 
klassifiziren ; aber die Potenzen werden dadurch nicht zu Dimensionen. 
Der Sprachinstinkt ging diesmal richtig vor, und die mathematische 
Generalisation, welcher nur ihre historisch entwickelte und mit vielen 
Unvollkommenheiten behaftete Symbolik maassgebend war, ging in-e. 
Bei der synthetischen Geometrie werden wir richtig entwickelte ana- 
lytische Ausdi-ücke finden, welche sich nicht einmal in «fache Aus- 
dehnung verlieren , sondern innerhalb der 8 Dimensionen bleiben und 
trotzdem, als geometrische Begriffe gedeutet, absolut sinnlos sind. 
Auch die Arithmetik wird Beispiele solcher symbolischer Unvollkommen- 
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heiten liefern, welche fiühere und auch heutige Analytiker noch zu 
falschen Schlüssen verleitet. 

Aber nicht allein das analytische Symbol für die Grösseuelemente 
ist mehrdeutig, je nach den praktischen Bedürfiiissen, sondern auch die 
Verbindungszeichen sind es. 

Die Zeichen + und — heissen in der gewöhnlichen Arithmetik 
weiter niehfe, als Verbindung der Grössen in additiver oder subtrak- 
tiver Weise. In der Geometrie werden abei diese Zeichen ausser in 
diesem Sinne noch als Bezeichnung der B,ichtung veiwandt, so da^-s 
("Ha — a) zuweilen gleich Null, zuweilen ahei auch gleich üa weiden 
kann. Zwei ganz heterogene Beziehungsbegiiffe *\eiden also durch 
dasselbe Zeichen ausgedrückt, ganz entgegen dem Satze det Identität, 
^anz entgegen dem Permanenzgesetz ioimalei Beziehungen Es bleibt 
lediglich der richtigen Livmation de&Matliematikeis ubeilassen, welche 
Deutung er diesen Zeichen beilegen will, um aus den nchtig geiech- 
neten Formeln ein brauchbaies Resultat zu erzielen ^'*) 

Durch diese Doppeldeutigkeit der Zeichen + und — geschieht es 
auch, dass das Zeichen V^l, welches m der Anthmetik, so lange es 
isolirt steht, nur eine Fordemng anzeigt, welche ebenso alogisch ist, wie 
die Fordening, eine Primzahl in zwei ganzzahlige Faktoien zu zerlegen, 
in der Geometrie eine ebenso leale Bedeutung haben kann, wie ^edes 
einfache positive Grössensymbol Ebendeshalb kann eine Foim wie 
— «ä zuweilen reine Maas'^zahl, zuweilen em Wüilel m gewissen Lagen 
bedeuten, obschon diese Lage nicht ■vollkommen bestimmt werden kann, 
schon wegen der verschiedenen Faktoi'eii, welche alle ein und dasselbe 
Produkt —a^ erzeugen können. 

Es wird nun grade durch diese Zwei- resp. Mehrdeutigkeit der 
Symbole eine merkwürdige Vereinfachung der Formeln erzielt, und der 
Gmnd, wodurch dies ermöglicht wird, liegt eben in der logischen Ver- 
bindbarkeit der zwei heterogenen Begriffe „Grösse und Richtung", wie 
dieselbe in Kapitel VI nachgewiesen ist. Um nun trotz dieser Viel- 
deutigkeit logische Resultate zu erzielen, ist es durchaus nothwendig, 
die Regeln aufzufinden, welche für die logische Verwendung jener 
Zeichen gelten, oder was dasselbe ist -— die erkenntnisstheoretisehe 
Entwickelung der Begriffe „Grösse, Richtung" und die Gesetze ihrer 
Kombination zu höheren Begriffsgebilden. Wird jene Verbindung ge- 
leugnet, der Abstraktion erlaubt ganz davon abzusehen, nun dann ent- 
stehen Formeln, welche in der Arithmetik ihre eindeutige Geltung be- 
sitzen, aber angewendet auf ein Nebeneinander sinnlos sind; und diese 
Sinnlosigkeit wird nicht vernünftig dadurch, dass man sie mit dem 
Worte „m fache Mannigfaltigkeit" bezeichnet. 
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Hieiinit werden alle Stützen des Begriffs der «fach ausgedehnten 
Grösse hinßillig, welche man aus der scheinbar gestatteten Vermehrang 
der Koordinatenanzahl zur Bestimmung eines Ortes im Nebeneinander 
abzuleiten versucht hat. Man glaubte sich dazu berechtigt, weil die 
Koordinaten von einander unabhängige Grössen seien. Diese ge- 
läufige Bezeichnung ist aber unrichtig , sobald ihre Zahl über 3 -yer- 
mehrt wird. Es sind dann noch Grössenbestimmucgen in arithmetischer 
Bedeutung, aber keine Koordinaten mehr, weil diese in einem gegen- 
seitigen Abhängigkeitsverhältnisse der Richtung stehen, einerlei ob sie 
als Grössen bei der Anzahl 3 abhängig oder unabhängig von einander 
sind. Bei der Arithmetik wird dies aus der Natur der Zahlen ent- 
wickelt werden. 

"Wenn man also, um die mögliche Einmischung empirischer Elemente 
zu vermeiden, von geometrischen Betrachtungen absehen und sich auf rein 
arithmetische Analyse beschränken wollte ~ eine Voi'sicht, welche ge- 
rechtfertigt war, 80 lange man die Natur geometrischer Elemente nicht 
kannte — so versperrte man sich aber auch die Möglichkeit, aus den 
analytischen Formeln etwas über Raumverhältnisse aussagen zu können. 
Statt dessen wurde die kühne Hypothese gesetzt: jene analytischen 
Formeln dürften auf den Begiiff eines Raumes überhaupt gedeutet 
werden. Die richtig gestellte Frage musste lauten : wie kommt es, dass 
die verschiedenen gebräuchlichen Zeichen der Mathematik nicht allein 
in ihrer Vereinzelung , sondern auch in ihren arithmetischen Kom- 
binationen auf Begriffe- oder gar sinnliche Vorstellungen gedeutet wer- 
den dürfen; und welche Kegeln, welche Beschränkungen gelten bei 
solcher Deutungsweise ? ^') 

Ein Theil dieser Frage wurde hier gelöst; andere Theile derselben 
werden bei den mathematischen Disziplinen zu lösen sein. 

Der logische Fehler von Riemanns Raumtheorie dürfte hiermit ge- 
nugsam dargelegt worden sein und zugleich nachgewiesen, dass die 
richtige Interpretation der analytischen Foi-meln allerdings den richtigen 
Raumbegriff ergibt. Es bleibt der Kombinatorik deshalb immerhin un- 
benommen, die »fache Mannigfaltigkeit als ,,tenninus technicus" bei- 
zubehalten; nur muss sie eingedenk bleiben, dass sie auch trotz eines 
derartigen Namens nie etwas Anderes als Kombinatorik werden kann. 

Nothwendig ist es nun noch, auf die empirischen Anwendungen ein- 
zugehen, welche man von obigem Begriffe gemacht hat, und wodurch 
die Meinung entstand, es sei etwas jenem Begriffe entsprechendes an- 
schaulich konstruirt worden. 

Je dunkler der Begriff einer «fachen Mannigfaltigkeit war, desto 
vielversprechender erschien er der Spekulation, welche nicht allein 
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von Metapliysikei-Q, soiideni auch von Empiristen unwillkürlich kultivirt 
wird. Man suchte nach Gegenständen, auf welche jener Begriff an- 
wendbar wäre; hier musste sein praktischer Wei-th sich erweisen. 
Wurden solche Gegenstände oder Vorgänge gefunden, welche nach einer 
n fachen Verschiedenheit einigermaassen gruppirt werden konnten, so lag 
es nahe, da eine einfache und erschöpfende Definition des Raumhegriffs 
zur Zeit nicht bekannt war, unseren Raum als eine Vorstellung jenen 
anderen Vorstellungen zu koordiiiiren , einem Gattungsbegriffe Raum 
überhaupt oder auch «fache Mannigfaltigkeit zu subsumlren. 

Es sei darauf aufmerksam gemacht, wie lediglich der Mängel einer 
scharfen und für alle Fälle richtigen Deünition der Wörter „Vor- 
stellung, Anschauung und Begriff" einen solchen Gedankeiigang un- 
verdächtig erscheinen lassen konnte, und den irrigen Satz aufstellte, 
„dass der Raum der Geometrie ebenso wie der Raum der Physik und 
Astronomie zunächst eine Vorstellung sei von demselben Bewusstseins- 
gehalt wie jede beliebige andere Vorstellung. ^^) 

Solche dem Raumbegriffe vermeintlich koordinirbare andere Vor- 
stellungsreihen waren nun bald gefunden. Schon Riemann hatte in 
dieser Beziehung auf die Farben hingewiesen. Obschon die physikalische 
wie physiologische Beobachtung nur von bestimmten Farben etwas 
weiss, so ist doch der gewöhnlichen Auffassung ein stetiger Uebergang 
einer Farbe in die andere geläufig; und es liegt auch in der That kein 
logischer Widerspruch in der Denkmöglichkeit eines solchen stetigen 
Uebergangs : nur hätte die empirische Auffassung davon absehen sollen, 
eine solche apriorische Stetigkeit aus dem Beobachtungsmateriale folgern 
zu wollen. That sie es, so lieferte sie damit den Beweis apriorischer 
Elemente in ihren Schlüssen und — Voi'stellungen. 

Weiterhin schien die stetige Farbenreihe mit der Baumvorstellung 
(es wird hier dem empiristischen Gedankengange entsprechend Raum- 
vorstellung gesetzt statt des logisch richtigen Wortes R a u m - 
begriff) auch darin eine Analogie zu besitzen, dass sich drei Mannig- 
faltigkeiten bei ihnen unterscheiden liessen , nämlich : Farbenton, 
Sättigungsgrad und Lichtstärke. Das undefinirte Wort Dimension, 
welches bei Riemann durch „ganz andere Bestimmungsart" ersetzt 
worden war, subsumirte man unter den Gattungsbegriff Mannig- 
faltigkeit, und so lange keine genaue Rechenschaft gefordert wurde 
über diesen Klassifikationsakt, durfte die Auffindung einer solchen 
Analogie nicht allein für geistreich, sondern auch für zweckentsprechend, 
vielleicht gar für logisch richtig gelten. 

Dass nun die Verschiedenheit der Dimensionen durchaus nichts 
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mit dem Begiiff einer Mannigfaltigkeit zu tliun hat, ist schon nach- 
gewiesen worden. Aber die Qualitäten „Linie, Fläche, Körper" sind 
Mannigfaltigkeiten von Qualitäten der Ausdehnung; weil die Erzeugung 
dieser Qualitäten durch Bewegung in Dimensionen so vielfältig dem 
geometrisch geschulten Bewusstsein geläufig ist, deshalb fand man 
keinen Anstoss an der steten Verwechslung der Begriffe „Dimension" 
und „Mannigfaltigkeit der Qualität". 

Eine jede qualitative Mannigfaltigkeit lässt sich durch voneinander 
unabhängige Variable analytisch ausdrücken, und da etwas Aehnliehes 
bei der Bestimmung des Ortes im Räume stattfindet, so liegt auch kein 
Hinderniss vor, eine Mannigfaltigkeit (dieses Wort im definirten logischen 
Sinne gebraucht als tota! verschieden von Dimension) von einer, zwei 
oder drei Variablen räumUch zu konstruiren. Ist jene empirische 
Mannigfaltigkeit in ihrer Ausdehnung beschränkt, so wird die räumliche 
KonstiTiktion ein begi'enztes Volum umfassen; sind jene empirischen 
stetigen Qualitäten unbeschränkt, nun so erlaubt der unbeschränkt 
fortgehende logische Prozess Raum genug für eine jede Konstruktion. 
Dass aber die räumlichen Variabein ausser dieser Analogie mit den 
Variabein einer Mannigfaltigkeit noch etwas ganz Eigenartiges besitzen, 
dass es ein logischer Fehler ist, die Raumkoordinaten schlechtweg un- 
abhängige Variable zu nennen, ja dass es ein logischer Fehler ist, aus 
der willkürliehen Subsumtion dieser beiden Arten von unabhängigen 
Grössen unter den Oberbegriff „Variable" auf die Natur jener Unter- 
begiiffe sehliessen zu wollen, wurde Übersehen; und der Hauptgnind 
dieses Fehlers lag in dem Mangel einer strengen Definition von „Vor- 
stellung und Begriff". 

Ein zweites Beispiel einer stetigen Ausdehnung von drei Mannig- 
faltigkeiten bieten die Tonerapfindungen, und diese wurden demgemäss 
mit gleicher Verwechslung der Begriffe wie vorher stetige Grössen von 
drei Dimensionen genannt. Höhe, Intensität und Klangfarbe werden 
qualitativ unterschieden, können demnach auch durch drei Abmessungen 
graphisch gruppirt werden. Diese graphischen Darsteliungen können 
zu allerhand interessanten geometrischen Vergleichen die Hand bieten. 
Die graphisch gnippirten Farbenabstufiingen können als Kegel , deren 
Spitzen, durch imaginäre Linien verbunden, geschlossene Flächen oder 
auch mehrfach zusammenhängende Flächen bilden (mehriach verbundene 
Körper) — die Töne dagegen ins Unendliche sich erstreckende Figuren ; 
denn die empirischen Grenzen der Tonreihe existiren nicht für den 
logischen Fortschritt. Aber alle solche graphischen Anschauungsmittel 
. nichts für die Identität einer qualitativen Mannigfaltigkeit 
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mit einer dimeiisionalen ; beweist doch auch die graphische Konstruktion 
statistischer Tafeln nicht die Räumlichkeit der Statistik. Es wäre für 
Liebhaber nicht allein möglieh, sondern es wird auch für die peycho- 
physische Analyse vielleicht einmal sehr zweckmässig werden, eine 
solche höhere Mannigfaltigkeit zu betrachten. 

Als allgemeines Ausdehnungselement kann man nämlich die Em- 
pfindung als solche betrachten, d. h. ihre Stelle auf der Skala „Lust 
Unlust" fflr einen bestimmten Organismus. Diese Stelle für einen 
bestimmten Moment muss sich als Resultat aller Einzelempfindungeo 
fixiren lassen, welche in jenem Momente auf den Organismus einwirken, 
entweder als direkte Wahrnehmung (Reiz) oder als Vorstellung. Diese 
Einzelempfindutigen sind bestimmbar nach Sinnesmerkmaleo, drei Ton- 
variablen , drei Farbenvariablen x Innervationsvariablen etc. Alle 
diese veränderliehen Grössen hingen mehr oder weniger nach stetigen 
Abstufungen zusammen eben weil sie alle eine Reaktion auf die Em- 
pfindung als Gefühl ausdrucken Üet Fortschritt empirischer Beobachtung 
rückt vielleicht einmal Ton und Farhengrenzen noch viel weiter hinaus, 
als es schon der gewöhnlichen Beobachtung gegenüber durch physika- 
lische Mittel ermöglicht worden ist. Wer wollte die Unmöglichkeit 
behaupten, dass schliesslich einmil Ton- und Farbenempfindung inein- 
ander übergehen? Eine \eiÄndeiung unseres Organismus bringt das 
vielleicht rasch fertig; man denke nur an Halluzinationen und Traumbilder, 
wo zuweilen dergleichen Vorgänge stattfinden; wer weiss ob das weniger 
differenzirte Nervenorgan niederer Thiere dies nicht schon zu Wege 
bringt oder auch das beobachtete Vikariren der Sinne bei gewissen Zu- 
ständen des menschlichen Organismus. 

Da hätten wir eine «fache Mannigfaltigkeit, mit der sich ana- 
lytisch rechnen lässt; eine ähnliche besteht schon in der mathematdschea 
Physik. Aber hat diese Mannigfaltigkeit das geringste Gemeinsame mit 
dem Begriff der Dimensionen, obschon sie ebenso das Element der Aus- 
dehnung (Empfindungsdauer) hat, wie jede andere ausgedehnte Grösse? 
Ihre einzige Gemeinsamkeit besteht darin, dass analytische Symbole unter 
Beobachtung gewisser Regeln auf beide Arten von Keihen angewandt 
werden können; eine Gemeinsamkeit, welche abstrakt genommen nicht 
mehr bedeutet, als wenn zwei vei-schiedene Begriffe in dieser oder jener 
Sprache mit einem und demselben Worte bezeichnet werden. Dass 
aber die Anwendung mathematischer Symbole weiter reicht als solche 
etymologische Bildungen, liegt daran, dass durch Zahlen, oder allgemein 
durch Kombinatorik, die ganze Reihe der formalen Bestimmungen, 
d. h. der vei'schiedenen Denkbegriffe, ausgediilckt werden kann. Der 
Raum als Begriff ist aber weiter nichts als die Möglichkeit der Ord- 
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nung eines Zusammen, und der sogenannte empirische Raum ist die 
empfundene Ordnung, geordnete Empfindungen, als solche Ausdehnung 
der Giiippirung ; Verbindung der Elemente der Kombination durch ein 
empfundenes Zwischen den Elementen. Ebenso heterogen wie dem- 
nach die Empfindung als Inhalt ihrer fonnalen Bestimmung, als be- 
gi-enzter Inhalt nach dieser oder jener Kombination des Denkens, ebenso 
heterogen ist der empirische Begi-ift' einer «fachen Mannigfaltigkeit dem 
rein formalen Begriff einer allseitigen Raummögiichkeit , dem Räume 
als allseitiges Kontinuum formalen Setzens. 

Will man den Begriff des allseitigen Kontinuums analytisch defl- 
niren, so geschieht dies dui'ch die Bezeichnung: Bestimmbarkeit des 
Ortes durch Koordinaten, welche der Grösse aber nicht der Richtung 
nach von einander unabhängig sind — oder: durch der Grösse wie der 
Richtung nach von einander unabhängige Vaiiable, deren Zahl jedoch 
3 nicht Uberechreitet — oder: der Grösse wie Richtung nach un- 
abhängige Variable, deren Gebüde das Krümm ungsmaass Null haben. 
Alle diese Bezeichnungen sind identisch ; sie haften aber an rein arith- 
metischen Merkmalen, und diese Merkmale düi'fen nicht unmittelbar 
für logische Begriffe gelten. In diesen isolirt betrachteten Merkmalen 
ist der logische Grund und die Regel ihrer Verbindbarkeit nicht direkt 
erkennbar; deshalb ist es auch nicht erlaubt, mit ihnen allgemeine 
Generalisationen oder Subsumtionen aufzustellen. Wenn man deshalb 
von einer analytischen Berechtigung spricht, unseren Grössen- 
begriff vom Raum zu dem Begriff einer «.fachen Mannigfaltigkeit mit 
konstantem Krümmungsmaass zu erweitern, so trennt man Analytik von 
Logik, und vei'steht unter ersterer nur noch die Berechtigung, gewisse 
mathematische Zeichen nach gewissen, wilikürlich ersonnenen Kunst- 
griffen konsequent zu behandeln. 

Die letzte und hauptsächlichste Stütze fand jener Begriff einer 
Ausgedehntheit von «Dimensionen in geometrischen Betrachtungen, 
welche eine anschauliche Darstellung der darin vorhandenen Verhält- 
nisse geben oder deren mögliche Darstellung wenigstens glaubhaft 
machen sollten. 

Durch die vonEiemann behauptete Zerlegbarkeit einer wfachen Aus- 
gedehntheit in Flächen, und geometrische Betrachtungen der Flächen 
überhaupt, wurden nämlich Gebilde analytisch bestimmt, welche so 
recht die empirische Beschränktheit unserer Anschauung vor Augen 
führen sollten ; Gebilde, deren Grenzen wir unter gewissen Verhältnissen 
wirklich konstniiren könnten, und von weichen Grenzen wir dann eine 
Ahnung über das Gebilde selbst zu fassen vermöchten, dessen Existenz 
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durch das Dasein einer analytischen Formel beglaubigt sei. Je glän- 
zender die geometrischen Entdeckungen auf diesem Gebiete ausfielen, 
desto -verführerischer waren sie auch in Irreleitung des Urtheils, und 
deshalb muss die Nichtigkeit der gezogenen Konsequenzen , ihrer An- 
wendung auf Flächenwesen und die Männer im Konyexspiegel, geome- 
trisch nachgewiesen werden. 

Die krummen Flächen lassen sich bekanntlieh am Zweekmässi^ten 
nach dem KrÜmmungsmaasse klassifiziren ; einer Zahl, welche durch das 
Produkt der reziproken Werthe von zwei Hauptkiilmmungsradien an einem 

Punkte der Fläche entsteht: ihr Zeichen ist demnach — • — . Diese 

'*! ^s 

Zahl bezeichnet innerhalb eines arithmetischen Gebildes einfach einen 
Bestimmungsfaktor (Parameter) ; ist aber das arithmetische Gebilde (der 
betrelFende analytische Ausdruck) deutbar auf ein Raumgebilde, so hat 
jene Zahl auch eine Bedeutung als Raumbegriff. 

Wir nennen nämlich gekrümmt, Etwas was stetig seine Richtung 
ändert; die einfache Ausdehnung in stetiger Richtungsändening nennen 
wir krumme Linie, Kurve. Kui-ve ist also ein Denkbegilfi', nichts mehr 
noch weniger; von aller Anschaulichkeit als gezeichnete Kurve kann 
abstrahirt werden, und dabei doch die Art und Weise ihrer Krümmungs- 
ändemng, ihre Gestalt Überhaupt, der denkenden Analyse oder Syn- 
these unterworfen werden ; in der analytischen Fonnel der Kurve können 
alle Betrachtungen derart angestellt werden, Ist nun Krämmung bei 
noimalem Gebrauche ein Begriff, der bei Linien vei-wendet wird, so 
spricht doch sowohl die Sprache von krummen Flächen, wie auch die 
Abstraktion der Mathematik, weil die Eigenschaften einer jeden krummen 
Fläche aus einem System von kmmmen Linien abgeleitet werden 
können; und zwar für jeden Punkt der Fläche, durch zwei in jenem 
Punkte sich schneidende krumme Linien. Kiümmung der Fläche ist 
also ein Deiikhegriff, eine Kombination aus den vielen Denkbegriffen 
veischiedenei krummer Linien, Die Flächen können nun klassifizirt 
weiden m solche, wo die auf der Fläche durch einen Punkt recht- 
wmklig zueinander gezogenen Kurven nach derselben Seite hin ge- 
krümmt ynd wie auf der Kugel, oder nach entgegengesetzten Seiten 
wie auf einem Serviettenbande; in dem ersteren Falle wird die Zahl 

beide Klassen von Krümmungen 

haben als aiithmetische Verbindungsgi'enze die Kilimmungszahl Null, 
d. h. wo gar keine Krümmung stattfindet, welche die Fläche ohne 
Krümmung oder Ebene ist. Es gibt nur zwei Flächen, welche an 
jedem Punkte eine konstante Krümraiingszahl haben; die Kugelfiäche 
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mit konstanter positiver und die einem liiienförinigen Chainpagaer- 
glase ähnliche Pseudosph'äre mit konstant negativer Krümmungszahl. 
Bei den hierauf bezüglichen Untei-suehungen zeigte sich eine enge 
Verbindung des Paralleleiiasioms mit den geometrischen Formeln, wenn 
sie anstatt auf Figuren der Ebene, auf solche gedeutet wurden, die 
man auf die Sphäre und Pseudosphäre zeichnen kann. Während das 
Dreieck der Ebene stets zwei rechte Winkel enthält, hat die Figur, 
welche wir sphärisches Dreieck nennen, mehr, die entsprechende Figur 
auf der Pseudosphäre, weniger als zwei rechte Winkel. Hier schien 
also ein indirekter Beweis gefunden, dass der Satz von der Summe der 
Dreieckswinkel gleich zwei Rechten, apriorisch nur deshalb unbeweisbar 
war, weil eben Verhältnisse vorliegen konnten, unter denen er that- 
sächlich nicht statt hatte. Man brauchte sich ja nur Flächenwesen 
vorzustellen, in deren Welt eine körperliche Ausdehnung nicht bestand; 
sollten diese nicht auch nur in zwei Dimensionen vorstellen? Die em- 
piristische Auffassung fordei^te dies apriorisch; weil ja alle Vor- 
stellung nur durch Wahrnehmung entstehen sollte. 

Es wurde hier wieder einmal Vorstellung und Begiiff verwechselt, 
verleitet durch das alte Erhtheil der Sprachmetaphysik, welche von 
„geometiischen Vorstellungen" spricht. 

Allerdings, wenn solche Wesen nur Wahrnehmungen in zwei Dimen- 
sionen machen, so wird auch die einfache sinnliche Reproduktion nur 
diesen gleiche Voi-stellungen erzeugen; denken werden sie jedoch wie 
jedes denkende Wesen überhaupt, nämlich nach drei Dimensionen, und 
je nach Veranlassung auch die zweidimensionalen Wahrnehmungen zu 
dreidimensionalen Vorstellungen kombiniren können. Eine einfache 
geometrische Betrachtung ergibt dies. 

Denken wir uns, dass jene Kugelfläehenwesen eine Kurte ihrer 
Welt anfertigen. Ihre Maassstäbe sind natürlich krumm, ihre Gesichts- 
linien (Winkel) gehen in Kreislinien, ihr Zeichenpapier ist wie sie selbst 
ein kleines Stückchen Kugelobeifläehe. 

Die Flächenwesen messen und zeichnen zuei-st eine Standlinie, 
den Kreis aghh mit dem Zentrum c, wandern sodann von c über h 
stets in gerader Richtung vorwärts, Sie finden, dass sie über a nach 
c zurückgelangen. Bei einer zweiten Wanderung in gleicher Richtung 
werden ausser der direkten Längsmessung des Weges zur Kontrole die 
Distanzen der Wegetappen von dem rechts gelegenen Punkte g ge- 
messen. Bei der Aufzeichnung des Weges auf der Karte ergibt sich 
etwa die Linie c, h, sg, a, c. Der Punkt z sei die Mitte des Weges. 
Es wird sich nun finden, dass keine Distanz genau aufgezeichnet wer- 
den kann. Zur Kontrole wird die Reise nochmals unternommen und 
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dabei die Distanzen der Wegetappen vom Punkte h links von der 
Richtung der ßeise gemessen. Die Aufzeichnung ergibt ungefähr die 
Linie c, h, sft, a, c. 

Hier ergibt also die empirische Beobachtung und Aufzeichnung 
eines und desselben Gegenstandes, eines grössten Kreises des Planeten, 
ein total verschiedene Resultat. "Wo sucht nun der Empiriker die 
Hülfe, um einen solchen Widerspruch der Erfahrung zu lösen? Offen- 
bar können neue Beobachtungen zu nichts führen; eine jede andere 
würde denselben Widerspruch ergeben. Eine Lösung kann nur das 
von Einzelerfahrungen unabhängige Denkgesetz geben, indem es die 
sich widersprechenden einzelnen Beobachtungen (Wahrnehmungen) durch 
eine dem Identitätssatze entsprechende Hypothese zu einem Gedanken- 
dinge vereinigt. Machen wir deshalb Anwendung von den gegebenen 
Definitionen, so heisst die obige gewöhnliehe Ausdrucks weise in streng 
logischer Sprache; 

Der gemessene Kreis aclz ist kein Gegenstand, sondern ein 
Begriff, und ebenso sind die gezeichneten Linien acTyzg, achzh, 
keine graphischen Repräsentationen von Vorstellungen, sondera von 
Begriffen; denn eine geometrische Vorstellung ist unmöglich. 
Was man gemeiniglich geometrische Vorstellung nennt, hat weder Farbe 
noch sonst ein sinnliches Merkmal, weil die Geometrie vorschreibt, von 
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allen solchen zu abstrahiren. Wir können die Vorstellung eines Kör- 
pers, eines Stüeltes Papier, Holz, oder feurige Linien in dieser oder 
jener geometrischen Figur fassen ; die geometrische Figur als solche ist 
aber nie etwas Anderes als die Jeere Form jener Vorstellung, eine 
Kombination von Denkbegriffen; und lässt sich deshalb nicht vor- 
stellen, sondern nur denkend bestimmen. Das übliche „ich stelle 
mir eine Figur anschaulich vor" heisst logisch gesprochen: ich stelle 
mir einen Gegenstand vor, konstruirt aus sehr dünnen Drähten oder 
leuchtenden Bändern, oder ein Raumvolum, begrenzt von sehr dünnen 
Blättern; aber so, dass deren Begrenzungen möglichst genau den 
geometrischen Begriffen von der geforderten Figur entsprechen. 

Tritt nun an unsere Flächenwesen die Aufgabe heran, jene sich 
scheinbar widersprechenden Beobachtungen zu erklären , so ist das 
ähnlich der Aufgabe den scheinbaren Widersprach zu erkläi-en, dass 
ein gespiegelter Gegenstand nicht dort gefunden wird, wo man ihn 
sieht. Das logische Urtheil wird einfach lauten : jener Widersprach 
liegt nicht in dem Gegenstande, sondern in der verkehrten Zeichnung; 
und die zwei verschiedenen Beobachtungen sind logisch erklärbar' durch 
die Hypothese, dass der Kreis achs senkrecht auf dem Kreise aghh 
steht, dass also die Fläche des Planeten auf dem Papier überhaupt 
nicht darstellbar ist. Sind wir Erdenbewohner doch auch nicht durch 
unmittelbare Wahrnehmung der Erde als Kugel, sondern durch dem 
vorigen ähnliche Schlüsse zu der Hypothese von dieser ;Kugelgestalt 
gelangt Die Kugelbewohner werden also eine ideelle Planimetrie 
entwickeln, welche sich nirgendwo auf die ihnen wahrnehmbaren Gegen- 
stände anwenden lässt. Diese ideelle Planimetrie wird ihnen jedoch 
ermöglichen, aus ihren Karten, welche die wirkliche Ländergestatt gar 
nicht ähnlich wiederzugeben vennögen (grade wie auch unsere auf 
ebenes Papier gedruckten Karten), die richtigen Distanzen abzuleiten. 
Sie werden nicht ein anderes System von geometrischen Axiomen auf- 
stellen als das unsrige, sondern ein von ihrer Wahroehmung verschie- 
denes ideelles, nämlich dasselbe wie unser ideelles (das Euklidische), 
welches ja auch nicht auf unsere Wahrnehmungen genau , sondern nur 
annähernd passt, eben weil es ein ideell konstrairtes, nicht aber ein 
aus der Natur kopirtes (nach dem empiristischen Ausdnick „ein ledig- 
lich aus der Eriahining gewonnenes") System ist. 

Weil demnach der Richtongsbegriff gar nicht von den spezifischen 
Wahrnehmungen abhängt, sondern ein reiner Denkbegriff ist, deshalb 
werden ebene Flächenwesen ganz den identischen Begriff bilden, wie 
die auf sphärischen und pseudosphärischen Flächen lebenden. Eine 
gerade Linie wird in ihrer Welt allerdings nicht vorkommen ; aber eine 
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solche existirt auch nicht in der unsrigen. Es wird jenen sphärischen 
Wesen aher ebensowenig einfallen, eine geodätische Linie für eine 
solche von identischer Richtung zu erklären wie wir eine als Gerade 
wahrgenommene geodätische Linie des Himmelsgewölbes; und sie -werden 
sich in diesem TJrtheil nicht dadurch irre machen lassen, dass ein Ge- 
lehrter ihnen eine Formelsprache mittheilt, in welchen für diese ver- 
schiedenen Begriffe dasselbe Symbol gebraucht wird — wie in unserer 
Pangeometrie. Jene sphärischen "Wesen werden deshalb einen Flächen- 
ausschnitt mit drei Ecken durchaus nicht für ein geradliniges Dreieck 
erklären, weil, wie sie dui'ch Beobachtung ausfinden, jene geodätischen 
Linien durchaus nicht eine absolut konstante Richtung haben, sondern 
nur eine relativ konstante in Bezug auf eine gewisse Ebene. Auch die 
Identität der logisch gebildeten Begriffe von „Linie konstanter Richtung" 
mit der „absolut kürzesten Linie" werden jene Flächen empirisch 
konstatiren können; denn messen sie Kreise von yerschiedener Grösse 
auf ihrem Planeten sowohl nach Länge des Umfanges wie Länge des 
geodätischen Durehmessers, so werden sie linden, dass das Verhältniss 
von Durchmesser zu Umfang sich ändert mit der Grösse des Kreises; 
und diese empu'isch gefundenen Verhältnisse lassen sich in eine Reihe 
bringen, welche ein arithmetisches Gesetz der Aenderung aufweist. 
Die gewöhnlichen arithmetischen Operationen werden zwei Grenzfälle 
in dieser Reihe erkennen lassen, den einen, wo das Verhältniss von 
Umfang zu Durchmesser wie 2 zu 1, den anderen, wo jenes Verhältniss 
wie 3,14 zu 1 ist; und das letztere wird als das Verhältniss der Linie 
konstant geänderter Richtung zur Linie konstant identischer 
Richtung erkannt werden. 

Das Parallelenaxiom wie auch der Satz von der Summe der 
Dreieckswinkel hat also nichts mit sphärischen oder pseudosphärischen 
Flächen zu thun, sondern nur mit der gewählten 
Parallelen existiren nicht auf jenen Flächen und e 
ecke in eindeutiger Anwendung dieser Worte; denn Linien, die sich 
trotz beliebiger Verlängerung nach dem ihrer Ausdehnung zu Grunde 
gelegten G^etze nicht schneiden, sind deshalb noch keine Parallelen; 
und Figuren, welche drei Ecken besitzen, z. B. drei dui'ch Ecken ver- 
bundene Spiralen, sind dieser Eigenschaft halber noch keine Dreiecke. 
Es ist schon zum allerwenigsten eine Unvorsichtigkeit der Mathematiker, 
wenn sie philosophiren wollen, von Winkeln zu sprechen, welche 
durch geki-ümmte Linien gebildet werden. Bei den geometrischen De- 
finitionen ist dies Thema eingehender zu behandeln. 

Das Suchen nach Anwendung der pangeometrischen Formeln ging 
aber noch weiter. War die Formel, welche eine Deutung als doppel- 
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hinderte ja nichts weitere Gebilde arithmetisch aufzustellen, welche 

tlui'Ch ein höheres Pi'odukt — ■ — ■ ■ ■ — analoa b^timmbar wären; 

und wamm sollten diese Formeln nicht auch eine geometrische Be- 
deutung haben, etwa dreifach gekrümmte FJäehen oder — krummer 
Raum etc.; es war ja kein logisches Prinzip entdeckt, welches hier 
eine Grenze der Begriffsbildung gezogen hätte ; warum also nicht analoge 
Raumgebilde imaginireo, die wir nur nicht anschaulich darzustellen 
wttesten, weil in unserer empirischen Welt eben keine vorhanden wären? 
Hauptsächlich der gekrümmte Baum schien sich den geläufigen Vor- 
stellungen anzupassen; hatte doch Gauss die krummen Flächen als 
solche gekrümmte Räume imaginirt, an denen nur die eine Dimension 
unendlich klein geworden, aber deshalb doch nicht verschwunden war; 
ähnlich wie die Differenzialien ja auch nicht radikal verschwinden. 

Der alogische Begriff des unendlich Kleinen, und die trotz 
aller Behauptung des Gegentheils ungelöste Frage nach der logischen 
Bereelitigung des Infinitesimalkalkuls erhielten in diesem Gedanken- 
gange einen prägnanten Ausdruck. 

Eine optische Erfahi-ung stützte vorgeblich diesen Gedankengang. 
Bei der Beliebtheit und vermeintlichen Anschaulichkeit dieses Falles 
sei das Beispiel in Worten seines Erfinders gegeben, 

„Jede Grössen vergleichende, sei es Schätzung, sei es Messung 
i-äumlicher Verhältnisse, geht von einer Voraussetzung über das phy- 
sikalische Verhalten gewisser Naturköiper aus, sei es unseres eigenen 
Leibes, sei es der angewendeten Messinstrumente . . . . , welche über das 
Gebiet der reinen Raumanschauungen hinausgreift. Ja es lässt sich 
ein bestimmtes Verhalten der uns als fest erscheinenden Köi'per an- 
geben, bei welchem die Messungen im Euklidischen Räume so ausfallen 
würden, als wären sie ausgeführt im pseudosphärischen oder sphärischen 
Räume... Um dies einzusehen, erinnere ich zunächst daran, dass, 
wenn die sämmtlichen linearen Dimensionen der uns umgebenden Körper 
und die unseres eigenen Leibes mit ihnen im gleichen Verhältnisse 
vergrössert würden, wir eine solche Aenderung durch unsere Mittel der 
Raumansehauung gar nicht würden bemerken können. Dasselbe würde 
aber auch der Fall sein, wenn die Dehnung oder Zusammenziehung 
nach vei-schiedenen Richtungen hin verschieden wäre, vorausgesetzt, 
dass unser eigener Leib in derselben Weise sich veränderte und voraus- 
gesetzt ferner, dass ein Körper, der sich drehte, in jedeni Augenblick, 
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ohne mechaiiisehen Widerstand zu erleiden oder auszuüben, denjenigen 
Grad der Dehnung seiner verschiedenen Dimensionen annähme, der 
seiner zeitigen Lage entspricht . . . Ein gut gearbeiteter Konvexspiegel 
{die versilberten Kugeln in den Gärten) von nicht zu gi'osser Oeffnung 
zeigt das Spiegelbild jedes vor ihm liegenden Gegenstandes scheinbar 
kötpei'lieh und in bestimmter Lage und Entfernung hinter seiner Fläche. 
Aber die Bilder des fernen Horizontes und der Sonne liegen in be- 
grenzter Entfernung, welche der Brennweite des Spiegels gleich ist, 
hinter dem Spiegel. Zwischen diesen Bildern und der Oberfläche des 
Spiegels sind die Bilder aller anderen vor letzterem liegenden Objekte 
enthalten, aber so, dass die Bilder um so mehr verkleinert und um so 
mehr abgeplattet sind, je ferner ihre Objekte vom Spiegel liegen... 
Jede gerade Linie der Aussenwelt wird durch eine gerade im Bilde 
dargestellt. Das Bild eines Mannes, der mit einem Maassstab eine von 
dem Spiegel sich entfernende gerade Linie abmisst, würde immer mehr 
zusammenschrumpfen, jemehr das Original sich entfernt; aber mit 
seinem ebenfalls zusammenschi-umpfenden Maassstabe würde der Mann 
im Bilde genau dieselbe Zahl von Centimetern herauszähien , wie der 
Mann in der Wirklichkeit . . . Alle geometiischen Messungen . . . alle 
Kongraenzen würden in den Bildern bei wirklicher Aneinanderlagerung 
der betreffenden Körper ebenso passen, wie in der Aussenwelt ..." 

Dass dieses optische Experiment durchaus nicht zu dem Vorder- 
satze berechtigt ,oede Messung räumlicher Verhältnisse gehe von einer 
Voraussetzung über das physikalische Verhalten gewisser Naturkörper 
aus", wird sofort klar, wenn wir statt diesen etwas fremdartigen Ab- 
straktionen ein unseren Verhältnissen näher liegendes analoges Beispiel 
wählen; es gibt ein solches, welches ganz dieselben zu einem Schlüsse 
auffordernden Elemente enthält wie jene Konvexspiegelwelt. 

Wenn wir die Entfernung eines Gestirnes zu messen unternehmen 
wollten, ohne Kenntniss zu haben von der Veränderung uiiserer Maass- 
stäbe durch die Temperatur, so würden wir jene Entfernung am 
Pole grösser als am Aequator finden , weil der empirische Maassstab 
durch Abnahme der Temperatur kleiner wird. Dies könnte man in 
pangeometrisehen Formeln ausdrücken, und jene Thatsache dadurch 
erklären, dass wir uns in einem geki-ümmten Räume bewegen. Warum 
ist nun Niemandem eingefallen, eine solche Erklärung zu geben ? Einfach 
weil Niemand, auch der Empirist nicht, trotz seiner Behauptung des 
Gegentheils, den Begriif einer Maasseinheit mit dem Objekt 
Maassstab verwechselt; weil bei einer logischen Erklärung nicht 
Wahmehmungen lediglich beschiieben oder synthetisch zusammengesetzt 
werden, grade in der Folge wie unser Cerebralapparat dieselben zu- 



y Google 



142 A. Kap. XII. Die analytische Formelspraclie. 

fällig zusammenliäuft, sondern weil wii- die Walirüehmungen in logischen 
Konnex dem apriorischen Denkgesetze gemäss bringen müssen, um das 
zu Stande zu bringen, was vernünftige Menschen Erklärung nennen. 
Deshalb lautet der Schluss aus obiger Wahrnehmung nicht: 

Wir bewegen uns in einem krummen Räume ; unser Maassstock ist 
aber ein konstantes Ding, weil wir zusehen, dass Nichts davon weggeht 
und Nichts hinzukommt — sondern — : 

„Wir bewegen uns in einem Räume, und dieser Raum als logisches 
Kontinuum oder Ausdehnung Überhaupt, ist Überall gleichartig wo oder 
wann er betrachtet, als Begriff angewandt wird; weil sonst der Begriff 
nicht identisch, nicht logisch wäre; aber irgend eine Ursache muss 
unsere Ma^sstäbe bei unserer Heise vom Aequator zum Pol verändei-n, 
weil der Maassstab etwas empirisches Veränderliches ist, was nicht 
mit dem stets identischen Begriff Maasseinheit vei-wechselt werden 
darf," 

Bei diesem Schlüsse ist uns auch nicht die Alternative zweier 
Erklärungsweisen gelassen, wie mehrere Autoren glauben; dass nämlich 
jene verschiedenen Beobachtungen ebensowohl durch eine Vei^chiedenheit 
der Objekte als auch durch eine Verschiedenheit des Raumes erklärt 
■werden könnten. Nein, nur durch die Verschiedenheit der Objekte; 
im anderen Falle wird der Begriif einer Maasseinheit zu einem 
empirischen Ding gemacht, und damit hört die Möglichkeit des Er- 
lilärens überhaupt auf. 

Der Grund, warum diese Alternative nicht besteht, liegt darin, 
dass Krümmung des Raumes ein ebenso alogischer Begi"iff ist wie höl- 
zernes Eisen. Es wurde vorhin gezeigt, wie Krümmung als Aenderung 
der Richtung nur dort einen Sinn als Attribut haben kann , wo von 
Richtungen die Rede ist. Deren sind aber bei dem Raumvolura keine 
vorbanden. Das Raumvolum kann als ein b^timrater Körper begrenzt 
-werden, und an solchen Grenzen lassen sich Richtungen bestimmen; 
deshalb wird auch bei bestimmt abgegrenzten Körpern der Begriff des 
„Flächenkrümmungsmaasses" durch dieselbe Formel ausgedrückt, wie 
der aus einer ganz anderen Sphäre ■ hervorgeholte Begriff ,,Strahlen- 
dichtigkeitsmaass". Wenn aber an einem Körper nur die Eigenschaft 
des kontinuirUchen Volums betrachtet wird, oder was dasselbe ist, „der 
Kaum als allseitiges Kontinuum", nun dann ist von keinen Riehtungen 
die Rede, und der Begriff eines mit Krümmungsmaass behafteten Raumes 
steht auf derselben Stufe von Widersinn wie kmmmer Ton, krumme 
Farbe etc. Es ist also wie bei den vorigen Beispielen auch hier; die 
analytischen Formeln lassen keine Anwendung auf. die postulirten Be- 
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griffe zu; als ai'ithmetische Gebilde behalten sie deshalb iinmer ihre 
Bedeutung. 

Riemann hat nun, um seinen Formeln eine weitere metaphysische 
Bedeutung geben zu kennen, die Begriffe unbegrenzt und unend- 
lich als verschiedene gesetzt, und hat diese Aufstellung gi'ossen An- 
klang gefunden, weil charakteristisch -verschiedene Formelarten sich 
darnach klassifiziren lassen. Logisch ist diese Unterscheidung aber 
nichtig. Eine Kreislinie (nach Riemann unbegrenzt) ist ebenso 
begrenzt, wie eine gerade Linie; um diese Begrenzung zur Anschauung 
zu bringen, braucht man auf der Kreislinie nur eine, auf der geraden 
zwei Grenzen zu setzen. Nach einem anderen Modus der Klassifikation 
könnte man also im Gegentheil behaupten, eine Kreislinie sei doppelt 
so stark begi'cnzt wie eine Gerade. 

Wenn wir eine algebraische Funktion finden, welche bei dem Ver- 
suche, dieselbe geometrisch zu deuten, sich darstellt als eine unendlich 
oft wiederholte Ausdehnung über eine und dieselbe geschlossene Curve, 
so bleibt diese Curve deshalb doch eine ebenso begrenzte Linie wie 
vorher, ehe wir sie zu Hülfe nahmen, um uns das Anwachsen obiger 
Funktion anschaulich zu machen; und diese Funktion bleibt eben eine 
solche sogenannte unendliche Reihe wie vorher; sie ist nicht durch 
die Veranschauliehung zu einer nur unbegrenzten Funktion geworden 
{diese Begi'iffe im Sinne Eiemann's genommen). Es ist also wieder 
wie vorher bei den Potenzen die Verkennung des Unterschiedes bei 
algebraischer und geometrischer Deutung einer und derselben Formel, 
welche zu der vermeintlichen Entdeckung eines unbegrenzten aber 
nicht unendlichen Raumes führte, s. C. Geometrie. 

Hiermit dürfte der Gegenstand genügend beleuchtet sein; als Re- 
sultat hat sich ergeben, dass der Begriff einer «fachen Äusgedehntheit 
alogisch ist, weil eine jede Ausdehnung nur einheitlicher Natur sein 
darf, wenn sie überhaupt weiter nichts als Ausgedehntheit sein soll. 
Die M dimensionale Äusgedehntheit ist ebenso alogisch, was sich 
zeigt, sobald man versucht Dimension zu definiren. Will man aber 
unter jener wdimensionaJen Ausgedehntheit allgemeinste allseitigste 
Ausdehnungsmöglichkeit verstehen, so wurde nachgewiesen, dass hierbei 
drei und nicht mehr als drei Modi der Ausdehnung unterschieden werden 
können, die unter sich in einem logischen (konstanten) Abhängigkeits- 
verhältnisse stehen. Den Ausdruck »fache Mannigfaltigkeit kann man 
gebrauchen; er bezeichnet aber weiter nichts als wfaehe Abmessung 
nach »verschiedenen Qualitäten, während die Abmessungen im Räume 
qualitätsgleich sind. Für die Betrachtung analytischer Gebilde empfiehlt 
sich demnach nach wie vor die Bezeichnung: Form von der wten Potenz. 
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Wurden iiuu alle die Schlüsse aus Beispielen, welche uns die Mög- 
lichkeit einer Anwendung der allgemeinen analytis3hen Formeln auf 
Eaumgebilde anschaulich glaubhaft machen sollten, als mit logischen 
Fehlem behaftet nachgewiesen, so kann man doch den Erfindern solcher 
Beispiele dankbar für deren Aufstellung sein: Das Fingiren solcher 
Verhältnisse darf man nicht kurzweg als Märchenerfindung abweisen 
wollen, obschon ein daraus gezogener widerspruchsfreier Schluss noch 
nicht für Beweis gelten könnte. Im Grunde sind unsere Fiktionen von 
Atomen, Aether etc. auch dergleichen Mäi-chen, wenigstens solange 
man sie nach Art des Materialismus naiv sinnlich auffasst. Werden 
aber die logischen Fehler des Schlusses aufgezeigt, so ist der Gegen- 
beweis geliefert, und eine Anzahl solcher relativer Gegenbeweise können 
zur Aufstellung eines allgemein logischen Schlusses führen. Ist aus 
einer fingirten Prämisse logisch richtig geschlossen worden, dann muss 
erst die Widerspruchsfreiheit der Prämisse bewiesen werden, weil die 
Existenz einer widerspruchsfreien Kombinatorik noch nichts beweist für 
den logischen Werth ihrer Formeln. 

Die bei obigen Flächenwesen vorläufig gestattete Prämisse war 
„die empfindende Existenz einer Fläche, welche in ihrem naiven Be- 
wusstseinszustande die Wahrnehmung einer bestimmten Krümmung für 
identisch mit dem Richtungsbegriff hält." Dass die Aufstellung einer 
solchen Prämisse aber schon einen inneren Widerspruch enthält, lässt 
sich leicht zeigen , wenn man diesen Gedanken etwas weiter ausführt. 
Schon der Erfinder desselben hat auch von Flächenwesen auf unregel- 
mässig oder nicht konstant gekrümmten Flächen gesprochen. Suchen 
wir uns also einmal auszudenken, welche Vorstellung dieselben von 
einer kürzesten Linie oder einer Richtung bilden können, wenn der 
empiristische Satz richtig wäre, dass nur- ihre W^ahrnehmungen Eaum- 
vorstellungen erzeugen. An einem jeden Punkte ihres Leibes ist das 
Krümmungsmaass ein anderes; welches soll nun gültig sein für ihre 
Vorstellung von Flächenkrümmung überhaupt? Vielleicht ein Produkt 
aus allen Punkten ihrer Leibesobei-fläche? Aber auch das ändert sich, 
sobald sie sich bewegen! Und noch mehr; an jedem Punkte ihres 
Leibes schneiden sich unzählige Linien von verschiedener Krümmung; 
welcher von diesen soll nun ein Vorzug gegeben werden von den 
übrigen und gerade Linie heissen? Es liegt doch auf der Hand, dass 
von einem vernünftigen Denken, von einem Unterscheiden der Wahr- 
nehmungen bei diesen Wesen nicht anders die Rede sein kann, als 
wenn sie sich im Gegensatz zu empirischen Wahrnehmungen eine ideelle 
gerade Linie konstruiren, auf welche alle die verschiedenen Krümmungen 
bezogen, mit welcher sie verglichen werden können; und diese ideelle 
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gerade Linie wird dieselbe sein wie die unsrige, weil sie allein dem 
logischen Begriffe identische Richtung genügt 

Das Aufstellen emei idealen Geometrie ist also die Aufgabe aller 
veniiinftigen Wesen, seien sie auf Punkte, Flächen oder Körper als 
Behausung angewiesen, und eben ^eil die Geometrie ideal sein muss, 
lässt sie sich a prion entwickeln Wai werden die Grundsätze dieser 
Entwickelung sein? Keine anderen als die eines jeden Denkens, nämlich 
der Satz der Identität, Was sollte auch überhaupt geometrische Kon- 
stmktion heissen, wenn es sich nur um empirische Gebilde handelte, 
wenn die letzten Elemente wie in Lobatschewskj's Stellardreieek empirisch 
aufgesucht werden mhssten? ") Wenn die Aufgabe gestellt wird, in einen 
Kreis ein Fünfeck zu beschreiben, so kann dies durch Pi-obiren jeden- 
falls ebenso genau als durch eine geometrische Konstruktion fertig ge- 
bracht werden. Trotzdem nennen wir die letztere absolut genau 
gegenüber der Methode des Zirkelrllckens ; und wanmi? weil wir in 
der letzteren mit empirischen, in der ersteren mit idealen d. h. rein 
logischen Elementen operiren; mit Begriffen, welche nicht der empirischen 
Kontrole ihre Existenz und Genauigkeit verdanken. Im Gegentheü, es 
ist sehr gleichgültig, ob die gezeichneten Linien der geometrischen 
Konstniktion aufeinander passen; nur ist erforderlich, dass, was einmal 
als Punkt — Gerade — Kreisbegriff bestimmt worden ist, identisch 
diese Bestimmung behält, einerlei, ob es uns je mögiieh ist, zwei iden- 
tische Linien zu zeichnen ; aber die Linie der Ebene darf nicht wie die 
Linie auf der Kugel mit demselben Begiiff „Gerade" bezeichnet werden, 
weil es die unter den gegebenen Bedingungen kürzest mögliche ist. 
Die Euklidische Geometrie ist nun die Kombination der einfachst mög- 
lichen solcher Begriffe; es steht frei, komplizirtere Elementarbegriffe 
zu ersinnen, wie dies ja für planimetrische Betrachtungen auf Flächen 
und Kurven zweckmässig ist. Wenn nun die Begriffe der Geometrie 
symbolisirt werden sollen, um damit rechnen zu können, so ist es wieder 
erste logische Bedingung, dass jedes Symbol eindeutig einem Begriffe 
entspricht. Deshalb ist schon ßiemanns Ausdruck für äs£ El ement aller 
Ausdehnung [ein nothwendig einfacher B^riff] als F V^äx^ un- 
zulässig, sofeiTi das J* in Riemanns Sinn keine ganz bestimmte Funktion 
bedeutet Auch V^äx^ ist' allgemein unrichtig, insofern die Anzahl 
der verschiedenen dx unbestimmt ist WiD man logisch vorgehen, so 
darf für das Element der Ausdehnung nur ein absolut einfaches Zeichen 
gesetzt werden; etwa s^ oder äs, wenn man von der Infinitesimal- 
methode Gebrauch machen will. Nun liefert die Geometrie den Beweis, 
dass die Symbole Vdx'i 4- dcc] und Växl -f- clx^ + äxl ganz denselben 
Begriff ausdrücken wie äs, und deshalb dürfen jene Symbole unter- 

10 
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schiedlos für den Begriff Äusdehnung'selemeiit gebraucht werden; ihre 
"Wahl hängt von der Zweckmässigkeit der Rechnung ab. Zugleich 
liefert aber die Geometrie den Beweis, dass vier zu einander senkrechte 
K oordinaten unmöglich sin d, und deshalb ist es sinnlos, den Ausdruck 
ydic, + dxl + dxl + dx'l auf einen Begriff der Ausdehnung deuten 
zu wollen. Wir sehen hier eine Eigenschaft der analytischen 
Symbolik, welche im Gegensätze zu der vorher behandelten Mehr- 
deutigkeit oder Doppelsinnigkeit ihrer Symbole steht; nämlich ein 
Beispiel von Theiideutigkeit, wo analytisch verschiedene Symbole den- 
selben Begriff repräsentiren, wenn sie auf Ausdehnung gedeutet werden. 
Der grosse Respekt vor den Resultaten der Analyse hat es mit sich 
gebracht, dass man ihren Zeichen gleichsam als höheren Wesen gegen- 
überstand , und in ihnen absolutere Wahrheit linden wollte als in 
logischen Begriffen, Man sagte: „Die analytische üntersuchungsweise 
operirt nur mit abstrakten Grössebegriffen und hat die Fesseln der 
konkreten Lagevorsteilung von sich abgestreift," 

Aber diese Fesseln sind die Gesetze des vernünftigen Denkens, 
und wohin das Abstreifen derselben geführt, haben wir genugsam 



Das Resultat dieses Kapitels können wir demnach folgendermaassen 
foimuliren : 

Die Geometrie operirt mit den Beziehungsbegrift'en des Keben- 
einander, d. h. mit den beiden heterogenen Begriffen Entfernung 
und Richtung. Entfernung oder Grösse ist allgemein durch die 
arithmetischen Zeichen symbolisirbar, die Richtung aber nur unter be- 
stimmten Bedingungen. Der Mangel dieser Erkenntniss führte zur Auf- 
stellung einer widei-spruchsfreien Pangeometrie — und die Resultate 
der Pangeometrie führten zu Aufsteilung und Beweis obigen Satzes. 
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A acli dieser allgemeinen Theorie der Begriffe ist es möglicli , und 
ei-ste Aufgabe aller exakten Wissenschaft, die Kombinationen der 
Denkhegriffe synthetisch aufzustellen. Das allgemeine Schema hiei-zu 
wurde gegeben in den Denkformen; S. 64 nnd 76. 

Alle exakten "Wissenschaften können demnach unter der Bezeich- 
nung „Kombinatorik" einbegriffen werden. Die allgemeinste hiervon 
ist diejenige, welche die Einzelsetaung des Denkens ganz abstrakt 
(nicht näher bestimmt) lässt als Zahl oder r/> (1, 1, . . .) d. h. Funktion 
diskreter Setj^ungen des Denkens. Die spezielleren Wissenschaften 
geben dieser Zahl eine mehr oder minder bestimmte Deutung. 

Diese allgemeinste Kombinatorik erhielt nach dem Stande oder 
der zur Zeit hervorragenden Methode des Fortschrittes die Namen: 
Arithmetik, Algebra, Analysis etc., Unterscheidungen, die im gegen- 
wärtigen Zustande der Wissenschaft sich nicht mehr aufrecht erhalten 
lassen. Sogar die Zahltheorie, welche von einem bestimmt abgegrenzten 
Gegenstande — den ganzen Zahlen — ausging, verwandelt sich allmählig 
in eine Theorie von Formen, deren Hauptbestandtbeile Zahlen sind. 

Der Titel Kombinatorik wird hier für diese allgemeinste Kombi- 
nation der Denkbegiiffe als Ganzes gewählt; dabei aber die Attribute 
arithmetisch , algebraisch etc. bei Einzelausführungen der üblichen 
Tenninologie gemäss verwendet. 
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B. KAPITEL I. 

SYMBOLE UND BEGRIFFE. 



§ 1- 
Die Zeichensprache. 

Eine Eigenthümlichkeit bei der jetzt geläufigen Darstellung der 
mathematischen Wissenschaften ist die Zeichensprache , ohne deren 
Gehrauch eine Uebei^icht der stets bomplJzii-ter werdenden Kombi- 
nationen ziemlieh unausführbar werden dürfte. Besonders ist in der 
von jeder speziellen Deutung abstrahirenden , also ganz allgemeinen, 
Kombinatorik diese Hülfe ganz unerlässlich ; denn hier werden Gebilde 
konstrairt aus willkürlichen Zusammensetzungen der Denkbegriffe, 
welche als Ganzes keinem logischen Begriff entsprechen und deshalb 
in der Sprache auch nicht durch Wörter fixirt wurden. Die Kombi- 
natorik in ihrer heutigen Ausbildung durch die Zeichensprache nennt 
man gemeiniglich „analytische Behandlung mathematischer Fi'agen, 
Analysis" ; die Resultate derselben gelten für ebenso beweiskräftig wie 
Zahlenbeweise. 

Ti-otzdem ist jene Dai-stellungsweise nicht vollkommen, und nichts 
ist verkehrter als die ziemlich häufige Meinung, dass sie der direkte 
Ausdruck logischer Schlüsse sei, dass die Logik sozusagen in der 
mathematischen Analytik einen apriorischen Thatbestand zu finden 
habe. Die Sache verhält sieh grade umgekehrt. Einige der hieraus 
gezogenen falschen Schlüsse wurden in A. XII. aufgezeigt. Wir haben 
deshalb die Bildung und Berechtigung der Zeichensprache prinzipiell 
zu untersuchen. 
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Bei den analytischen Formeln unterscheidet man gewöhnlieh: 
Grössen m, x, dz, o, x .... 
Verbiudungs- und Vorzeichen = -j- — : X , 



Symbole /■(),)/, 



mit Abweichungen je nach der philosophischen Anschauung. Wir wer- 
den jedoch nur von Symbolen sprechen, d. h. von Zeichen, welche 
Begriffe bedeuten sollen, grade wie auch die Worte, oder vielmehr 
ihre alphabetischen Zeichen. 

Es geschieht dies vorerst aus dem logischen Grunde, weil sie ja 
auch nichts Anderes sind; sodann aber auch als eine Vorsichtsmaass- 
regel gegen eine weitgehende petitio prineipii, welche sich gewöhnlieh 
schon in diesem Anfangsstadium einschleicht. Weil nämlich verschie- 
dene dieser Symbole objektiv angewendet, auf wirkliche Grössen ge- 
deutet werden können, deshalb glaubte man sich allgemein berechtigt, 
solchen symbolischen Kombinationen überhaupt den Charakter als Grösse 
beilegen zu dürfen und stellte den Satz auf: die reine Mathematik be- 
schäftige sich nur mit dem Grössenbegriff — eine Behauptung , deren 
Fehler schon in Buch A. zum Vorschein kamen. 

Die Zeichensymbolik der analytischen Sprache hat nun zur Wort- 
symboük der Lautsprache den grossen Unterschied, dass sie nach einem 
bestimmten System konsequent entwickelt ist, während die Lautsprache 
sich als ein sehr komplizirtes Gebilde aus unbewusst ausgeübten 
logischen Gesetzen , empirischen Wahrnehmungen und Täuschungen, 
metaphysischen Hypothesen, kritiklosen Ueberlieferungen, Nachahmun- 
gen etc. ausweist, jenachdem der Volksgeist die hieraus entstandenen 
Produkte als wahr oder auch nur als zweckmässig adoptii-t. Eins der 
klarsten Beispiele fUr die Systemlosigkeit der Wortsprache bietet die 
Zahlbildung bei den verschiedenen Völkern; eine Aufgabe, wobei doch 
mehr als bei irgend einer anderen die reine Logik und Systematik als 
bestimmende Faktoren auftreten müssten ^'). Auf einer gewissen Kultui'- 
stufe wird zwar auch die Wortsymbolik sich ihrer prinzipiellen Aufgabe 
mehr und mehr bewusst; da sie aber auf einem historisch angewach- 
senen Untergrunde fortbauen muss, so kann sie nicht einem strengen 
System folgen und gibt so Anlass zu den mannigfachsten Streitigkeiten 
in den Geisteswissenschaften; denn die stillschweigende Voraussetzung 
aller Sprechenden ist: einem jeden Woi-te müsse auch ein logisch ein- 
deutiger Begriff entsprechen. 

Dem gegenüber war sieh die analytische Symbolik einer konse- 
quenten Entwickelung ihrer Gebilde — wenigstens der Idee nach — 
beständig bewusst. Als ausserdem eine Anwendbarkeit ihi'er Kombi- 
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nationen auf die objektive Welt sich auch in vielen Fällen als möglich 
erwies, wo der logische Konnes ihrer Gebilde mit den Grundbegriffen 
sich nicht ausfinden Hess, glaubte man in diesem analytischen Schema- 
tismus nicht allein eine weitgi'eifende Methode, sondei-n auch eine höhere 
Erkenntniss aufgefunden zu haben, als sich durch den Fortsehritt 
logischer Begriffe erlangen liess; eine Ueberschätzuug , welche sich 
durch die Produktion metaphysischer Abnormitäten rächte. Man glaubte 
sich berechtigt , verschiedene Symbole, weil sie in gewissen Zusammen- 
stellungen Resultate geliefert hatten, auch zu einem jeden anderen 
Komplex nach analytischem Modus vereinigen zu dürfen ; man frag 
dann, was dergleichen bedeute; wie etwa 

log. ( — a), log. bei negativer Bt^is, d ( — 1)^ , (— l)y-'^ ete, ; 
denn dass sie eine Bedeutung hätten, bezweifelte man nicht, wenn 
man diese auch nicht ausfindig machen konnte. 

Statt dessen hätte man fi-agen müssen, auf welche Weise sie ent- 
standen seien, und ob ihre Genesis durch die Feder des Mathematikei-s 
nicht ein Missbrauch der synthetischen Thätigbeit sei. Die hieraus 
hervorgehenden Paradoxien des Kalküls wurden allerdings nach und 
nach praktisch abgegi-enzt, aber nicht prinzipiell gelöst. Deshalb be- 
stehen dergleichen auch heute noch und verleiten zu falschen Schltlssen. 
Hieraus entstand auch das Phantom geometrisch anders gestalteter 
Welten als der unsiigen. Der Wer-th solcher Formen und der ihnen 
zugeschriebenen korrespondirenden Dingformen stehen auf derselben 
Stufe wie die Sprüche einer Metaphysik, deren logisch unverbindbare 
Worte für den Ausdruck oder wenigstens das Xeugniss eines höheren 
Wissens angemfen werden. 

Grundgesetz einer jeden Symbolik muss nun sein, dass ein jedes 
Zeichen einem bestimmten Begriff entspreche. Ein jedes Zeichen muss 
deshalb geprüft werden, in Betreff der Widerspnichsfreiheit des be- 
zeichneten Begriffs, und sodann in Beti'eff der logischen Zulässigkeit 
seiner mehr oder woniger ausgedehnten Verbindbarkeit mit anderen 
Zeichen. 

Faktisch werden nun in der heutigen Analysis Zeichenkomplexe 
verwendet, welche, wenn sie als Ganzes auf einen Begriff gedeutet 
werden sollen, das Kennzeichen des Widerspruchs an sich tragen. 
Dass trotzdem durch ihre Handhabung richtige Resultate erzielt werden, 
kann sehr verschiedene Ursachen haben. Meistens verschwindet aus 
dem Resultat jener falsche Begriff durch zweckmässige Elimination 
oder entgegengesetzte Anwendung. Man hat dann im Gebiete des 
Denkens eine Reise auf einem unmöglichen Ungeheuer gemacht; aber 
die Keisebeschreibung kann richtig sein, weil das Reitthier dabei nicht 
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in Betracht kommt. Oder zwei dergleichen Ungeheuer werden von 
ihren Reitern gegeneinander geführt, fressen einander auf, und es 
bleiben zwei wirkliche Mensehen in einem gewissen Bewegun^zustande 
übrig. Dies ist der Fall, wo imaginäre Grössen als Durchgangsstufe zu 
realen Grössen benutzt werden. Zuweilen wird auch instinktiv oder 
zufällig ein werthvolles Symbol gefunden, dem man nur nicht den 
richtigen Namen zu geben weiss; es handelt sieh darum, den logischen 
Begriff zu entdecken, den es repräsentiren kann. Die unendlich Kleinen 
gehören zu dieser Klasse von Symbolen. Eine Ahnung von dieser 
Sachlage drückt der alte Safa aus: Die Mathematik erlange deshalb 
stets richtige Resultate, weil sie ihre Begriffe selbst bilde, nicht anders- 
woher entnehme, wie andere Wissenschaften, 

Die philosophische Mathematik darf sich aber hierbei nicht be- 
ruhigen, sondei-n muss untersuchen, inwiefera ihre selbstgebildeten 
Eegi'iffe Lebensfähigkeit und Anwendbarkeit versprechen. Hier wird 
sich nun zeigen, dass der häufigste Fehler bei der philosophischen 
Rechtfertigung mathematischer Begriffe darin besteht, dass hartnäckig 
vei-sucht wurde, einen Zeichenkomplex, wenn auch zuweilen »mter der 
Maske eines einfachen Symbols, als Ganzes zu deuten, gewöhnlich 
als sogenannte Grösse; denn wie schon in den Begrifftafeln entwickelt, 
beschäftigt sich die Synthese des Denkens, hier die Kombinatorik, nicht 
nur mit Anschauungs-, sondern auch mit Beziehungsbegriifen. 



§2. 

Der Denkakt und die Zahl. 

Die Symbole + = 

Den Hauptbegriff der Aritlimetik, Zahl, entnehmen wir aus der 
Theorie der Begriffe als die logisch gerechtfertigte und bestimmte 
Funktion qi^. 

Das Element dieser Funktion war der Akt denkender Setzung 
überhaupt, ohne Rücksicht auf den spezifischen Inhalt desselben; dem- 
nach der Denkakt als reine Form. Dieser elementarsten Einheit 
gibt man das Zeichen 1. Die wiederholte Setzung (Ausübung) des 
Denkaktes als reine Form kann man Bewegung oder Fortschritt des 
Denkens nennen; weil aber mit diesen letzteren Begriffen noch ver- 
schiedene andere Deutungen gemeiniglich verbunden werden, so bleiben 
wir bei dem elfteren Wortlaut der Zahldefinition: 
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in Worten : eins und eins und eins und 

in Zeichen: 1 -+- 1 + 1 -h . . = <p3 

Das Verbindungszeichen + ist hier reine Konjunktion, was der 
verkannten Vieldeutigkeit dieses Zeichens gegenüber deutlieh hervor- 
gehoben sei. 

Das Zeichen ^ ist ebenfalls Konjunktion, und heisst: oder. Der 
Begriff gleich, welcher diesem Zeichen gewöhnlich gegeben wird, hat 
zuweilen allgemeinere, zuweilen auch beschränktere Bedeutung wie das 
oder. Es ist Zeichen der Identität, wenn eine Gleichung sich auf die 
Form A = A reduziren lässt, wie in der Logik; es heisst in den 
meisten Fällen jedoch gleich in einer gewissen Hinsicht, einer 
gewissen Eigenschaft nach, welche Eigenschaft dann ausdröcklich 
bezeichnet werden muss, oder aber stillschweigend als bekannt oder 
anerkannt vorausgesetzt wird. Dass diese stillschweigend gemachten 
Voraussetzungen häufig zu Paradoxien fähren, weil das Urtheil meist 
ganz vergisst, dass eine ungerechtfertigte Voraussetzung gemacht wor- 
den, davon wurden schon Beispiele in A. XII. gegeben ; es werden 
deren noch viele andere sich zeigen. 

Betrachten wir die wiederholte Setzung tfe ihrer Entstehung nach 
als ein Erzeugniss in der Zeit, so ist dieses Erzeugniss ein Gebilde 
als Reihe; in Zeichen (p,-. Wir können dies Gebilde aber auch be- 
trachten als unabhängig von seiner Entstehungsweise, lediglich 
als ein Zusammen von Elementen, seinem materiaJen Inhalte nach. 
Diese beiden Betrachtungsweisen werden symbolisirt durch : 

qo,- = 1 + 1 -1- 1 = Reihe (deren arithmetischer Werth die 3 ist) 
(Pj = 3 = Zahl. 

Mit den Reihen beschäftigen wir uns vorläufig nicht, sondeni mit 
ihren arithmetischen Werthen als Zahlen, also mit dem, wjtö mate- 
rialer Inhalt der Funktion genannt wurde. Es wird siph zwar zeigen, 
dass die Zahlen des gewöhnlichen Sprachgebrauchs noch in mannigfach 
anderer Hinsieht betrachtet werden können; z. B, als Stellen in Reihen, 
als Ort im Eaume, als Elemente eines Koordinatensystems, als Aus- 
druck einer Qualität etc. In allen diesen Fällen ist die Zahl aber nicht 
mehr das hier definirte gleichgültige Zusammen vieler Elemente als 
rein fonnale Setzungen, sondern diesen Elementen ist dann schon eine 
spezielle (qualitative) Deutung gegeben worden, wenn auch diese Qua- 
lität aus Denkbegriffen d. h. aus Kombinationen des Denkaktes hervor- 
gegangen ist. 
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Die Zahl als Grösse. 

Alles Qualitätgleiclie kann nur der Grösse nach untei-scliieden 
werden. Die reine Zahl abstrahirt von aller Qualität , und diese 
Quaiitätslosigkeit ist ihre spezifische Qualität anderen Begriffen gegen- 
über. Zahlen (in dem obigen abstraktesten Sinne) können deshalb nur 
der Grösse nach unterschieden werden; Grösse ist demnach der Be- 
ziehmigsbegriff vereehiedener qualitätgleiclier Bestimmungen. Man 
nennt deshalb die Zahlen auch diskrete Grössen, insofem sie in jeder 
Hinsieht absohtt b^timmte, d. h. als von einander verschieden bestimmt 
sind; und diese ihre Verschiedenheit gestattet durchaus keinen Ueber- 
gang von der einen zur anderen, ohne dass eben ihre Bestimmung 
als diese oder jene Zahl zei-stört würde. Diese Setzung des Beziehungs- 
b^riffes Grösse als vieler unterscheidbarer Individuen, ein jedes be- 
stimmt für sich, ist seine Setzung als Anschauungsbegriff im Sinne 
von A. IV. Die Grösse ist also Setzung eines Beziehungsbegriffes als 
Anschauung, Setzung der formalen Beziehung als materialer Inhalt 
ein^ Begriffes. Im Folgenden wird deshalb Grösse kurzweg Anschau- 
ungsbegiiff genannt, weil die Art seiner Entstehung von keinem weiteren 
Interesse für die Kombinatorik ist. 
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ß. KAPITEL IJ. 



DIE QUANTITATIVE DEUTUNG ARITH- 
METISCHER OPERATIONEN. 



§ ^■ 
Der SummJrungsbegrJfT. 

Der Zahlbegriff als blosses Zusammen, tp^, besagt, dass ein 
jedes Element in dem Gebilde (p,, durchaus von gleicher Berechtigung 
und Bedeutung sei; ein Stellenwei-th der konstituirenden Elemente 
existii't nicht, weil sie eben nur als ein zusammen Da, als eine 
Summe betrachtet werden sollen. Wird nun eine solche Summe in 
Form einer Reihe geschrieben 

<pi geschrieben (1 + 1 + 1 ) 

was für Zwecke der Rechnung vortheühaft sein kann, so ist es ganz 
gleichgültig, an welchen Stellen der Reihe die einzelnen Einheiten 
stehen. 

Da nun keine Schranke logischei-weise besteht für die Wiedei'- 
holung des Denkaktes, und demnach für die Anwendung des Suramen- 
begriffs, so kann man auch weitere Zahlen bilden aus Einzelzalüen 
cp'i, f>"s .... ebensogut wie aus einzelnen Einheiten; denn alle zu- 
sammen — Einheiten , Einzelzahlgebilde, Vielheit von Einzelzahlen etc. 
■ — besagen weiter nichts als die Verbindung von Einheiten zu einem 
Zusammen. Dies wird symbolisirt durch 

Ö>. = (f'i- + (p",- + (P"'y + 

das heisst: die Einzelgebilde in Keihenform geschrieben und zu einem 
Ganzen verbunden, sind ihrem materialen Inhalt (arithm. Werth) nach 
identisch mit der Zahl Ü>;; und es ist in Bezug auf diesen materialen 
Inhalt der Formel ganz gleichgültig, an welcher Stelle die Einzelzeichen 
9>,- in der Gesammtveihe (tp',- + cp"y + . . . .) stehen; ebenso wie es 
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gleichgültig ist , wo die unterschiedlosen Einheiten in dem Symbol 
(p,. ^ (l -\- l . . . . ) stehen. Wir legen bei dem Summenbegriff gar 
keinen Werth auf die Zeit, wann die eine oder andere Einheit gedacht 
oder hingeschrieben worden ist, sondern abstrahiren ausdrücklich von 
allen diesen möglichen Betrachtungsweisen, wenn wir von einer Zahl 
als Summe (als von bestimmtem materialen Inhalte) sprechen. Die 
Entstehungs weise jener Summen ist von Bedeutung, wenn von 
dem Reihenbegriff gehandelt wird, nicht aber beim SummenbegriiF. 

Der Summirungsbegriff erweist sich hier als identisch mit dem, 
was man symmetrische Funktion nennt; es ist der einzige Begi'iff, 
welcher bei quantitativer Deutung arithmetischer Operationen noth- 
wendig und überhaupt logisch möglieh ist. Die quantitative Deutung 
analytischer Formeln wird deshalb gerade so weit reichen — aber nicht 
weiter — wie die durch diskrete Summirung erzeugbaren Gebilde. 
Die Konsequenzen dieses Satzes werden in der Formenrechnung her- 
vortreten. 



§2. 

Die direkten Operationen. 

Summiren Multipliziren Potenziren. 

Um da». Zahlen ubei siüitlichei zu michen, ist es zweckmässig, die 
Summen nath einem System zu klassifizutn. Man wendet dazu eine 
Symbolik nach lufsteigendem Maasstabe an und unterscheidet : 

einfiche Summen ip =l-f-l+4+2+ 

vielfache Summen auch 

Piodukte geninnt n q = ?e + V^ + • - ■ ■ 9>s 
Potenzsummen n f = n fp,. . mf^ mp; 

Für alle diese gilt das gleiche dem öummenbegriff entsprechende 
Gesetz die Stellune dei Emzelgebilde in der hingeschriebenen Eeihe 
ist gleiLhgültig füi den aiithmetischen Weith der Summen. 

In diesei Symbolisuun-, ah „z*\ei veischiedenartige Seiten verbun- 
den dui h das Zeichen -= heisst dies letztere allgemein: die beiden 
Seiten sind nicht identisch, aber gleich gross, wenn sie als 
Summen betrachtet d. h. der Grösse nach gemessen werden. 

Ist der Zweck der Aufstellung einer Gleichung kein anderer als 
eine Summe auszumessen, so wird durch diese aiithmetische Inter- 
pretation der Sinn derselben erschöpft. Es kommen jedoch Falle vor 
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— und dies sind grade die allerwichtigsten sowohl der niederen wie 
iiöhei'en Mathematik — wo die Grösse der Summe Nebensache ist, wo 
es hauptsächlich auf die Foim der Gleichung ankommt, mit anderen 
Worten ,,auf die Eildung eines neuen Begriffes". In diesen Fällen 
heisst das Gleichheitszeichen: dass zwei durch die Seiten der Gleichung 
symbolisirte verschiedene Denkoperationen zu demselben Resultate 
fuhren. In dieser Gegenüberstellung zweier verschiedener Formen von 
demselben Inhalte liegt der ganze Werth analytischer Methoden, so- 
wohl hei mathematischen wie allgemein philosophischen Untersuchungen 
der Denkbegriffe; denn all den unendlich vielen Gebilden jedweder 
Kombination liegt ein und derselbe Modus der Erzeugung zu Gi-unde: 
Verbindung von Satz und Gegensatz; wobei als letzterer zuweilen die 
Wiederholung des Setzens gilt. 

In den Lehrbüchern gefällt man sich, den Satz 
a . b =^ b . a 
wie gesagt wird „anschaulich zu beweisen", indem man die Zahlen 
in Einheiten au%elöst neben einander schreibt, und dann zeigt, dass 
das Resultat gleich ausfällt, einerlei, in welcher Reihenfolge gezählt 
wird. Den Empiristen gilt dieser Schulbeweis für eine Bestätigung 
ihrer metaphysischen Ansichten. Für Kinder, welche erst denken 
lernen sollen — aber nicht, wie der Empirist meint, das Denken der 
Lehrer nachahmen — haben dergleichen Anschaulichkeiten ihr Zweck- 
mässiges. Sobald aber ein Bewusstsein vorhanden ist, welches den 
Sinn eines durch Worte definii-ten Begriffes aufzufassen fähig ist, darf 
man so etwas nicht mehr Beweis nennen, Ist der Summenhegriff ein- 
mal festgestellt — wozu die Anschaulichkeit auf dem Papier dienen 
mag, die aber ganz entbehrt werden kann, weil wir die Fähigkeit der 
Erinnerang haben weil wn eben denkende Wesen sind — dann gilt 
dieser Begriff eben füi jtde Kombination von Simimen, weil die ein- 
fache Summe eben auch nicht'* Anderes als Kombination ist In der 
logischen Deduktion der Mathematik haben dergleichen historische 
Rückblicke auf die Entwickelung der Denkthätigkeit im menschlichen 
Organismus keine Stelle dii wäre Verwechslung der Geschichte einer 
Begriffsentwickelung mit dem Begriffe selbst. Das ganz naive Bewusst- 
sein begeht diese Verwechslung nicht, weil es eben den Unterschied 
nicht kennt, ein jedes Existirende nur als Daseiendes anerkennt, ohne 
an eine mögliche objektive oder subjektive Entwickelung desselben zu 
denken. Der spätere Kritizismus, welcher zum Bewusstsein von objek- 
tiv und subjektiv gelangte, verwies in der Freude über diese Ent- 
deckung Alles in das Gebiet des Relativen ; Alles sollte empirisch sein, 
auch die Art des menschlichen Zählens. Der streng durchgeführte 
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Kntizismus muss aber das Gebiet des Relativen wieder beschränken, 
wenn er nicht sein eigenes Prinzip negiren will; denn mit der Frage, 
was etwa sein könnte, wenn Nichts wäre, selbst kein Kritiker, damit 
mag sich eine empiristische Metaphysik beschäftigen, aber keine 
Philosophie. 

Der Unterschied des Gedankenwerthes eines Begriffs von seiner 
allgemeinsten genetischen Entwickelnng ist in einfachster Form durch 
die beiden Funktionen 95,, gog. gekennzeichnet; dieselben werden bei 
vielen Anlässen auftauchen und Gelegenheit geben, die Nichtigkeit des 
Schliessens aufzudecken , welche sich gegen den Apriorismus der Denk- 
formen wenden. Der bei solchem Schliessen beständig begangene 
Fehler ist die apriorisch aufgestellte Behauptung: was a posteriori ent- 
deckt wei"de, könne nicht a priori vorhanden sein. 



§ 3. 

Die umgekehrten Operationen. 

Sulttrahiren , Dividiren, Wurzelziehen. 

Die Denkthätigkeit wurde bestimmt als Anwendung der beiden 
koordinirten Funktionen „Trennen, Verbinden" oder „Setzen, Ver- 
gleichen des Gesetzten". Andere Kardinalfunktionen kann es nicht 
geben , und deshalb müssen die umgekehrten Operationen der Arith- 
metik ebensogut wie die direkten aus diesen beiden Begriffen gerecht- 
fertigt werden. Man bringt in den Lehrbtlchern dies gewöhnlich sehr rasch 
zu Stande, indem man neue Begriffe einführt, z. B. „negative Grösse, 
Quotient etc.", um deren logische Rechtfertigung man sich weiter nicht 
kümmert. Bei einer philosophischen Entwiekelung sind aber der- 
gleichen Sprünge nicht erlaubt. 

Wenn wir die Gebilde 4, 5, 6 mit einander vergleichen, so finden 
wir, dass sowohl 4 wie 6 sieh um die Einheit von 5 unterscheiden, 
dass also beide durch eine Verbindung der 5 und 1 dargestellt werden 
können. Da aber 4 und 6 verschieden sind, so niuss diese Verbindung 
von (5, 1) von verschiedener Art sein. Es kann aber nur zwei ver- 
schiedene solcher Arten geben , nämlich die kontradiktorisch entgegen- 
gesetzten , wenn nur zwei verschiedene Gebilde betrachtet werden. Die 
Konjunktion und, welche vorhin allgemein durch + symbolisirt wurde, 
eiiordert demnach bei arithmetischen Gebilden zwei verschiedene Deu- 
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tungen nach zwei kontradiktorisch entgegengesetzten Begriffen. Seien 
die bezüglichen Symbole -+- , — . 

Dasselbe Resultat wurde in A. V[I. gewonnen, indem nachgewiesen 
wurde , dass in (p,- nur diese beiden Verbindungsarten (innere Bezie- 
hungen) vorkommen können. 

Wir können also das Gebilde ^3^5 auf zwei verschiedene Weisen 
entstehen lassen; entweder als 

^. = (4 + 1) 
orter als ^,. = (6 — 1) 
was besagt, dass die Genesis des Gebildes (p^ aus zwei anderen Gebilden 
erfolgen kann — und nur aus zwei anderen — welche zu (f; = 5 
denselben Untei'sehied haben. 

Wir können aber die genetische Betrachtungsweise der y,. durch 
*p5 ersetzen, wenn es nui' auf den materialen Inhalt (das arithmetische 
Resultat) ankommt, und hierdurch wird die Formulining des Gedanken- 
ganges merklieh vereinfacht. 

Zu diesem Zwecke übertragen wir die vei-sehiedene Verbindungs- 
art der Einzelgebilde (die Richtung der Denkthätigkeit) auf den arith- 
metischen Werth der Gebilde, und fingiren statt der faktisch vorhan- 
denen kontradiktorisch entgegengesetzten Richtung der Denkthätigkeit 
kontradiktorisch entgegengesetzte Daseinsai-ten, d. h. die arithmetischen 
Werthe +1,-1. 

Diese Substituining der (pe an Stelle von rpy durch Ignorirung des 
thatsächlichen Vorgangs ist zulässig, weil es in den meisten Fällen 
nur auf den Werth von y,. ankommt, welcher mit q)^ identisch ist; 
kommt es aber auf andere Sachen an, so muss man suchen aus der 
Gestalt des (p^ auf das frühere y,. zurücksehliessen zu können; wenn 
das nicht gelingt , so steht man vor vieldeutigen Formen , und will 
man diese durch rein technische Rechnung bewältigen, so entstehen 
die bekannten Paradoxien des Kalküls. 

Ein anderes Motiv für die Einführung der zwei Daseinsarten + I, 
— 1 liegt darin, dass nach der naiven Naturauffassung wirklieh Dinge 
oder Vorgänge existiren, welche in diesem kontradiktorischen Gegen- 
satze stehen und auf welche demnach diese Einzelheiten direkt ange- 
wendet werden können. Kälte Wärme, Anziehung Abstossung, Lust 
Schmera, Süd-Nord, Magnetismus, hoch tief, links rechts, Vergangen- 
heit Zukunft etc. ; alle diese Dinge und Begriffe tragen den Richtungs- 
b^riff in sich, oder vielmehr nach Buch A.: werden als jene Vorgänge 
von uns nach dem Begriff der Richtung gestaltet. 

Als selbständig Reales kann ein negatives (negirtes) Etwas nicht 
existiren, weil der Gegensatz von Etwas das Nichts ist; nicht aber 
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ein negatives Etwas. Vou negativen GrrÖssen handelt es sich also 
eigentlich nicht, sondern von Grössen, welche negativ d. h. rück- 
schreitend verwendet werden. Die Denkthätigkeit soll einen Theil'ihrer 
Setzungen als aufgehoben betrachten, durch i-üekscbreitende Wieder- 
holungen vernichten. Wird nun diese luck'nChieitende Thätigkeit selb'Jt 
als der materiale Inhalt von Gebilden gesetzt — wie et^a bei Ad 
Wendung der Formeln auf einen zeitlichen Voigang — dann können 
die Verbindungszeiehen als qualitative Symbole dei zeitlichen Veiande- 
rung betrachtet werden, und bestimmen als solche in beiden Fallen 
wirkliehe Grössen. 

Die Bedeutung der negativen Glosse wird also duich ilie Regel 
festgestellt, dass allemal + 1 mit — 1 sich zui diithmetischen Null 
ausgleicht; dass im Falle das ganze Schlussi esultat sich luf eine nega 
tive Grösse reduzirt, diese eine Anweisung aut die Zukunft odei andeie 
(fi ist, mit welchen verbunden sie wiedei etwas Reelles weiden kann, 
dass sie aber auch den qualitativen Charakter eines Objektes oder 
Vorgangs bei Anwendung der Rechnung auf die Natur ausdrücken 
kann, und in diesem Falle auch isolirt etwas Reelles bedeutet, ebenso- 
gut wie die Grossen positiver Qualität. 

Von der Möglichkeit ihrer Anwendung kann aber die theoretische 
Rechnung überhaupt abstrahiren, weil es sich bei ihr nur um die 
Kombinationen der Denkthätigkeit handelt, und deshalb ist für sie die 
negative Einheit eine ebenso berechtigte Rechenmarke wie die positive. 
Der arithmetischen Klassifikation des Summenbegriffs als „Summe 
Produkt Potenz'- lässt sich deshalb in entgegengesetzter Richtung die 
Abstufung „negirende Summe, Divisionssumme, Wurzelsumme" gegen- 
überstellen. In dieser quantitativen Auifassung ist das Divisionszeichen: 
eine Abkürzung des vervielfachten Minuszeichen; und das Wui-zel- 
•zeichen ähnlich das weiter vervielfachte Minus nach dem gleiehmässig 
aufsteigenden Foi-tsehritt des Systems arithmetischer Operationen. Ob 
diese Operationen in jedem Falle zu einem bestimmten Resultate 
führen, davon wird vorläufig ganz abgesehen; wie gesagt, schlimm- 
sten Falls sind diese Zeichen eine Anweisung auf die Zukunft oder 
andere y^. 

Auf der konsequent systematischen Abstufung 
der Zeichen -t- X X^ 
und ihrer Gegensätze — : y~ 
oder vielmehr, auf dem logischen Aufsteigen der durch diese Zeichen 
angedeuteten Eezjehungsbegriffe und ihrer kontradiktorischen Gegen- 
sätze , beruht die absolute Sicherheit arithmetischer Operationen , die 
apriorische Gewissheit des sogenannten Zahlenbeweises. Voraussetzung 
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dabei ist natürlieli, dass die betreifeuden Gegenstände überhaupt eine 
Beziehung nacli dem Zahlbegriffe zulassen, was nicht immer der Fall 
war und ist bei Behauptungen, zu deren Bekräftigung der Zahlenbeweis 
angerufen wird. 

Nach den gegebenen Definitionen lassen sieh nun die Regeln auf- 
stellen, welche sich bei vielfacher Zusammenstellung von Zahlen mit 
jenen Verbindungszeichen (Beziehungsbegriffen) ergeben. 
Die Zusammenstellung + a . — b ist Abkürzung von 
entweder 1) 4- a (— 1, — 1, — h) 

oder 2) (+ 1, + 1 4-1.) — b 

heisst also nach 1); a soll emmal negativ gezahlt nnd die negative 

a Zählung i mal wiedeiholt weiden 
oder nach 2): das negative h soll a mal gezAhlt weiden. 
In beiden Fällen ist dasi Resultat als q) dasselbe, 
die negative Emheit h mal a mal gezahlt, 
also H-a. — ?;=— ff -fö= — (ff b) 
Ebenso ergibt sich 

- a . - & ^ (- 1, - 1 - 1,} (- 1, - i, - la) 

In Worten: das negativ gezählte i soll einmal negativ gesetzt 
werden, oder, der Gegensatz des negativen h soll gesetzt, und dieser 
Gegensatz + 6 soll a mal gezählt werden. 

also — ■ i . ~ a == + b . -\- . h + a = -{- (ai) 
Als eine weitere Regel ergibt sieh, dass vielfache Summen bei 
einer unpaarigen Anzahl negativer Einzelsummen als Ganzes ein nega- 
tives Vorzeichen, bei paariger Anzahl von Einzelsummen ein positives 
Voi-zeichen erhalten; dass also vielfache Summen aus sehr verseMeden- 
ai-tigen Aggi-egaten von Einzelsummen dieselbe (f>s als Werth ergeben; 
dass also bei der umgekehrten Operation „Division und Wurzelziehen" 
diese verachiedenartige Genesis wieder zum Voi-schein kommen kann; 
was aber bei der Elementararithmetlk ignorirt wird, weil es sich hier 
nur um Werthe, nicht um Foi-men handelt. 

Die weitere übersichtliche Darstellung der arithmetischen Regeln 
gibt zu keinen logischen Bemerkungen Anlass, weil sie alle aus dem 
Summenbegiiff und den Symbolen +, — nach der obigen Regel her- 



y Google 



Die Bruchzahlen. 

Es wurde vorMn schon bemerkt, dass bei dev formalen Zusammen- 
stellung der arithmetischen Operationen davon abstrahirt werden kann 
und muss, ob diese Zusammenstellung zu einem Zahlresultate führt, 
wenn alle möglichen Kombinationen der Denlibegriffe aufgestellt werden 
sollen. Schon bei der Subtraktion zeigte sich, dass die Forderung eine 
solche sein kann, dass ihr keine wirkliche Zahl als Lösung zu ent- 
sprechen vermag. Die vielseitige Anwendbarkeit der arithmetischen 
Operationen wird erst dadurch möglich, dass auch diese Wissenschaft 
nach dem Kreditsysteme arbeitet; eine Fordemng nur von ihrer logi- 
schen Zusammenstellung, nicht aber als Frage davon abhängig macht, 
ob eine Befriedigung der Forderung, eine Lösung der Frage durch die 
zur Zeit vorhandenen Mittel möglich ist. Zum Zweck der konsequenten 
Durchführung des adoptirten Systems der Fragesteilung begnügt man 
sieh deshalb mit einer formalen Lösung statt einer realen; d. h. man 
stempelt die irreduktibele Fonn zu einem mathematischen Ding, einem 
neuen mathematischen Begriff, und nennt damit die Frage gelöst durch 
den neuen Begriff. So ist z. B. 2 nicht durch 3 theilbar ; nichtsdesto- 
weniger wird die Forderung gestellt, eine Zahl zu finden , welche drei- 
mal gesetzt die zwei als Werth gibt, in Symbolen a; =^ i; und well 
dies nicht möglieh ist, wird jene unerfüllbare Forderung fonnal durch 
den neuen Begriff der Bruchzahl befriedigt. Die Mathematik nimmt 
sich ja das Recht, ihre Begriffe selbst zu machen, nicht einem empi- 
rischen Gegenstande zu entnehmen. Dieses Hecht steht ihr auch voll- 
kommen zu; nur muss man dabei nicht die Logik verwirren mit der 
Behauptung, dass man bei Ausübung dieses Rechtes nur den Grössen- 
begriff benutze. Als reine Grösse existirt der Ei-uch ebensowenig wie 
die negative Zahl oder das Symbol y — 1, welches vorzugsweise mit 
dem Attribut „imaginär" bezeichnet wird. Dem letzteren Attribut 
wird alogischerweise noch das Substantiv „Grösse" hinzugefügt, weil 
das Symbol y — 1 ja ganz, unentbehrlich ist, aber kein Mathematiker 
zugeben darf, mit etwas Anderem als Grössen zu operiren, wenn er 
nicht in den Verdacht eines nnexakten Metaphysikers kommen soll. 

Sei das Wesen der Gebilde der Kombinatorik also nochmals kurz 
dargelegt. 

Alle arithmetischen Gebilde entstehen durch Korabination der 
Denkbegriffe, d. h. durch Znsammenstellung des Anschauungsbegriffes 
Zahl oder Grösse in arithmetischem Sinne, und der verschiedenen Be- 
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zjehungstiegriffe (s. S. 34). Sind diese Foi-men reduktibei ihrem Inhalte 
nach, 80 erhalten wir, was wir reale Grössen nennen ; sind die Formen 
iixeduktibel, so werden sie imaginäre Grössen (besser Fonnalkompiexe) 
im weitesten Sinne genannt 

Diese fiktiven Grössen unterscheiden sich je nach der geringeren 
oder grösseren Anzahl von Beziehungsbegriffen, weiche mit dem Zahl- 
begriff zu einem Formalkomplex verbunden sind. Die negative Zahl 
war die Verbindung des Anschauungsbegriffes Zahl mit dem Beziehungs- 
begriff Richtung. 

Der rationale Brucli. 

In dem rationalen Brach ist die Zahl verbunden mit dem rilek- 
schreitenden Summenbegriff und dem Begriff verschiedener Ein- 
heiten. Der Brach | als rationales Maass einer realen Grösse gedacht, 
fordert eine Reihe von Einheiten, deren zweite und dritte Stelle durch 
Zähler und Nenner des Bruches, und eine ganz andere Reihe von 
Einheiten, in welcher sie die vierte und sechste Stelle einnehmen. 
In dem rationalen Bruch sind also schon drei oder vier {je nach der 
Auffassung) verschiedene Begriffe vereinigt, und für die Zwecke des 
Rechners zu einem einheitlichen Ganzen gestempelt. Man muss nur 
nicht glauben, dass -1 mit demselben Recht Grösse wie 1 genannt wer- 
den könne, weil man in der Natur ein Stück von einem Fuss und 
eins von 8 Zoll aufzeigen könne. Objektiv ist das eine wie das andere 
ein bestimmtes Individuum, eine Einheit; die 8 Zoll liegen nicht als 
f Fuss da, sondern das f entsteht erst in unseren Gedanken als ein 
Komplex von 4 oder 5 vei-sehiedenen Begriffen. 

Dass die Form | im ganz allgemeinen Sinne kein GrÖssenbegriff 
ist, zeigt sich, wenn dieselbe etwa in der Zahltheorie vorkommt; sie 
ist dort ebenso imaginär wie die sogenannten idealen Zahlen, welche 
durch Formgleichungen die Bedingungen angeben, die vorhan- 
den sein müssten , damit eine Primzahl in gewisse Zahlformen arith- 
metisch auflösbar wäre. Nur wegen der häufigeren Änwendungsfähig- 
keit einer Bruchform hält man dieselbe für weniger fiiktiv in Bezug 
auf den Zahlbegriff als andere solcher irreduktibeler Formen; nennt 
sie sogar schlechtweg Grössen, ohne auf die Beziehungsbegrifi'e auf- 
merksam zu werden, welche in jener Fonn mit dem GrÖssenbegriff 
kombinii-t sind, und dadurch eben jenen spezifischen Bruchbegriff 
gestalten. Es wäre aber immerhin möglieh, dass die in der Zahltheorie 
ganz imaginäre Bniehfoi-m, oder gar jene idealen Primzahlfaktoren auf 
irgend einem Gebiete der Begriffe einmal eine reale Anwendung fänden 
und dadurch ebenso reale Symbole würden, wie es y — 1 für den 
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Eichtungsbegi'iff, und die rationale Bruchform ist für den Begriff der 
Zahlreihen von verschiedenen Einheiten , deren gegenseitiges Grössen- 
verhältnlss durch Zahlen angegeben werden kann, d. h. dem Begriffs- 
gebiete des quantitativen Messens. 

Die Irrationalzalil 

fügt zu dem vorhin besprochenen Begriffskomplex den weiteren Be- 
ziehungsbegriff „unbegrenztes Fortschreiten der Bildung von Zahl- 
i-eihen oder Einheiten". 

In demselben Maasse wie die einfache Division als Forderung der 
Entsummirung nach beliebigen Faktoren nui' bei denjenigen Summen 
wirklich ausgeführt werden konnte, welche durch jene Faktoren ent- 
standen waren, in allen übrigen Fällen jedoch zu der rationaien 
Bmehform fühi'te, in demselben Maasse aufsteigend entstehen bei der 
vervielfachten Division neue Forderungen, welche auch nicht dm'ch 
den rationalen Bruch fonnal gelöst oder „bestimmt symbolisii-t" werden 
können. Eine jede einfache Division führt im Falle der Unlösharkeit 
zu einem rationalen Bruche. Deshalb bestimmt aber auch eine jede 
Stelle der unbegrenzt fortgesetzten Bmchreihe nur eine Forderung der 
einfachen Division, nicht aber die neuen Forderungen der vervielfachten 
Divisionen. Wenn wir also aus diesen letzteren Fordei-ungen des 
"Wurzelziehens alle Fälle ausscheiden, welche identisch sind mit 
den ganzen und den Bruchzahlen dem arithmetischen Inhalte nach, so 
bleibt uns noch eine Anzahl irreduktibeler Formen übrig, welche durch 
das aufsteigende Verhältniss der Vervielfachung in den Forderungen 
des Wuraelziehens angegeben wird. Je höher die Wurzel, desto mehr 
iiTedulitibele Formen werden zwischen die rationalen Bruchformen ein- 
geschaltet werden müssen. Diese iri-eduktibelen Formen bleiben aber 
in aufsteigender Reihe klassifizirbar , und demnach streng quantitativ 
beurtheilbar, weil die geforderte Operation zahlenmässig bestimmt wird, 
einerlei ob dies mit einer bestimmten Zahlenreihe fertig gebracht 
werden kann oder nicht; es kann ihr wenigstens die Stelle angegeben 
werden, welche sie in irgend einer Zahlreihe einzunehmen hat. Diese 
Stelle wird natürlich stets zwischen zwei Stellen einer wirkliehen Zahl- 
reihe fallen; da aber dui'ch Setzung neuer (kleinerer) Einheiten der 
Zahlreihe diese Stellen beliebig nahe aneinander gerückt werden können, 
so kann auch der arithmetische Werth eines irreduktibelen Wurzel- 
ausdmcks mit einem beliebigen Grade von Genauigkeit in ganzen Zahlen 
einer Zahlreihe angegeben werden. 
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Die transcendentc Zahl. 

Man kann die Irrationalzahlen nach Stufe or Inen indem man mit 
der Forderung des Wurzelziehens unbegienzt foi tt>chreitet. Dieser 
Fortsehritt muss nach einem bestimmten (. esetze to -tgehen. Der ein- 
fachste Fall wäre -/T^, also nach Verdon elungei dei ersten Wui-zel- 
zahl. Bei jeder höheren Stufe wird nach Au'^schei lung der Fonnen, 
welche dem arithmetischen Werthe nach identisch sind mit ganzen 
Zahlen , rationalen Bi-ilchen oder einer niederen Stufe der In-ationalität, 
eine Anzahl Formen übrig bleiben, welche durch die vorhergehenden 
nicht repräsentirt (lösbar) sind, deren Werthe also an gewisse und 
durch das betreffende Wurzelsymbol vollständig bestimmte Stellen der 
Formreihen zu liegen kommen. Wird dieser aufsteigende Modus der 
vei-vielfachten Divisionsforderung als unbegrenzt (co) vorausgesetzt, so 
entsteht die transeendente Zahl. Die transcendente Zahl wird also 
symbolisirt durch eine unbegrenzt fortschreitende Reihe von Wurzel- 
forderangen. 

Die näherungsweise Auswerthung solcher Forderungen in arith- 
metischen Zahlen geschieht nach derselben Methode, wie die von Irra- 
tionalzahlen (Iberhaupt. Um also eme Zahl als transeendente nachzu- 
weisen, wird es nothwendig sein aufzuzeigen, dass das Gesetz der 
unbegrenzt fortschi'eitenden Foiderungen ein solches ist, welches nicht 
identisch sein kann mit einem duich begienzte Reihen ausdrück- 
baren. In der Forderung des unbegi enzten Fortschrittes liegt dann 
schon die Unmöglichkeit, dass bei Anwendung jener Symbole auf eine 
bestimmte Zahl die Forderung der ganzen Reihe zusammenfallen kijnote 
mit der Forderung, welche durch eine niedere Stufe der Irrationalität 
gestellt wird. Die Formen y^, yV, ^ ^^^^ gleich dem Werthe 
nach; sobald aber die Wurzelforderung bei einem bestimmten Quantum 
den unbegrenzten Forteehritt erheischt, kann keine Form niedriger 
Stufe mehr dasselbe Resultat liefern, einerlei wie viele Resultate 
solcher Stufen verschiedener Quanta zusammenfallen. Anders wäre es, 
wenn die umgekehrte Aufgabe gestellt würde : unbegi'enzt viele Potenz- 
formen aufzustellen, welche alle demselben Weithe entsprechen. 

Die allgemeine Foim der transeendenten Zahl kann demnach dar- 
gestellt werden durch Y f (a)- Diese Form würde keinen Sinn haben, 
wenn f (a) ein bestimmtes Quantum wäre; diese Funktion muss so 
gestaltet sein, dass bei jedem neuen Wurzelziehen zu dem vorherigen 
Wurzelausdrucke eine neue Zahl additiv hinzukommt; also das allge- 
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meine Glied dieser Reihe wird die Gestalt l/ ^'f. t . ?) "* haben: 

hierdurch kann die in unbegi'enzter Form gegebene Reihe g^en einea 
bestimmten Zahlwerth konvergiren. Transcendente Zahlen können 
natürlich auch in anderer Foi-m z. B, als unbegrenzte Sommenreihe 
von rationalen Bmchzahlen gegeben werden. In obiger Form ist aber 
ihre Genesis am deutlichsten ausgedrückt. Der Fortschritt des Wur- 
zelziehens kann natürlich auch ein anderer als derjenige der Quadrat- 
wurzel sein. Jene Zahl wird eine transcendente sein, wenn die Funktion 
f(a) eine solche ist, dass die neu hinzutretende Zahl i von einer 
Stufe der Irrationalität ist, welche im Verein mit y^ nicht eine 
niedere Stufe erzeugt. 



§5. 

Das Symbol V^i 

(sog. imaginäre Zahleinheit). 

So lange die Arithmetik wirkliche Grössen (Zahlen) behandelt, sind 
ihre Forderungen stets in Grössenwerthen lösbar, wenn auch, wie bei 
der irrationalen Zahl, dieser Werth nur durch beliebig nahe gerückte 
Grenzen angegeben werden kann. Diese Lösbarkeit musste auch logisch 
vorausgesetzt werden, weil ja nur richtige Begriffe logisch verbunden 
worden waren. Anders wird es aher, wenn die arithmetischen Ope- 
rationen nicht auf Grössen beschränkt, sondern auf beliebige arith- 
metische Formen, willkürliche Komplexe von Beziehungsbegriffen aus- 
gedehnt werden, in welchen ganz davon abgesehen wird, ob in diesem 
graphisch zusammengestellten Komplex verschiedene jener Beziehungs- 
begriffe einander widersprechen. Die Arithmetik gelangte zu solchen 
Komplexen durch ihre konsequent fortgesetzte Methode der Kombination, 
und insofern entstanden nicht müssige Phantasiestücke, sondern noth- 
wendige Produkte der Kombinatorik. 

Zu diesen an sich sinnlosen Formen gehört, wie ausgeführt, schon 
die negative Zahl. Im weiteren Fortschritt der Kombinationen tauchte 
nun das Symbol V — 1 auf, als absolut nothwendig um die Konti- 
nuität der Operationen durchzuführen, denn alle paarigen Wurzeln 
erlaubten nicht die weitere Reduktion einer neg ative n Zahl; mit Hülfe 
dieses Symbols konnte man aber die Form V — 2 weni^tens um- 
schreiben in 1 , 4 . . V — 1, was für viele Zwecke so dienlich war. 
Auf das Symbol V — 1 wurde man gleicherweise bei dem Versuche 
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geführt, allgemeine Gleichungen höherer Grade als des ei'sten zu lösen, 
d. h dieäelheii in Faktoren ersten Grades, unmittelbai' veretändliche 
Symbole, aufzulösen. Ebenso zeigte sich das Symbol zweckmässig und 
hinreichend, viele der Analysis bis dabin widerstehende transcendente 
Funktionen zu bewältigen. Was noch mehr das Ansehen dieser imagi- 
näi'en Einheit hob , war die Thatsache , dass es beim besten WUien 
nicht gelang, ein weiteres ähnliches Symbol zu entdecken oder zu 
erlinden. 

Vom logischen Standpunkte aus muss, wie gesagt, auch die — 1 
eine imaginäre Einheit genannt werden; denn dass die negative Ein- 
heit sich durch Addition in etwas Wirkliches vei-wandelt, während bei 
y — 1 die Multiplikation hierzu erforderlich ist, kann auf das Prinzip 
der Begriffsaufstellung keinen Einfluss haben. Beides sind Summirungen, 
solange an der quantitativen Deutung festgehalten wird; wir finden ja 
Begriffe, aufweiche das V — 1 als Grössenmaass ebenso anwendbar 
ist, wie das — 1 auf andere. 

Die quantitative Auffassung stellt der logischen Erklärung des 
y — 1 rathlos gegenüber, wie die Geschichte der Mathematik neuester 
Zeit hinlänglich zeigt; sie muss das Auftreten heterogener Einheiten 
im Laufe der konsequent durchgeführten Kombinatorik einfach als ein 
Faktum aufnehmen, welches sie weiter nicht zu erklä ren vermag. 
Warum grade 4 solcher Einheiten, + 1, — l, -{- V — 1, — 1^^ 1, 
nicht mehr noch weniger zum Vorschein kommen, ist von ihrem Stand- 
punkte aus unersichtlieh. Deshalb hat m an auch versucht, analog der 
Zweckmässigkeit jenes Symbols V — l hei Betrachtungen zweier 
Dimensionen, ein solches zu erfinden, welches denselben Dienst bei 
drei Dimensionen leiste. Hier zeigte es sich nun, dass eine solche 
neue Einheit sich den elementaren Rechnungsoperationen nicht fügen 
wollte. Die hieraus hervorgehende Frage nach dem logischen 
Warum dieser empirisch konstatirten Unmöglichkeit schien den Em- 
piristen sogar müssig, obschon doch grade ihr Prinzip die Möglich- 
keit soJeher neuer Einheiten in Verbindung mit eigens zu ihrer Ver- 
wendung neu zu erfindenden Elementaroperationen der Arithmetik 
(neue Spezies) nicht in Abrede stellen dürfte. Vielleicht hat der Er- 
finder des Quatei-nionenkalkuls ähnliche Gedanken gehabt. In den 
Versuchen eines Logikkalkuls hat man ja wirklich eine solche neue 
Art von Spezies herausgekünstelt. S. ^^'). 

Allerdings wenn es eine apriorische Logik gibt, dann können alle 
empirischen Erändungen und Weltarten nicht über eine gewisse Grenze 
hinaus und es lassen sich alle denkmöglichen Gebilde der Kombinatorik 
in eine begrenzte Anzahl von Gattungen unterbringen; die analytischen 
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Inflnitesimalkalkul 



Einheit&ljegi'ifi'e werden sieh dann als auf eine bestimmte Zahl be- 
schrankt ausweisen; dann kann aber auch die hier vorliegende Frage 
gelöst werden, wie im nächsten Kapitel geschehen wird. 



§ 6. 

Der Inflnitesimalkalkul. 

Auei) diese Rechnung lässt sich quantitativ eatwiekeln , wenn man 
die Methode Leibnitzens befolgt und von allen Operationen weiter 
nichts verlangt, als einen beliebig grossen Grad der Annäherang. Alle 
anderen Methoden, welche man ersonnen hat, um diese Rechnung zu 
i-echtfertigen , enthalten logische Fehler, insofern sie einzig von dem 
Grössenbegriff auszugehen behaupten. Das Richtige, was in den 
Fluxionen, Gi-enzverhältnissen etc. liegt, ist eben nicht quantitativer 
Natur, Hierüber s. Fonnenreehnung B. Kap, VI. 

Wenn man an der ausschliesslich quantitativen Deutung mathe- 
matischer Symbole festhält, so kann man allerdings alle praktischen 
Resultate finden; aber die Wege, welche dazu führen, sind häufig so 
weitläufige und trotzdem verwickelte, dass einen meist das Gefühl 
beschleicht, als ob man mit schlecht konstruirten Krücken über einen 
wahrscheinlich ebenen Weg humpele. Es fehlt dazu die geistige An- 
i-egung, weil man in den interessanteren Fällen gar keinen Einblick 
in den logischen Zusammenhang der verschiedenen Gebilde erlangt. 
Die ganze Analysis präsentirt sich als ein todter Rechenkneeht, dessen 
Maschinerie allerdings höchst künstlieh, zuweilen taschenspielermässig 
sinnreich oder auch verblüffend ersonnen, aber immer etwas Ab- 
[ für die volle Geistestliätigkeit hat, welche sich fühlen will 
t handelnd, nicht im Joche eines Mechanismus. Daher 
die bekannte Erscheinung, dass sich Vorliebe zu mathematischen und 
ethischen Wissenschaften gewöhnlich ausscMiessen. Schon die ewig 
wiederholte Eintönigkeit des Grössenbegriffs wirkt auf die Dauer ebenso 
abstumpfend wie die Konstruktion der Natur aus einheitlich in grau- 
grau uniformirten Atomen, oder um ein Beispiel anderer Gebiete an- 
zuführen: die versuchte Konstruktion der lebendigen Welt aus dem 
ewigen Gegeneinanderklappern der leeren Abstraktionen „Sein und 
Nichtsein". Eine phiiosophische Dai-stellung der Mathematik kann aber 
zeigen , dass diese gefürchtete Trockenheit nicht der Natui- dieser 
Wissenschaft, sondeni der pädagogischen Methode anhaftet. 
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B. KAPITEL m. 



DIE QUALITATIVE DEUTUNG AßlTH- 
METISCHER OPERATIONEN. 



§ 1- 

Allgemeiner Gebrauch des BegrifTs der Qualität in der 

Mathematik/') 

Einflihning des Begriffes der Qualität ia die exakten Wissen- 
schaften! Gar Mancher wird hierbei einen gelinden Schauer verspüren; 
denn man denkt dabei an Qualitäten wie „gut, böse, gi-ün, nass. 
hart etc.", was könnte also unexakter sein als der Qualitätsbegriff. 
Nun von solchen Qualitäten wird hier auch nicht die Rede sein , wohl 
aber von der ganz abstrakten Qualität, von demjenigen, was seinem 
Begriffe nach ungleich ist; und dies ist ein ebenso exakter Begiiff 
wie sein denknothwendiges Korrelat: das seinem Begriffe nach Gleiche, 
das dem Quantum nach Vergleichbare (messbare). 

Das Unterscheiden des Gleichen (dem Oberbegriffe nach) ist 
quantitatives, dsß Unterseheiden des Ungleichen qualitatives Unter- 
seheiden; und deshalb enthält die Urthatsaehe der Existenz eines 
Vielen schon den Begriff der Qualität ebensogut, mit demselben Grade 
von Gewissheit (Exaktheit) wie denjenigen der Quantität. Dieses 
(existirende) Viele als ein Ganzes betrachtet, ist qualitativ verschieden 
von dem Ganzen, wenn es als eine Vielheit, Zusammen von Theilen, 
betrachtet wird. Die Betrachtung 5 als Fünfheit ist eine qualitativ 
verschiedene von der Betrachtung 1+1 + 1 + 1 + 1; in diesem 
Sinne wird ausgeführt werden, dass schon einer jeden Zahl eine ganz 
bestimmte Qualität (als zahltheoretischer Charakter) zuzuschreiben ist. 
Der Satz: das Ganze ist als Begriff ungleich dem Theil als 
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oder: Ganzes und Theil sind vei-schiedene d. h. qualitätversehiedene 
Begritfe, muss auch auf die Zahlen angewandt werden können, weil es 
ein allgemein logischer Satz ist; und dies wird gar nicht dadurch ge- 
ändert, dass eine jede Zahl und ihre Einheiten auch nach einem 
Begriff der Gleichheit, d. h. der Quantität, betrachtet werden können. 

Wenn wir uns nun vorartheilsfrei in der reinen Mathematik um- 
sehen, so finden wir, dass eine neue Einführung des Begriffes der 
Qualität in diese Wissenschaft durchaus nicht stattzufinden braucht, 
dass er schon in den verschiedensten Gestalten angewandt wird , aber 
durch die Fachsprache beständig maskirt dem herrschenden Grössen- 
dogma zuliebe. Ohne seine Anwendung wäre die heutige Ausbildung 
der Mathematik gar nicht möglich gewesen. Entschliesst man sich zu 
seiner offiziellen Anerkennung, so wird sich der Nutzen seines unver- 
blümten Gehiau(.hs hild tusweisen, ohne dass die Wissenschaft das 
Geringste an ihiei Fx^ktheit einzubüssen hätte. So handelt es sieh 
in der Geometrie um verschiedene Figuren, deren Natur durchaus 
nicht ausschbe&shch durch die Grösse ihrer Linien oder Flächen voll- 
ständig bestimmt ist Das Dreieck ist vei-schieden vom Viereck, auch 
wenn ihre Flachen odei Umfangslinien gleich gross sind. Man wird 
hier zwar einwenden wollen: „aber durch die Grösse von umfang und 
Inhalt von so und soMel geraden Linien, also durch Grössen, werden 
diese Figuren bestimmt". Aber darin liegt es ja eben; Umfang, Inhalt, 
gerade oder kramme Linien, sind qualitative Verschiedenheiten; und 
darin wird nichts dadurch geändert, dass eine jede dieser Qualitäten 
Abstufungen nach der Grösse zulässt. Die sogenannte Subsumption 
verschiedener Dinge unter einen Begiiff bedeutet gar nicht, dass diese 
Dinge verschiedene Erzeugnisse des Oberbegrifi's seien, ähnlich wie eine 
genealogische Stammfolge, sondern dass verschiedene Begriffskomplexe 
gebildet worden sind, in welchen sich unter anderen Elementen auch 
der Faktor „Grosse" befindet in dem Falle, wenn qualitätgleiche Dinge 
vergbchen werden. 

Man spricht auch von ähnlichen Figuren, und grade in diesem 
Begriff der Aehnlichkeit ist ihre Qualität ausgesprochen. Aehnliehe 
Dreiecke können nur der Grösse nach verschieden sein, eben weil sie 
genau dieselbe Qualität haben; diese letztere wird bestimmt durch 
einen gewissen Komplex von Verhältnissbestimmungen der Seiten und 
Winkel; ein solcher Komplex ist nicht mehr derselbe, ist seiner Qua- 
lität nach geändert, sobald eine Bestimmung in seinen Elementen ge- 
ändert wird. Dass diese Aenderung seiner Elemente nach Grössen- 
verhältnissen vor sieh geht, verhindert gar nicht, dass der Komplex 
als Ganzes seiner Qualität nach geändert wird. Zudem werden in der 
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Geometrie die heterogenen , d. h. qualitativ verschiedenen Begriife 
„Entfernung und Richtung" gebraucht. Der Versuch, diese Hetero- 
genitäten durdi allerhand Kunstgriffe auf einen homogenen Grössen- 
begriff zui-ückzuiilhren , erzeugte die in A. XII. behandelten meta- 
mathematischen In'ungen, Und weiter nun die BegiiiJe „Linie, Fläche, 
Körper, gerade, krumm etc." sind doch so qualitativ vei-schieden , wie 
nur Etwas sein kann. Ein sog. Beweisverfahren gefällt sieh zwar darin, 
aus vielen Linien unter dem Namen ,, unendlich enge Flächen" eine 
wirbliche Fläche zu summiren ; dass eine solche kindliche Methode, um 
die Phantasiethätigkeit anzui-eizen, für eine niedere Bewusstseinsstufe 
hingehen mag, aber durchaus nicht in die Logik gehört, darüber 
brauchen wohl keine weiteren Worte verloren zu werden. 

Aber auch in der Arithmetik begegnet man dem Begriff der Qua- 
lität; er zeigt sich schon in vielen vom instinktiven Sprachgeiste ge- 
prägten Wörtern „Produkt, Faktor, Quotient, Verhältniss, Potenz 
(potestas, dignitas)"; an deren Stelle erst spät in künstlicher Abstrak- 
tion der vervielfachte Summenbegriff gesetzt wurde. Und nun gar die 
Begriffe des unendlich Kleinen und Grossen! Man stutzte nur bei der 
Schwierigkeit, jene instinktiv liehtig gefundenen Qualitätsbegr-iffe in 
einen logischen Konnex zu bringen, weil man die sogenannten Vor- 
zeichen, die Symbole der arithmetischen Thätigkeit, nicht anerkannte 
als Beziehungsbegriffe, welche in dem Komplex des Ganzen (der arith- 
metischen Form) von derselben Bedeutung sind, wie die in jenen 
FoiTuen gleicherweise vorhandenen Grössenbegriffe. Deshalb wurde in 
der leichter konsequent durchführbaren quantitativen Auffassungsweise 
das Produkt ersetzt durch Summensumme; der Quotient definiit als 
ein Schreibzeichen, welches die Eigenschaft hatte, durch das 
Summensummenzeichen ersetzt werden zu können, wenn es eine gewisse 
Anzahl mal auftrat! Die Potenz sollte nicht mehr eine Stufe sein, zu 
weicher eine Zahl erhoben wurde , weil bei dieser Definition angeblich 
Ausnahmen stattfanden , und man allerdings in der Logik die Existenz 
von Ausnahmen nicht anerkennen dai'f. Demzufolge wurde auch die 
Potenz definirt als eine Schreibweise, um gewisse Summen für die 
Rechnung übersichtlicher darzustellen (sogar der philosophisch denkende 
M. Ohm berahigte sich hierbei). Hiennit war allerdings der strenge 
Fortschritt in der symbolischen Kombination gerettet und alle Einzel- 
fälle eliminirt, weiche sich einer qualitativen Deutung nicht sofort 
fügen wollten; aber diese Exaktheit war nur gewonnen um den Preis 
des geistigen Todes mathematischer Begriffe durch ihr Herabsinken zu 
technischen Kunstfertigkeiten. 
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§2. 

Grössen und Einheiten. 

Die vollständig durehgefuhi-te logische Analyse zeigt uns die Formen 
der Arithmetik im Allgemeinen als Komplexe der verschiedenen Be- 
ziehungsbegriffe mit dem einen Anschauungsbegiiif der Grösse. Die 
einzelnen Buchstaben dieser Formen können demnach analog betrachtet 
werden den Massenatomen der Mechanik, Bei dieser Parallele stehen 
den Verbindungszeichen der Analyse die Kräfte der Mechanik gegen- 
über. Die Atome sind Träger der Kräfte, die analytischen Grossen 
Träger der Gedankenoperationen. Auch die Kräfte der Mechanik sind 
solche Beziehungsbegriffe (Gedankenoperationen s. D. Mechanik) ; dieser 
Gegensatz von statischen Elementen und dynamischen Kräften lässt 
sieh in beiden Disziplinen durchführen. Will man aber durchaus die 
Auffassung beibehalten, dass man nur Grössen in der Arithmetik be- 
handelt, will man also gewisse Komplexe von Denkbegriffen Grössen 
nennen, nun dann muss man sich zu qualitativ verschiedenen 
Grössen d. h. den vier ganz heterogenen Einheiten + 1, — 1, H- i, 
— i bekennen, und damit ist die letzte Äusfluclit abgeschnitten, den 
Begiiff der Qualität aus der Arithmetik verbannen zu wollen. 

Vollständig korrekt ist es, wenn man von qualitativ verschiedenen 
Einheiten der Kombinatorik spricht. Die vielfachen dieser Einheiten sind 
dann Grössen von bestimmter Qualität; es bleibt dabei immerhin die 
Möglichkeit, dass die Denkoperationen, welche diese Elementarquali- 
täten erzeugten, dieselben auch durch neue Denkoperationen wieder 
ineinander verwandeln können; ebenso wie der Chemiker durch chemi- 
sche Operationen die Qualitäten seiner Stoffe verwandelt. Der reine 
Grössenbegriff erlaubt kein weiteres Attribut, weil er nur dem Qualität- 
gleichen entspmngen ist. Man kann deshalb von keiner schweren oder 
farbigen Grösse sprechen, und ebenso wenig von einer mannigfach ausge- 
dehnten; wohl aber von einer mehr oder minder grossen Schwere, Farbe, 
Ausdehnung. Fläche, Körper, Farbenintensitat etc. sind Ausdehnungs- 
qualitäten, Ausdehnungen (Grössen) von spezifisch verschiedener Qualität 
Deshalb kann man durch Vergrösserung einer Fläche ebensowenig 
einen Köi-per wie eine Farbe ei'zeugen; oder in einer schon mehr- 
fach erwähnten Wortverbindung: durch Vergrösserung einer zweifach 
ausgedehnten kann nie eine dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit 
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Bestimmte und unltestlmmte OrÖssen. 

Man spricht häufig von bestimmten und unbestimmten Grössen. 
Der AusdiTick „unbestimmt" ist jedoch kein Attribut der Grösse, son- 
dern dahin zu verstehen, dass man zui' Zeit oder mit den zur Ver- 
fügung stehenden Mitteln noch nicht vermag, die Grösse bestimmt 
anzugeben, etwa in Zahlen anzugeben; aber nicht dahin, dass die 
Grösse keine feste Bestimmung ihrer Natur nach zulasse. Eine Grösse, 
welche die Bestimmung wie gross nicht zulässt, ist überhaupt keine 
Grösse, sondern eine Qualität unter dem Deckmantel der Quantität. 
Das unendlich Grosse und Kleine und die sogenannten veränderliehen 
Grössen gehören in diese Klasse. Weil man liier an der etymologischen 
Definition des Sprachgebrauchs festhielt, deshalb entstanden die be- 
kannten Widersprüche. 

Veränderliche Grössen. 

Ist in einer komplizii-ten Gleichung ein unbekanntes x vorhanden, 
so ist dies dennoch eine vollständig bestimmte Grösse, sofeni nur die 
Gleichung richtig aufgebaut, und nicht blosse Formgleichung ist. Hat 
man eine Gleichung, welche sog. veränderliche Grössen enthält, so sind 
auch diese für bestimmte Fälle vollständig bestimmt. Hat man aber 
einen solchen analytischen Ausdruck, in welchem absichtlich von jedem 
Einzelfall abstrahirt wird, so muss derselbe auf etwas ganz anderes 
als Grösse gedeutet werden; was aber nicht verhindert, dass diese 
Deutung als fonnale Lösung wieder auf Grössen angewendet werden 
kann. 

Man hat zuweilen Grössen, welche man nicht genau bestimmen 
kann, weil man ihre ziffeimässige Bestimmung auf eine spezifisch ge- 
wählte Einheit bezieht, als soviel Fuss, Zoll, Kreisgi-ad etc. Hieran 
gehören die irrationalen Zahlen. Dies liegt aber nicht daran, dass die 
Grösse nicht etwa eine bestimmte, d. h. logisch bestimmbare, wäre, 
sondern an der gewählten Einheit, Zuweilen sogar an dem gewählten 
Zahlsystem oder einer Un Vollkommenheit der analytischen Technik. 
Nach geometrischer Methode ist V 2 bestimmbar, nach arithmetischer 
aber nicht; (besser gesagt: nach geometrischen Begriffen, welche ebenso 
logisch richtig sind wie die arithmetischen). Wenn man aber eine 
solche problematische Grösse zwischen zwei bestimmte Grenzen (nach 
beiden Richtungen der Ausdehnung) einschliessen kann , so darf man 
sicher sein, mit einer wirklichen Grösse zu thun zu haben. Kann man 
aber nur eine Grenze angeben, wie bei dem imendlich Kleinen oder 
Grossen, so darf man auf die Deutbarkeit des symbolischen Ausdnicks 
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als eine Grösse nicht schliessen; in den meisten Fällen dieser Art 
ist wirklich keine Grösse vorhanden; der Ausdruck kann deshalb doch 
auf einen logischen Begriff gedeutet werden. 

Stetige und diskrete Grössen. 

Man unterscheidet stetige und diskrete Grössen; doch sind dies 
keine Attribute, welche einer bestimmten Grösse zukommen als einer 
Alt des so und soviel Einheiten gross Seins, sondeni entweder eine 
qualitative Bestimmung des Gegenstandes, welcher so und so gi-oss ist, 
oder im abstrakten Sinne eine Bestimmung der Art , wie wir uns die 
Grösse erzeugt (zu Stande gekommen) denken. 

Eine jede Grösse als Produkt der Denkthätigkeit entsteht vorab 
diskret, d. h. durch Wiederholung der Einheit, synthetische Setzung 
des Denkaktes. Weil wir aber beliebig synthetisch setzen können, ao 
steht uns auch die logische Forderung zu, viele Einheiten zu einem 
Ganzen d, h. einer neuen Einheit (qualitativ verschieden von der 
ersten) zu vereinigen. Bilden wir nun zwei Reihen aus zwei vei'schie- 
denen Einheiten, bestimmen z. B. dass n Einheiten der einen Reihe 
m Einheiten der anderen korrespondiren sollen , so ist diese logisch 
berechtigte und deshalb denkend ausführbare Forderung nichts Anderes, 
als die Bestimmung neuer Stellen zwischen den Einheiten der ereten 
Reihe (genetisch dargestellten Grösse). Die Bestimmung solcher Stellen 
ist nun ganz willkllrlich , weil die logische Syuthesis unbeschränkt ist. 
Weil nun dieser Unbeschranktheit der Synthesis gegenüber es ein 
logischer Widerspruch wäi'e, anzunehmen, dass zwischen zwei behebige 
Stellen nicht neue Stellen eingeschaltet werden könnten, so nennen 
wir die Reihe in dieser Hinsicht kontinuirlich. Es ist demnach ganz 
unrichtig, wenn gesagt wird: Das Diskrete und Kontinuirliche seien 
zwei heterogene unvereinbare Begiift'e, welche auf verschiedene Thätig- 
keiten der Seele zurückgeführt werden müssten. Verechiedene Begriffe 
sind es allerdings; sie sind aber nicht unvereinbar, sondern im Gegen- 
theil korrelativ, fordern sich gegenseitig ins Dasein und werden erzeugt 
durch ein und dieselbe synthetische Denkthätigkeit, welche nur der 
wissenschaftlichen Ueberslcht halber — man kann auch sagen der satz- 
mässigen Darstellung durch Subjekt, Objekt und Kopula halber — be- 
zeichnet wird durch die beiden dem Wesen nach von einander nicht 
trennbaren Zeitwöi-ter (Kardinalfunktionen der Taf. I. S. 33) „trennen — 
verbinden". Die Empfindung nun, als die vorhandene Wirklichkeit, 
liefert die Gegenstände, auf welche wir jene beiden Erzeugungsarten 
des Grössebegriffs anwenden. Als zeitliche Empfindung ist sie Aus- 
dehnung, Verbindung der diskreten Setzungen durch ein Zwischen. 
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und deshalb stetige Ausdehnung, sei diese nun gefühlt, gesehen, ge- 
hört etc. Sei ein Organismus so Iconstrairt dass er nur intermittirend 
empfinde, während von einem anderen die leeien Empfindungszeiten 
des ersteven gleichfalls als Ausdehnung empfunden werden, so wird 
deshalb doch der Begriff der Stetigkeit bei beiden Organismen ganz 
derselbe sein; ein Streit wird bei beiden nui m der Erhlänmg der 
Objekte entstehen, weil der ersteige „ewisse Zeitiaume, welche der 
letztere wahrnimmt, für nicht existirend erklärt. Es müssen dann be- 
gleitende Umstände mit in das TJrtheil aufgenommen werden, um die 
Wahraehmungsfehier zu erklären; denn beide können sich nur der- 
selben logischen Begriffe von Getrenntheit und Stetigkeit bedienen. 



Das Produkt. 

Produkt ist ein Erzeugniss, hervorgebracht durch ibe gegenseitige 
Einwirkung erzeugender Elemente (Faktoren), weiden diese nun be- 
stimmt als „Stoffe, Kräfte, Begebenheiten, Foimen oder auch Zahlen". 
Das Produkt als bestimmtes Resultat seiner Faktoien, ist semei Natur 
nach (Qualität nach) vollständig bestimmt duich die Natui dti Fak- 
toren; deshalb aber auch der Qualität nach \eischieden von dei Qua- 
htät der Faktoren. (Der Qualitätsbegriff in dem ^ 1 dehnuten allge- 
meinsten Sinne zu nehmen.) Funktional sind Produkt und Faktoren 
verbunden, und demnach vollständig gegeneinander bestimmt. Nun 
ist dies schon eine geläufige Bezeichnung in der Geometrie; man lässt 
einen Körper entstehen als Produlct aus einer Linie und Fläche und 
spricht bei solchen Beispielen von der qualitativen Verechiedenheit des 
Produlttes und seiner Faktoren, Bei Zahlenprodukten gleicherweise 
von solchen qualitativen Verschiedenheiten zu sprechen, wird Manchem 
unzulässig vorkommen. Es wurde aber schon in B, I, 2 die Zahl nach- 
gewiesen als Erzeugniss der einfachen Setzung des formalen Denkaktes 
und der Wiederholung dieser Setzung. Setzung und Wiederholung sind 
aber verschiedene Begriffe, und deshalb ist ihr Produkt, ihre funktio- 
nale Verbindung zu einem Ganzen, Zahl, wiederum etwas (qualitativ) 
Vei-schiedenes von jenen einfachsten Begriffsfaktoren. Man wird ein- 
wenden: „zugegeben, dass die Zahl als Pi'odukt vei-schiedener Begiiffe 
definirt werden kann , so sind doch die verschiedenen Zahlen als 
Grössen von einheitlicher Qualität; müssen demnach nur der Quan- 
tität nach unterschieden werden; Zahlprodukte dürfen also nicht als 
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verschiedene Qualitäten bestimmt werden." Dass die Zahlen quantitativ 
aufgefasst und dt^s nach dieser Auffassungsweise alle anthmetisehen 
Operationen gerechtfertigt werden können, ist Kap. IL nachgewiesen 
worden. Dass aber ausserdem auch die Zahlen nach qualitativen Ver- 
schiedenheiten betrachtet werden können, wird in B. Kap. V. gezeigt. 
Damit nun Niemand an dieser noch unerörterten Qualität der Zahlen 
Änstoss nehme, sollen vorläufig nur arithmetisch unbestimmte Formen 
Gegenstand der Betrachtung seini die Bedeutung, welche später den 
in diesen Fonnen gebrauchten Buchstaben beigelegt wird, bleibe 
dahingestellt. 

Wir deflniren ein Produkt, in Zeichen a . 6, als Erzeugniss, wel- 
ches entstanden ist als ein Ganzes durch die gegenseitige Wirkung 
von a und h. In dem Produkte a . b sind die Elemente a und h 
funktional verbunden. Es entsteht jetzt die Frage: wie ist das Produkt 
, wenn die Elemente a und i mit kontradiktorisch ent- 
Qualitäten auftreten können? in Zeichen: wenn die 
Bestimmungen 

- «, + ß, — 6, -4- J, — iah), + {ah) 
möglich sind. 

Die ideale Setzung solcher Werthe ist ja logisch erlaubt, und zu- 
gleich das einzige Mittel der logischen Entwickelung. 

Die logische Antwort ist : Es können nur qualitätgleiche 
Faktoren (nach dem technischen Ausdruck der Arithmetik, homogene 
Faktoren) ein reales Produkt erzeugen. Das Produkt ist aber in 
diesem Falle immer ein reales, sei jene Qualität weiche sie wolle. 
Werden demnach die Einheiten — 1 , +1 als qualitative Bestim- 
mungen aufgefasst, so ergibt sowohl -f- a . -J- & wie — « . — 6 ein 
reales Produkt, und dies ist zu bezeichnen durch -|- {ah), weil diesem 
Zeichen ausser der Bedeutung des Gegensatzes zu dem negativen, 
auch die Bezeichnung des realen Vorhandenseins gegeben wird. 

Heterogene Faktoren erzeugen aber nur ein virtuelles Produkt, 
ein solches, welches unter gewissen Bedingungen in ein reales umge- 
wandelt, aber isolirt keine selbständige Existenz haben kann. Diese 
Heterogenität ist sowohl im Falle — «.-!-& als +ß-^& vor- 
handen; das Produkt kann deshalb nur — - {a . 6) sein, wobei das 
Minuszeichen den bei dem kontradiktorischen Gegensatz einzig mög- 
lichen virtuellen Fall anzeigt. Zudem stehen die beiden Produkte 
— {a . h] und + {a . h) als Werthe in kontradiktorischem Gegen- 
satz. Oder nach der anderen Äusdrucksweiae : diese Produkte be- 
zeichnen zwei entgegengesetzte Qualitäten nach gleicher Grösse be- 
messen; oder, die Produkte ^ ab, -\- ai können benutzt werden als 

12 
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die quantitativen Symbole ^on 2 Gegenständen entgegen^ esetztei 
Qualität, welche ein jeder eine gleiche Anzahl von Maaseinheiten die';ei 
Qualitäten enthält. 

Bleiben wir bei der ersteien Auüds&unß des Pioduktes — {ab) 
als eines lediglich virtuellen, so können \mi wiedeium sagen dei 
Faktor, welcher dieses virtuelle Piodukt zu einem lealen umzuwandeln 
vermag, muss selbst ein virtuellei sein, weil er ja sonst dem — f« bj 
heterogen wäre, also mit ihm kein leales Piodukt erzensten konnte 
und weil es nach dem Satz des Widetspiuchs in dei Funktion cf, gai 
keine anderen gegenseitigen Beziehungen al& das — und -j- aeheii 
kann. 

Der Quotient ist häufig nur ein andeiei Name fui Faktor, namlith 
in den Fällen, wo dieser Faktoi unbekannt ist Da z B da* Piodukt 
A = a . b möglicherweise auf sehi vei-schiedene ^\eise eizeugt «ei- 
den kann, so stellt man die Aufgabe, den Faktoi x zu hehtimmen, 
wenn nur der eine Faktor m von den zweien bekannt ist, welche A 

erzeugen sollen. Also A = mx oder — = 3:. Die veränderte Schreib- 
weise ändert den Begriff des Faktors nicht. Demnach bestimmt sich 
auch die Zeiehenregel bei solchen Quotienten ebenso wie bei Faktoren. 
Ausserdem ist die Form d^ Quotienten aber auch das Symbol eines 
neuen Begriffes, „das Verhältniss". 



§4. 

Das Verhältnis s. 

Wenn wir die verbindende Denkthätigkeit auf irgend welche Ge- 
bilde der Natur oder unseres Denkens ausflben, dieselben vergleichen, 
so sagen wir: Wir setzen dieselben in ein Verhältniss zueinander. 
Damit diese Verhältnisssetzung überhaupt möglich, müssen dieselben 
wenigstens eine gemeinschaftliche Qualität haben . Die einfachen 
Zahlen haben Verhältnisse zu einander, oder zur Einheit, insofern bei 
ihnen von aller weiteren Qualität abstrahirt wird. Sobald wir abei' 
die Zahlen in ihre logischen Elemente auflösen, oder sobald wir sie 
als Komplexe von Begriffen symbolisch dai^tellen, so kann man von 
der verschiedenen Fonn solcher Komplexe , also von ihrer qualitativen 
Verschiedenheit sprechen, ganz abgesehen davon, dass sie als Zahlen 
alle dieselbe abstrakte Qualität, d. b. die Qualitätslosigkeit, haben. 
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Betrachten wir die Komplexe 

(4:2), (8:4), (16:8) 
(6:2), (12:4), (24:8) 
so besagen diejenigen der ersten Reihe als Quanta (quantitativ gedeutet) 
alle ein und dasselbe, nämlich die Zahigi'össe 2; als Formen sind die- 
selben aber alle verschieden. Diese drei Formen haben aber eine 
gemeinsame Eigenschaft; nämlich die beiden Glieder, aus welchen eine 
jede Foi-m .^usammengesetat ist, haben ein und dasselbe Verhältniss, 
die Einzelglieder als Zahlengrössen gedeutet Wir haben also die 
geraeinsame Qualität dieser Formen durch eine Zahl symbolisirt; und 
ebenso ist die gemeinsame Qualität der Formen der zweiten Reihe 
diiich die Zahl 3 angegeben. 

Die&e Betrachtungsweise wird definii-t durch den Satz : Aiith- 
metische Gebilde können sowohl ihrem Inhalte wie ihrer Form nach 
betrachtet werden. Der materiale Inhalt derselben ist Gegenstand der 
quantitativen, die Form Gegenstand der qualitativen Deutung. 

Die Bedeutsamkeit dieses unscheinbaren Satzes wird erst in der 
Formenrechnung zur vollen Erscheinung kommen; sie musste aber liier 
schon angeführt werden, weil der Quotient auch in den Elementar- 
gebilden als Symbol des qualitativen Verhältnissbegiüffes gedeutet wer- 
den kann. Es zeigt sich hier vorerst die Möglichkeit alle Denkgebilde, 
also einschliesslich der arithmetischen, nach den beiden koordinirten 
Eeziehungsbegi'iffen „Quantität und Qualität" zu deuten, wenn auch 
davon Gebrauch zu machen in der Elementararithmetik kein Bedürfniss 
vorliegt. Es zeigt sich a1)er zweitens die Möglichkeit, die etwaigen 
Qualitätverschiedenheiten arithmetischer Gebilde durch quantitative 
Symbole zu repräsentiren; oder was dasselbe besagt, es zeigt, dass die 
Qualitäten solcher Gebilde nach quantitativen Abstufungen geordnet, 
nach Zahlen benannt, und in Folge dessen synthetisch entwickelt wer- 
den können. 

In dieser logischen Verbindung der Begriffe Quantität und Qualität, 
sofeni sie auf Denkbegriffe angewandt werden, liegt die wahre Macht 
der neueren analytischen Methoden, und der einzige Weg sie logisch 
zu rechtfertigen. Hierin liegt auch die logische Verbindung der hete- 
rogenen Begriffe „Grösse (Entfeniung) und Richtung", welche als die 
einzig denkmöglichen im Neben- und Nacheinander nachgewiesen 
worden sind. 

Wenn wir nun die Falttoren eines Produktes Ä ^^ a . i . . ein- 
zeln symbolisch darstellen wollen, so ist die Bezeichnung als ra , & , .... 
nicht zweckmässig, weil dabei nicht ausgedrückt wird, dass sie Fak- 
toren jenes Produktes A sind, dass sie in einem Verhältnisse zu A 
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stehen. Dieses letztere wird aber vollständig erreicht, indem wir sie 

A A 

als Quotienten schreiben; nämlich -r- statt 0, und — statt &. Nach 

dieser Definition stehen Produkt und Quotient in demselben logischen 
Gegensatz wie Summe und Differenz, und es ergibt sich die technische 
Rege), dass die durch Zwischenzeichen ausgedrückten Beziehungsbegriife 
X und : sieh ebenso ausgleichen (gegenseitig aufheben) wie + und ^. 
Der qualitative Ausdruck der Zeichenregel bei den Kombinationen 

- — etc. heisst demnach: 

H- a 

Bei dem Verhältniss der Grössen zueinander muss von den Vor- 
zeichen ganz abgesehen werden , denn das Verhäitniss als qualitativer 
Begriff ist immer etwas Reales ; als solches (isolirt stehend) hat es gar 
keine Grösse, sondem erlangt eine solche nui' durch Vergleich mit 
anderen Verhältnissen. Homogene (d. h. vergleichbare) Grössen haben 
demnach immer ein wirkliches Verhäitniss, hetei'Ogene ein virtu- 
elles, welches durch weitere Kombinationen allerdings real werden 
kann, als vii-tuell aber durch das Minuszeichen charakterisirt wird. 
Die Virtualität eines arithmetischen Komplexes ist aber nichts Unbe- 
stimmtes, weil die logische Beziehung der Denkbegriffe nur eine 
einzige Art der Virtualität zulässt; und deshalb kann die Synthesis 
(Rechnung) mit solchen Gebilden ebenso sicher operiren, wie mit realen 
{widerspruchfreien) Begriffen. 



§ 5. 

Die Potenz. 

Die Wörter „elevatio, dimensio, potestas, dignitas" und ihr heutiges 
Synonym „Potenz" zeigen, dass man dieser Form einen von der viel- 
fachen Summe und auch dem vielfachen Produkte verschiedenen Be- 
griff instinktiv beilegte. Darauf deuten gleichfalls die verschiedenen 
Definitionen, welche man diesem Begriffe gab, und die sich nicht auf 
alle von der Symbolik geforderten Fälle anwenden lassen. Meistens 
tlräckten diese Definitionen die Stufen- oder Rangerhöhung einer Zahl 
aus, wodurch die Anwendung solcher Formen auf geometrische Dimen- 
sionen eingeschlossen wurde; oder Potenz wurde allgemeiner als ein 
Produkt bestimmt, welches dadurch entsteht, dass eine Bs^is so oft 
als Faktor gesetzt wird, wie der Exponent angibt. Ein philosophischer 
Gedanke liegt unverkennbar in diesen Definitionen ; aber sie waren 
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nur richtig fllv ganze positive Zahlen, während die Rechnung das Zu- 
lassen aller möglichen Ziffern forderte. 

Wir sind in der Mathematik gewohnt, eine solche Forderang er- 
weiterten Begriff der Potenz oder Zahl zu nennen; wohei man 
sich nicht danim kümmert, oh eine solche Generalisation etwa einen 
Widersinn einschliesst , wenn sie nur dem technischen Bedürfnisse ge- 
wisse Dienste leistet. In der Praxis wird dann ausgefunden, ob jene 
Generalisation der Symbole — nicht der Begrifi'e, wie fälschlieh be- 
hauptet wird — zweckmässig ist. Wenn dem so ist, so bleibt eine 
allgemeine Methode als Rechnungsregel festgestellt; im entgegengesetz- 
ten Falle stellt man eine Snpplementregel auf und sagt: in dieser 

Verbindung (etwa — oder ö" etc.) dürfen die Zeichen nicht gebraucht, 

oder wie in einem anderen bekannten Falle: mit divergirenden Reihen 
darf nicht gerechnet werden; das Warum dieser Regeln überlässt man 
müßigen Grüblern. So fand Newton empirisch, dass man statt Wur- 
zeln Bruchexponenten, und statt der reziproken Werthe der Potenzen 
ihre negativen Exponenten benutzen könnte. Der logischen Entwick- 
lung jener Schreibzeichen nachzusinnen, daran dachte er nicht; seine 
Geistesbedürfnisse waren befiiedigt, wenn er die Eischeinungen in einem 
Schema der Rechnung eingeschlossen hatte; dass eine weitere Aufgabe 
darin zu suchen sei, ein solches Schema auf Begriffe zu deuten, Ver- 
nunft in die Natur zu bringen oder daraus herauszulesen, oder 
aber ein verändertes Schema begr-ifflich zu rechtfertigen — dergleichen 
Fragen blieben seinem Bedürfnisse des Ordnens fremd. Höchst charak- 
teristisch lauten seine Worte: „Nam sicut Änalystae pro ö«, acta, .... 

scribere solent a^ a^ . . . sie ego pro -j/m" scribo »^ et pro — ... 

c lo 

Jene en p i cl e E i 1 p 1 p 1 1 cl en Dienste solcher Zeichen, 
wt en al e cht nogl eh we n It e e logische Begriffsentwicke- 
1 jen Geie al iton on "^ ! ölen entspräche. Der Begriff der 

Uli 1 1 t le dl 1 e t p e 1 en le olles nivellirende Grössendogma 
zegt len logisel en K n ex be rkl hen Summen, verbürgt die 

R cht gke t we n Its Re ultat n e em ealen Werthe ausmündet. 
AVenn d s al e n cht le Fill t so 1 le ht der logische Werth eines 
solclenRe Itates el enso i olle tsch wie die vielfältigen üeber- 

an tnlen ^el he ch n emen aginären Nebel verhüllen. 
Wenn nun dei Begriff dei Quantität nicht die durchsichtige logische 
F.rkenntnisH zu geben vermag, so muss der Qualitätsbegriff versucht 
werden, denn eine dritte Möglichkeit gibt es nicht. 
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Bei der quantitativen Reihe (Zalilreihe) wurden Einzeiglieder ge- 
bildet, welche als Individuen betrachtet verschiedene Eigenschaften 
haben, die in B. V. betrachtet werden. Eine dieser Eigeaschaften 
bezieht sieh auf ihr Quantum; ihr Individualgewieht kann man sagen. 
In Bezug auf diese Eigenschaft hat ein jedes Glied von seinem Neben- 
gliede denselben Unterschied, gemessen durch die Einheit. Dieser 
Unterschied ist demnach ganz unabhängig von dem Individualwerth 
eines Einzelgliedes, oder einer sonst etwa möglichen Qualität des- 
selben. 

Man kann aber auch eine Reihe bilden, in welcher man gleicher- 
weise nur quantitative Unterschiede der Einzelindividuen berücksichtigt, 
wo man diese Unterschiede aber abhängig macht von dem Individual- 
werthe der Glieder, welcher verschieden ist an den verschiedenen 
Stellen der Reihe. Das Gesetz einer solchen Reihe wäre also: ein 
jedes Individualglied bestimmt den Untei-sehied zu seinem Nebengliede 
durch seinen quantitativen Werth, sein Gewicht. Der einfachste Fall 
einer solchen Reihe wäre derjenige, in welchem diese Bestimmung des 
Gliedunterschiedes bei allen Gliedern derselbe wäre; dass also, das 
Gewicht der Individuen als bestimmende Eigenschaft derselben be- 
trachtet, die Abstufung dieser Eigenschaften eine absolut regelmässige, 
das Gesetz dieser Abstufungen ein konstantes für jede Stelle der Reihe 
wäre. Es ist dies die einfachste qualitative Reihe, welche in der 
Natur häufig zum Vorschein kommt und gemeiniglich Reihe der Inten- 
sität genannt wird. Auch Riemanns Stufenfolge der nfach ausgedehnten 
Grössen entsprang dem logisch richtigen Grundgedanken einer solchen 
Reibe. Sein Fehler wai- die unbegitindete petitio principii, dass die 
Verbindung einer solchen qualitativen Reihe mit dem Grössenbegriff 
gar keinen logischen Beschränkungen unterliege; Riemann merkte nicht, 
dass er die beiden verschiedenen Begriff'e „Quantität und Qualität" 
anwendete, hielt sie für identisch, weil er sie in gewissen Fällen durch 
dieselben aaalytisclien Symbole ausdrücken konnte. 

Wenn wir also den Begriff der qualitativen Zahlreihe (Intensitäts- 
reihe) daliin bestimmen, dass der Werth des Gliedes der wten Stelle 
den Werth der Stellen n + 1 und n — 1 nach demselben Gesetze 
bedinge, so heisst dies mit anderen Worten: das Verhältniss (s. 
B. III. 4) der Werthe zwei aufeinander folgender Glieder soll ein 
konstantes sein. 

Wenn also an den Stellen 12 3 4 5 

die quantitativen Werthe a h c de stehen, 

so müssen die Verhältnisse x " ^ ~ 
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arithmetisch gleich sein ; d. h, durch ein und dasselbe r|uantitative 
Symbol eine gewisse Qualität der Reihe ts, J, c, <?, e repräsentireu. 
Diese Qualität ist das Gesetz des Fortschrittes in jener Reihe, das 
Gesetz der qualitativen Abstufung der Individualglieder — sei dies nun 
nach Rang, Vermögen, Gewicht oder gann abstrakt nach Zahlengrösse 



Jener Verhältnisswerth, welcher die Qualität des Reihengesetzes 
anzeigt, ist als Basis der Reihe anzusehen, auf welcher sie aufgebaut 
wird. Dieselbe lässt sich wie eine jede arithmetische nach zwei 
Riehtungen ins Unbegrenzte erstrecken, und ihre Einzeiglieder werden 
geschrieben : 

«-«> ff > f ^ a" 1+ 1+ t^ 

Hier ist keine Schwiengkeit wedei " noch co noch Biui,h und negative 
Stellenwerthe in demselben Reihenbegiiff zu deuten 

Bei der quantitativen Reihe bedeutete die ^ull^telle las Nicht- 
vorhandensein einei Quantität d h dei Ei-,ensch<itt welche bei den 
Gliedern der quantitativen Reihe ubeihaupt nur betrachtet werden, 
existiren sollte. Ebenso bedeutet m dei quihtitiven Reihe die Null- 
stelle ß" das Nichtvorhandensein einei Quilifit d h des testimmen- 
den Charakters dei Reihe eines qualitativen Inhaltes eines Verhält- 
nisses. --- ist kein \eihiltmss mehi weii die heilen Glieder iden- 

a 
tisch sind. Die iiithmetiiuhe Ems ist die Null les Veihrltnisses, 
quantitatives Syml ol dei Abwesenheit von QuT.iitit weil auch die 
Eins noch keine Zahl (iiizibl) ist stniem nui Einheit 

Der im arithmetischen Sprachcebi auch Eioiaute wiid allerdings 
Einwendungen hiei^egen machen weil man auch von dem Verhältniss 
der Gleichheit spucht I s ist dies abei ledi^li h aiithmetischer 
Sprachgebrauch, welchei alle S}mbole Veihaltmsse nennt v,mQ sie 
durch das Divisionszeichen zusimmen^eschriebeu woiden sind, und 
sich nicht darum kummeit ob m allen sokhen F'illen logischerweise 

noch von einem Veih\ltnisse die Rede sein kann das ist abei bei — 



ebensowenig der fall wie auch die loim o = a eine alget 
Gleichung genannt weiden kann Solchen Finwendun!,en gegenüber 
sei noch darauf hingewiesen dasf> auth he Zihltheoiie sich genöthigt 
sieht, um mit ihren andeien Dehnitionen nicht in Konflikt zu kommen, 
der Zahl 1 den Chaiaktei als Piimzahl abzusptechen. Das heisst 
aber nichts Anderes , als ihr den Charakter als Zahl über- 
haupt absprechen , denn eine zusammengesetzte Zahl ist sie doch 
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wahrhaftig nicht. Dieses Resultat der Zahltheorie ist in jeder Be- 
ziehung philosophisch richtig. Die 1 ist wohl Ausgangspunkt der Zahl- 
reihe, d. h. eine Stelle in derselben, aher sie ist noch keine Anzahl, 
hat noch keinen zahltheoretischen d. h. qualitativen Charakter, und 
ist demnach quantitatives Symbol der Qnalitat Null. Es werden über- 
haupt viele ähnliche Betrachtungen der neueren ZahJtheorie in der hier 
entwickelten qualitativen Auffassung wiedergefunden werden, und sich 
dieselbe auch auf diese Weise rechtfertigen als die logische Fuge, 
welche ziemlich auseinanderliegende Disziplinen und Methoden der 
mathematischen Wissenschaften zu verbinden fähig ist 

Ebenso wie nun die 1 in der quantitativen Reihe die Statuirung 
der Sache ist, wovon die Rede sein soll, nämlich von Einheiten, so 
ist die erste Stelle in der qualitativen Reihe a+i die Statuirung des 
spezifischen Charakters a, wovon in der a Reihe die Rede ist. Aus 
diesem selben Gmnde seiner Qualitätlosigkeit kann auch die. arith- 
metische Eins nie Basis einer qualitativen Reihe Sfein. Die Eins als 
qualitätlos kann Nichts erzeugen durch Setzung dieser Nullqualität als 
Modus des Fortschrittes. Das Hinschreiben einer Reihe 1^, P, 1* . . . . 
ist also sinnlos. Man darf daraus aber Nichts folgern wollen für das 
allgemeine Symbol yi, welches mit dieser Reihe durchaus nichts zu 
thun hat; hierüber B. III. 6. 7. 

Alle Glieder einer qualitativen Reihe müssen einen realen Inhalt 
haben, einerlei ob ihr Stellenzeichen -fi 0, oder — , ist; denn eine 
Qualität kann durch Verhältnissbestimmung nie zum Nichts oder gar 
zu etwas Negativem werden. In der quantitativen Reihe dient das 
Stellenzeichen zugleich zur Bezeichnung des Inhaltes jener Stelle; in 
der qualitativen hängt dieser Inhalt von Stelle und Gesetz des Fort- 
schrittes ab ; ihre arithmetischen Werthe werden durch die gewöhnlichen 
Reehnungsregeln gefunden. 

Die Wurzel. 

Die Wurzel ist identisch mit einer Bruchstelle in der Reihe; wenn 
es also auf arithmetische Resultate ankommt, ersetzt man sie durch 
den gebrochenen Exponenten; soll aber spezieil eine Wurzeloperation 
angedeutet werden, steht eine genetische Betrachtungsweise im Vorder- 
grunde, so ist es zweckmässig, sich des Zeichens y zu bedienen. 

Der Logaritlimus. 

Die Stellenwerthe {Stellenindex) der Quanta in einer bestimmten 
qualitativen Reihe nennt man Logarithmen; es sind also Verhältnissviel- 
heiten oder Qualitätstufen, welche Quanta in jener Reihe einnehmen. 
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Die Logarithmimng darf nicht, wie das Iiäufig geschieht, zu den 
einfachen Rechnungsoperationen gezählt werden, denn sie ist wesentlich 
Lösung einer Gleichung; und hieran wird dadurch Kichts geändert, dass 
diese Lösungen schon in gi'aphiseheo Tabellen ebensogut wie das Ein 
mal Eins zusammengestellt worden sind. Von dem was man ausserdem 
noch Wurzelziehen und Logarithmiren nennt, nach der technisch 
generalisirenden Ausdehnung dieser Operationen auf analytische Formen 
überhaupt, wodurch dann die vieldeutigen Ausdrücke entstehen, wird 
§ 7 gehandelt. Dass von Logarithmen keine Rede sein kann , wenn 
die Logarithmanden 0, oder wenn die Basis 1, 0, oder negativ vor- 
ausgesetzt werden sollte, versteht sich von selbst aus dem Begriff der 
qualitativen Reihe. 

Das Ganze der entwickelten Betrachtungen lässt sich zusammen- 
fassen, indem wir den arithmetischen Satz : dass eine jede Zahl sowohl 
als bestimmte Potenz einer zu suchenden Zahl, oder auch a)s zu 
suchende Zahl einer bestimmten Potenz ausgerechnet werden Itann, — 
dem Vorigen gemäss aussprechen: 

Ein jeder quantitativ bfötimmte Werth kann sowohl als eine be- 
stimmte Stelle in einer qualitativen Reihe eines zu suchenden Modus 
des Fortschrittes, wie auch als eine zu suchende (eindeutig bestimm- 
bare) Stelle einer qualitativen Reihe von bestimmtem Charakter (Modus) 
aufgefasst werden. 

Ein Satz von höchster Bedeutung bei einer jeden Anwendung des 
arithmetischen Formalismus; denn hierdurch wird eine und dieselbe 
Zahl, je nach Belieben des Rechners, das quantitative Symbol für 
vei-schiedene Stadien verschiedener gesetzmässiger Entwickelungeu. 
Der Begriff stetiger Veränderungen, welcher im Differenzial beabsich- 
tigt vrird und sich zu dem alogischen Unendlich Kleinen fortgesponnen 
hat, kann hieraus seine logische Berechtigung schöpfen, und ist in 
dem liier entwickelten Potenzbegriffe schon angedeutet. 



§6. 

Die Allziffer. 

Auf die Frage nach dem inneren Grunde, welcher das Auftreten 
fiktiver Begriffe verursacht, mögen dieselben nun als sogenannte ima- 
ginäre Grössen der Arithmetik, als imaginäre Gebilde der neuereu 
synthetischen Geometrie, oder als Idealzahlen in der Zahltheorie zum 
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Vorschein kommen, hat man die allgemeine Antwort gegeben : dieselben 
i dem Bestreben, Ausnahmefälle zu eliminiren. 



Aber Ausnahmefälle von was? von logischen Begriffen? solche ver- 
tragen keine Ausnahmen ; und welcher höheren Berechtigung sollen die 
logischen Begriffe geopfert werden? 

Eiemann sagt: „die Einführung komplexer Grössen in die Mathe- 
matik hat ihren Ursprung und nächsten Zweck in der Theorie einfacher 
durch Grössenoperationen ausgedrückter Abhängigkeitsgesetze zwischen 
veränderlichen Grössen, Wendet man nämlich diese Abhängigkeits- 
gesetze in einem erweiterten Umfange an, indem man den veränder- 
lichen Grössen, auf welche sie sich beziehen, komplexe Werthe gibt, 
so tritt eine sonst versteckt bleibende Harmonie und Regelmässigkeit 
hervor." G. W.; S. 37. 

Eliminirt man hieraus die dem Grössendogma entsprungene Ter- 
minologie, so bleibt der richtige Schlusssatz übrig: dass eine gewisse 
Hannonie, d. h. die absolute Regelmässigkeit des Rechnungsmechanis- 
mus einen höheren Werth hat, als deijenige des Grössenbegiiffä ; dieser 
letztere also geändert, umgewandelt, oder nach euphemistischer Aus- 
drucksweise erweitert werden muss. Der Grössenbegriff ist aber 
ein logischer, und verträgt keine Aenderung, ohne damit zugleich auf- 
zuhören jener Begriff zu sein. Deshalb ist er nicht der einzige 
Begriff, welcher in jener erstrebten Hannonie verwendet wird; dies 
ist die einzig logische Lösung des Konfliktes , wenn jener Mechanismus 
des Rechnens die allwaltende Macht sein soll, welcher sich alles 
Uebrige zu fügen hat Und was ist denn diese Macht, diese geforderte 
absolute Harmonie? Nichts Anderes als der konsequente Fortschritt 
der Denkthätigkeit, welche Denkbegriffe resp. deren Symbole nach 
allen Möglichkeiten der Kombination zusammenstellt; nach Satz und 
Gegensatz, ohne sich vorläufig darum zu kümmern, ob irgend ein 
hieraus hervorgegangener Komplex auf einen logischen Begriff gedeutet 
werden kann; denn nur die Schlusskomplexe (Rföultate) Interessii'en 
in den meisten Fällen der Arithmetik, die Zwischenstufen werden als 
die an sich bedeutungslosen Wege beti-achtet, auf welchen jene Schluss- 
formen erreicht werden. 

Wenn nun der logische Fortsehritt der Kombination gewahrt wird, 
so kann wohl eine ganz sinnlose (bedeutungslose) Form zu Stande 
kommen (diese Form als ein selbständiges Gebilde betrachtet), nie aber 
ein falsches Resultat, d. h. eine Form, welche auf ein falsches 
Resultat gedeutet werden könnte. Sobald eine solche an sich sinnlose 
Fonn wieder durch weitere Kombinationen eine deutbare Gestalt erlangt, 
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muss die Deutung absolut richtig sein. Jeue Zwisehenformen können 
demnach als Durchgangsstufen betrachtet werden , um von dem einen 
realen Gebilde zu einem andern zu gelangen; sie bezeichnen ebenso 
eine Denkthätiglieit , wie auch diejenige, welche nothwendig ist, um 
von der Setzung 1 durch Wiederholung des Denkalttes zur Setzung 2 
zu gelangen. Das 1 und das 2 nennt man die realen Grössen, 
die zwischen ihnen ausgeübte Denkthätigkeit imagioirte Be- 
ziehung; sie lässt sich eben nicht greifen, wie die erste und die 
zweite Kugel, oder hingeschriebene Ziffer, aber ihre Wirklichkeit lässt 
sich denkend verfolgen (imaginiren). 

Bei sehi vielen Fragen dei Analjse ist es nun gai nicht Ziel der 
Aufgabe, ngend einen aiithinetischen Weifh au'izmechiien, ein reelles 
Schlus&ie'iUlf at , sondern ngend eine Foim (loimelj zu linden, welche 
den TJebeigang iDuichgangsi,tufe, Zwischenfoimj zui Veibindung zweier 
vei'schiedenaitigei Formen herstellt, z, B wenn au'* zwei oder mehr 
leal betjtmimten Zustanden das dieselben bebet i->chende oder produ- 
zuende Ge^ietz abgeleitet weiden tsoll In diesem Falle ist es also 
nothwendig einen neuen Begiiff zu bdden und in der Formel sym- 
bolisch au'^zudrucki.n ein Begriit also, welcher ^^i kein Grössenbegriff 
ist, dei Glosse nach imagmai Wenn dessen S>nibolisu-ung durch 
io&ische Zeichen moghch, so ist es ganz gleichgültig, ob diese auch 
auf Glossen deutbai sind, wenn sie nur den richtigen Komplex der 
zur Herstellung des getoideiten Ans<hauun^sbegiifEc& nothwendigen 
Beziehungsbegiiffe darstellen, diesei Komplex ma^ dann der Grösse 
nach imagmai odei leal sein, das tiägt Nichts zu seinem Werthe bei. 
Man hat nun bei Ausbildung dei Aiithmetik auf induktive Weise 
die einfachsten Beziehungsbegnfte (Voizeichen) und deren einfachste 
Komplexe (Riemanns obige Grössenoperationen) gefunden und stellt 
dieselben ihrer Bedeutung nach mit Recht höher als viele in der 
Sprache vorgefundene Begriffe , deren logischer W^erth erst nachge- 
wiesen werden muss. Die blosse Induktion kann aber nie sicher sein, 
dass sie im vollständigen Besitze des Denkmöglichen ist. Gauss hat in 
seinen Disquisitiones sehr mit Recht bemerkt, dass uns weder im 
jetzigen Zustande der Wissenschaft eine Behauptung der Vollständig- 
keit zustehe, noch dass wir den allgemeinen Funktionalbegriff als in 
die gebräuchlichen arithmetischen Operationen auflösbai- a priori 
annehmen dürften. Es ist dies wenigstens der allgemeine philoso- 
phische Ausdruck seines in mathematischer Terminologi 
Gedankens. 

Werde diese Frage hier nun in voller Allgemeinheit gestellt: 
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Welches sind die hetei'ogenen Formen (qualitativ verschiedene 
Einheiten), die durch unbeschränkte Kombinatorik eraeugt werden 
können ? 

Ein jedes Gebilde hat Form und Inhalt; eine andere diesen koor- 
dinirbare Bestimmung ist aber logisch ausgeschlossen. Ein Jedes Ge- 
bilde als Produkt, ob empirisch oder begiifflich, ist eine Vielheit zu 
einem Ganzen geformt. Bei den Gebilden der Kombinatorik besteht 
aller Inhalt in letzter Instanz aus einfachen Setzungen des Denkaktes, 
einheitlichen Elementen. Im Setzen des Denkaktes gibt es aber 
gemäss dem Satze vom Widerspruch immer und ewig nur zwei 
Alternativen : 

gleich — ungleich, homogen — heterogen, 

quantitativ — qualitativ. 

Ein jedes Gebilde der Kombinatorik kann dieser Alternative analog 
zwei Auffassungen zulassen, und nur diese zwei gleich wie die obigen 
kontradiktorisch entgegengesetzten, also 

1) a!s Element (Ausgangsform), woraus etwas gebildet werden soll, 

2) als Produkt (Resultat), welches aus zu suchenden (geforderten) 
Elementen besteht; nach quantitativer Auffassung durch sueeesaive 
Setzungen homogener Einheiten, oder nach der qualitativen Auf- 
fassung, durch aufeinander wirkende Faktoren, welche ein jeder 
aus einer bestimmten Art solcher Einheiten gebildet worden. 
Diese beiden Auffassungsweisen werden arithmetisch ausgedrückt 

durch die Begriffe — Einheit und Produkt. 

Ebenso wie nun die Setzung logisch die Gegensetzung erlaubt imd 
fordert, die sich gegenseitig aufheben, wenn sie zu einem Ganzen zu- 
sammengefasst werden, ebenso fordert die Kombinatorik die Setzung 
ihrer Gebilde 

als Einheit + 1 vel'sus — 1 
als Produkt + {a.h) — (a.h) 

In diesen vier Fordemngen sind alle Möglichkeiten der Kombination 
enthalten, eben wegen der logischerweise nur zweifach möglichen 
Setzung, Das Produkt ist hier durch zwei Faktoren symbolisirt, weil 
das hinreichend ist für diesen Begriff. Ein Hinschreiben von mehr 
Faktoren ist ganz unnöthig, solange nui' von Produkt überhaupt die 
Rede ist. 

Die gegen das Resultat gleichgültige Kombinatorik kann nun wie- 
der-um bei Betrachtung des Produktes zwei entgegengesetzte Forde- 
rungen stellen : 
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1) Das Produkt sei entstanden aus gleichartigen (1 oniot,ei en quill 
tativ gleichen) Faktoren. 

2) Das Produkt sei entstanden aus ungleichaiti"en Fiktoien 
Diese Gleich- oder Ungleiehartigkeit dei Eaktoien kinn ich 

natürlich nur auf die zwei Qualitäten positiv unl ne"atn der Em 
heit beziehen , woraus sie gebildet werden. Aus diesen einzig denk 
möglichen Fällen entstehen die Forderungen: 

1) ein reales Produkt = + JT soll gebildet v< ei len lus 

+ a , + & oder — a . — h oder + « . — 6 odei — a +6 

2) ein virtuelles Pi'odukt = — il soll gebildet \'teiden aub 

■^ a . ■ — h oder — » . + & oder — a . — h odei + a -{- h 
Die dritten und vierten Fälle dieser beidei Keihen wilei piecben 
dem Begriff des Produktes, weil ein solches nui aus homogenen lak 
toren erzeugt werden kann. Die Kombinatorik ledoch welche sich mit 
der Deutung ihrer Gebilde durchaus nicht zu le chaftigen bat er 
kennt sie für formal ebensogut aufstellbare Komplexe wie iigend wel he 
andere. Denn die Unmöglichkeit ist in der Lo^ik ein ebenso 1 ere h 
tigter Begriff wie die Möglichkeit, die Ausfllhii iikeit AAenn nun 
diese formale Kombination mit einem Begriffe veibunden wiid wel hei 
ihrer Ausführung widei-spricht , wie mit dem Giossenbegnff so 1 ommt 
eben nichts Anderes zu Stande als eine sinnlose Foim Abei die ana 
lytisehen Symbole sind nicht auf den Grössenbegnft besthiänkt weil 
sie aligemein logische Kombinationen darstellen Findet min at ei 
einen Begriff, welcher sich als Produkt heterogener Einheiten luflassen 
lässt, wie das schon in der Geometrie stattfindet so ist luch eine 
reale Deutung jener Kombinationen möglieh. 

Es ist aber nothwendig, diesen Widerspiiich bestandig m dei 
Symbolik auszudrücken. Weil man auf induktnem Wege zuerst bei 
dem Wurzelziehen auf diese Möglichkeit der Fragestellung aufmerksam 
wurde, markirt man dieselbe durch V — m, &>nlolsiit al o n! i^e 
Produkte als 

+ ir ^ + et y ^ . — 6 i/"— "1 3*) 
^ n= -{- a /^=T . + 6 y^==^ 

Besser aber ist die bekannte Bezeichnung durch den Buchstaben 
i, weil .damit die Meinung zurückgedrängt wird, als wenn jene Form 
nur durch das Wui-zelziehen entstehen könne ; denn diese Form bezieht 
sich auf jedes Gebilde, welches nicht als Einheit, sondern als Pro- 
dukt betrachtet wird. Dieser Gedanke leitete allerdings nicht bei 
dem Vorsehlage des Zeichens i; dieses Zeichen kann aber von jenem 
Gedanken aus acceptirt werden. 



y Google 



190 B. Kap, III. Die qualitative Deutung arithmetiaclier Operationen. 

In der Neuzeit ist auch die Idee aufgetaucht, das Symbol V — 1 
sei vielleicht philosophisch richtiger als ein Voi-zeichen ähnlicU wie + 
und — denn als eine Grösse aufzufassen. Das klingt allerdings schon 
logischer als der Begriff imaginäre Grösse, und enthält eine Ahnung 
■von dem wahren Sachverhalt, Das Wesen des Vorzeichens wird 
bei jener Ansicht allerdings nicht definirt, und der Versuch einer 
solchen Definition wäre wohl auch gescheitert an der gewöhnlichen 
Meinung, nach welcher diese Zeichen eindeutige Symbole sind 
(s. B. III. 7.). 

Nach der hier gegebenen Entwickelung sind + und — Sy mbole 
von BeziehungsbegiifEen , jedoch von elementaren, während das V — 1 
schon ein Komplex von mehreren Eeziehun^begriffen mit dem Zahl- 
begriffe ist. W enn m an sieh also etwa entschliessen wollte zu schreiben 
y — (1) statt y — 1, 80 könnte man von einem kombinirten Vorzeichen 
sprechen; es wäre dies aber immer nur eine rein technische Benen- 
nung, nicht eine logische Definition; was am besten gezeigt wird durch 
die aequivalente Schi-eibart ( — )-' (1), welche dann auch zugelassen 
werden milsste. 

Das Resultat des Vorhergehenden ist also: Alle mögliehen Kombi- 
nationen der Denkbegriffe nach Satz und Gegensatz führen zu vier 
heterogenen Bestimmungsweisen. Diese sind also Qualitäten der gebil- 
deten Komplexe, und weü ein beliebiger arithmetischer Komplex nur 
eine zu einem Ganzen verbundene Vielheit von Elementen ist, so kann 
man der Abkürzung halber von qualitätverschiedenen Einheiten spre- 
chen. Die Verbindung solcher Einheiten geschieht in der arithmeti- 
schen Symbolik allgemein durch die Zeichen -|- und — , also io der 
Form («1 + «3 ± «3 . . . .)i wobei die Vorzeichen vorab nur die Be- 
deutung der Konjunktion und haben, weil wir in dieser allgemeinen 
Form nicht wissen, ob qualitätgleiche oder verschiedene Einheiten vor- 
handen sind, bei welchen letzteren von Summirung keine Rede sein 
kann. Bei allen Formen jedoch, die nach der Methode der Gleichungen 
aufgestellt werden (welches nicht, wie häufig gesagt wird, die einzige 
Methode der Kombination ist), wird den Zeichen -|- und — auch die 
Bedeutung mehr und weniger beigelegt, und deshalb l£^sen sich in 
solchen Gleiehungsformen die 4 qualitätvei'schiedenen Komplexe nach 
der Summimngsoperation auf die beiden Qualitäten + 1, + i redu- 
ziren. Ein jeder Komplex, welcher in Gleichungen vorkommen kann, 
lässt sieh demnach auf die Form bringen: 

+ m . 1 + )J . i) 
werde dieselbe als ein Produkt oder als eine fiktive Einheit für die 
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Bildung weiterer Produkte angesehen. In dieser Hinsicht heisse sie die 
AUziffer. 
Wenn hier ein neues Wort für den gebräuchlichen Ausdruck 
„komplexe Grösse" eingeführt wird, so geschieht das wiederum wie 
bei früheren Gelegenheiten nicht um desseu praktische Adoptirung 
vorzusehlagen, sondeni weil es die Aufgabe einer philosophischen Be- 
handlung ist, nach strenger Definition der Begriffe auch ein logisch 
gebildetes Wort dafür zu prägen, soweit das überhaupt möglich ist, 
wenn der Sprachgebrauch hierin gegen die Logik sündigt. Das ist 
aber bei „komplexe Grö^e" in jeder Beziehung der Fall. Die beiden 
Glieder der Allziifer sind gar nicht additiv verbindbar, also keine 
Summe, wenn es auch in den Gleichungen so aussieht, als wenn dem 
so wäre; und ausserdem ist ja das zweite Glied gar keine Grösse. 
Auch das Attribut „komplex" ist unzureichend zur Bezeichnung der 
Natur der Sache; komplex ist der Ausdruck schon, aber ein jeder 
Bruch oder Wurzel ist ebenfalls ein Komplex von Begriffen, Die 
Hauptsache ist, dass jeneForm der allgemeinste Komplex von Ein- 
heiten ist, welchen die Kombinatorik aufstellen kann; und deshalb ein 
allgemeines Symbol des Rechnens, nicht allein der Zahlen und 
so allgemeine Ziffer; kürzer — Allziffer. 



Wenden wir jetzt auf dieses Symbol den Schlusssatz der Potenz- 
theorie (§ 5) an, so können wir den allgemeinsten Gesichtspunkt auf- 
stellen, unter welchem irgend ein analytischer Ausdruck betrachtet 
werden kann; derselbe wird geschrieben 

rf, = (m 4- " 0" "*" " <"^^i' kürzer 0"' 
das heisst: eine jede Funktion bann als eine Intensitätstufe einer All- 
ziffer betrachtet werden; diese Stufen geordnet nach Reihen einer 
anderen Allziffer. 

Man muss nicht einwenden wollen, dass dieser Satz wie auch die 
vorhergehenden für transeendente Funktionen möglicherweise keine Gel- 
tung habe; denn eine transeendente Funktion hat nur insofern Wei-th 
für die logische Betrachtung, als sie sieh arithmetisch darstellen lässt; 
entweder als geschlossener Ausdruck oder als durch einen so grossen 
Theil einer unbegrenzten Reihe, dass ihr Bildungsgesetz erkennbar ist. 
Eine sogenannte transeendente Funktion , welche dies nicht zul'ässt, 
ist eben gar keine Funktion, sondern eine unlogische Zusammenstellung 
von Fordemngen und Begriffen, vulgo Hirngespinnst einer vorgeblichen 
Metaphysik, wenn auch in analytischem Gewände. Weiteres hierüber 
folgt unter „Gleichungen". 
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§ 7- 

Die vieldeutigen Symbole. 

Man spricht gewöhnlich von vieldeutigen Ausdrücken, wie Va, 
log öl, und vieldeutigen Sjmholen, wozu -^, O.oo, 0" und ähnliehe 

andere gerechnet werden. Die Zeichen und oo werden für eindeutig 
angesehen. Jene vieldeutigen analytischen Ausdrücke können aher nur 
der Symholik diese Vieldeutigkeit verdanken, denn diese Symbole ent- 
standen unwillkürlich; Niemandem wüi-de es eingefallen sein mit Absicht 
ein Tieldeutiges Symbol zu konstmiren. Das wäre eine bewusste Ver- 
letzung eines jeden logischen ^niiz'P^ bei Ausbildung dei Zeichen 
spräche. Wenn nun aber unabsichtlich im konsequent logisthen Foit 
schritt solche vieldeutige Sjmbole entstanden so muss in ihnen em 
logischer Grund wirksam ge^e--en '^em welchei diesen acheinbaien 
Fehler gegen das Identitätspiinzip unvermeillich nnchte und hiei 
durch anzeigt, dass Jene \ ifcldeutigen Weithe emes und desselben 
Symbols in einem logischen Konnexe ^tejien wekhei duich löbliche 
Entwicklung erkannt und zui Meiteien Kenntni'is dei unwillküilich 
entstehenden Gebilde der Kombinatorik verwandt werden kann. Wie 
schon an anderer Stelle bemerkt, ist in diesem Falle das Aufgeben 
des Identitätsprinzips nur ein scheinbares; in Wirklichkeit ergibt sich 
eine grosse Vereinfachung der Symbolik , und kein ' Fehler , wenn 
man es nur versteht, die Zusammensetzungen derselben richtig zu 
deuten. 

Bei der philosophischen Erörtemng dieser Frage dürfen wir aber 
nicht bei den Formen stehen bleiben, welche induktiv als vieldeutig 
erkannt worden sind , sondern müssen radikal vorgehen dem in B. I, 1 
für jede Zeichensprache aufgestellten Prinzip zufolge. 

Die Symbole +, — , =, 

Bei den Zahlziffern sowie einer jeden Bezeichnung eines bestimmten 
Anschauungsbegriffes durch Buchstaben ist jede Vieldeutigkeit ausge- 
schlossen; die sog. Vorzeichen, welche zu ihrer Verbindung aufgewandt 
werden, welche also die verbindende Denkthätigkeit ausdrücken sollen, 
sind uns aber schon in verschiedenartiger Bedeutung begegnet, der 
Natur dieses Beziehungsbegriffes YerbiiKluiig gemäss. Diese Be- 
deutungen lassen sich zusammenstellen als: 
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1} reine Konjunktion. ........ und, oder 

2) Verbindung dem Sunimenbegriff nach . pJus, minus 

3) Verbindung dem Eiehtungsbegiiflf nach vorwärts, rückwärts 

4) Setzung der Qualitäten | f^^'j^tuSr 

Die Unbestimmtheit, welche nach Deutung 1) mit den Zeichen -j- 
— verbunden, ist eigentlich auf Rechnung der Vieldeutigkeit des 
Zeichens = zu schreiben. Man schreibt nämlich Vieles der Bequem- 
lichkeit halber in Fonn einer Gleichung, was keine Gleichung ist. 
Hierhin gehören schon solche Gleichungen, welche von geometrischen 
Betrachtungen ausgehen und durch die analytische Behandlung Glieder 
von ungleichem Grade erhalten. Man sagt dann: die Gleichungen, 
welche nicht homogen sind, haben keine geometrische Bedeutung. Das 
ist nicht philosophisch sondern technisch gesprochen. Solche Ausdrücke 
können sehr wohl noch geometiische Bedeutung haben, aber es sind 
dann keine Gleichungen mehr, sondern Agi'egate von soichen, deren 
jede Einzelne sich aus den respektiv homogenen Gliedern des ganzen 
Ausdrucks zusammensetzt. 

Deutlicher tritt die Vieldeutigkeit des Gleichheitszeichens bei 
Gleichungen hervor, welche heterogene Einheiten enthalten. Eine 
Allziffer in Form einer Gleichung geschrieben, m + ni = o ist sinn- 
los, weil die Einheiten 1 und i nicht, wie das Zeichen -|- fordert, 
addirt werden können. Dieser Ausdrucli spaltet sich aber in die beiden 
logischen Gleichungen 

m =^ o; n.i = 

Es vei-steht sich von selbst, dass diese Beracrliung auch für alle 
Kongruenzgleichungen der Zahltheorie gilt; in diesem Falle besser 
Zifferfoi-mtheorie zu nennen. 

In den verschiedensten Abstufungen tritt schliesslich die Vieldeutig- 
keit des = in den Differentialgleichungen auf. Eine jede solche ist 
streng genommen zu betrachten als ein Agregat von Gleichungen, 
deren eine jede nur Glieder einer bestimmten Differentialordnung, 
Potenz einer solchen Differentialordnung oder Potenz reeller Grössen 
enthalten darf. Dies hindert aber nicht, dass in Spezialfällen viele 
solcher Gleichungen niclit allein einzeln, sondern auch als Agregat 
(Ganzes) logisch gedeutet werden können. Hieraus ist schon zu ersehen, 
wie nutzlos es häufig ist, die Integration einer sogenannten Gleichung 
zu versuchen. Anstatt zu sagen: „diese oder jene Gleichung lässt sich 
nicht integiiren", müsste es heissen : „es ist keine Gleichung vorhanden, 
kein in sich als Funktion seiner Elemente vollständig bestimmter 
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Ausdruck ' — mul dano i&t e-- eben sinnlos , die Integration eines 
solchen Komplexet, zu foidem s Formenrechnung. B. VI. 

Die Deutune; dei Vorzeichen nach 1) ist also dahin zu präzisiren, 
dass da^ Gleichheithzen lien em vieldeutiges ist, und bei dieser An- 
wendung die -\- — nach den Deutungen 2) 3) 4) gebraucht werden 
können 

Die Deutung 2) ist die allgemein arithmetische, wobei nur von 
Grössen die Rede ist, welche als eine Vielheit von Gliedern in Zu- 
sammenhang stehend gedacht werden. 

Die Deutung 3) ist die speziell geometrische , auf den Begriff der 
Lage oder Richtung sich beziehende. Man kann nicht häufig genug 
aufmerksam machen auf die gänzliche Hetei-ogenität von 2) und 3). Wie 
ausgeführt benihen auf ihrer Verkennung zum grössten Theil die spe- 
kulativen Irrthünier, welche sich aus der Ueberschätzung der Analyse 
und den pangeometrischeu Formeln entwickelten. 

Deutung 4) wird jedesmal angewandt, wenn ein Ausdruck isolirt 
mit einem Voraeichen steht; also als Individuum angeführt wird, nicht 
als Theilglied eines zusammengesetzteren Ausdrucks. In der rein quan- 
titativen Auffassung arithmetischer Operationen dürfte sie eigentlich 
gar nicht vorkonimen. Sobald eine Rechnung auf ein negatives Resultat 
führt, ist die qualitative Auffassung schon verschämterweise gebraucht, 
wie sich B. IL 3 gezeigt hat Man darf also sagen, dass schon mit 
Einfilhrung der negativen Einheit die Alleinherrschaft des Begriffs der 
Quantität aufhört. 

So verschieden nun auch die Deutungen von + — sich unter 2) 
S) 4) herausgestellt haben, so müssen diese doch in einem logischen 
Konnexe stehen, einem gemeinsamen Oberbegriffe untergeordnet sein; 
denn sonst wäre ihre gelegentliche Vertauschung, ihr Uebergehen aus 
einer Deutung in die andere nicht möglich. Dieser Oberbegriff ist 
wie man sieht 

„das kontradiktorisch Entgegengesetzte" 
wie es sich schon in den am Anfang unter 2) 3) 4) gegebenen Benen- 
nungen ausspricht. Es entsteht jetzt aber die Frage, ob es nicht 
solcher Gegensätze noch mehrere geben könnte, welche also in der 
bisherigen Analyse noch nicht gebraucht oder noch nicht entdeckt 
worden sind? Identisch mit dieser Frage ist diejenige nach dem Zu- 
sammenhange der Unterbegriffe 2) 3) 4) unter dem Oberbegriffe ,,kon- 
ti-adiktorische Gegensetzung", d. h, ihre funktionale Verbindung als 
Elemente in diesem Ganzen. 
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Die Antwort auf diese Frage können wir nicht in weiterem empi- 
rischen Durciistöbern der analytischen Formen suchen, sondern nur in 
der Tafel der Denkbegriffe, in der dialektischen Zerlegung jenes 
Oberbegriffs. 

Dieselbe ist gegeben worden in dem Schema der Denkformen 
A. VIL Es wurde dort gezeigt, dass es nur eine bestimmte Anzahl 
von Denkformen geben kann, welche als die inneren Beziehungen 
der Denkgebilde „Grösse und Richtung", und als die äussere 
Form d^ Ganzen, als Individuum von bestimmter Gestalt d. h. Indi- 
vidualqualität, aufgezählt wurden. Diesen Begriffen entsprechen 
nun voIJständig die Deutungen von + — , der kontradiktorischen 
Gegensetzung in allgemeinster Symbolik. Die Grössenbeziehung ist 
repräsentirt durch 2), Richtung durch 3), Qualität durch 4). Die 
Qualität führte zu zwei XJnterabtheÜungen , jenachdem das Gebilde als 
Element (Einheit) oder als Gewordenes (Produkt) betrachtet 
wurde 

als Element zu den analytischen Einheiten +1, — 1 
als Gewordenes „ „ „ + i, — i. 

Hiermit ist der Kreis dieser Begiift'e geschlossen, ein jeder hat seine 
Stelle im Ganzen, und eine Ltlcke zwischen ihnen existirt nicht. 

Die ARziffersjmbole 0"\ V^"', log O". 
Die arithmetischen Operationen auf wirkliche Grössen angewandt, 
lieferten eindeutige Resultate; ihre Symbole waren demnach eindeutig. 
Wesentlich verschieden hiervon ist das Ergebniss, wenn statt der 
Größen beliebige analytische Formen jenen Operationen unterworfen 
werden. Schon das Produkt aus zwei Faktoren ergibt sich als zwei- 
deutig insofern in dem gemeinsamen Vorzeichen die der Faktoren ver- 
schwinden. Die Vieldeutigkeit solcher Produkte wächst mit der Anzahl 
der konstituirenden Faktoren. Dies ist zwar gleichgültig, wenn ein 
solches Produkt nur seinem Inhalte, nicht seiner genetischen Ent- 
stehungsweise nach betrachtet wird. Ist aber der einer arithmetischen 
Operation zu unterwerfende Ausdruck eine Allziffer, so kann von einem 
Gesammtinhalte derselben nicht mehr gesprochen werden; es ist dann 
wesentlich eine I'orm , welche einer Operation unterworfen werden soll, 
und verschiedene Formen können hierbei zu demselben Resultate füh- 
ren; diese Vieldeutigkeit zeigt an, dass es sich nicht um Grössen ban- 
delt. Man muss also unterscheiden, den reellen Werth einer Potenz, 
Wui^zel, Logarithmus, von der Zifferform, in welcher diese Funktionen 
bei der Rechnung erscheinen können. Als Ziffer ist das Symbol 0" 
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unbegrenzt vieldeutig. Ebenso werden die Wurzel und der Logarithmus 
von Grösaensymbolen sclion vieldeutige, wenn als Lösung dieser Ope- 
rationen eine Allziffer, also eine blosse Form, zugelassen wird. Wurzel 
helsst dann nicht mehr die Qualitätstufe, welche durch eine Bruchzahl 
gekennzeichnet wird, sondern eine beliebige analytische Form, welche 
der Forinalgleichung -^ m = x genügt. Logarithmus gleicherweise ist 
nicht mehr Stellenangabe einer qualitativen Reihe, sondern die All- 
ziffer, welche der Gleichung 

■•"-'+^+^¥ + 1^3+ *'"""'• 

Es findet hierbei also eine vollständige Umänderung (fehlerhaft 
Erweiterung genannt) der Begriffe statt, welche allerdings gerecht- 
fertigt ist, weil den letzten Aufgaben der Analyse die Form von weit 
höherem Werthe ist als der materiale Inhalt. Die C|ua!itative Auf- 
fassung der aufsteigenden Reihe 

(m -|- n.iY' "^ " 
erleidet aber hierdurch keine Veränderung, weil sie eben wesentlich 
formal ist, und nur in Spezialfällen Deutimg auf realen Inhalt zulässt. 
Das ()H -h w.-i) ist ein ebenso qualitativ bestimmtes Individuum wie 
die positiven Zahlen; und ihre Stufenreihe, sei sie geordnet nach y, 
oder VI oder nach einem gesetzmässigen Wechsel derselben, ist in jeder 
Hinsicht qualitativ eindeutig bestimmt. 

Die und oo 

gesprochen Null (Nichts) und Unendlich Gross; gelten gewöhnlich für 
eindeutige Symbole, sind es aber nicht. Die Null muss schon etwas 
Anderes als das Nichts sein, weil es sich in der Kombinatorik immer 
um Etwas handelt; das reine Nichts aber weder erwähnt wird, noch 
ein Symbol verlangt. Die Null ist ein Gebilde der Arithmetik, an 
welchem wie an jedem anderen, Inhalt und Form unterschieden wird. 
Der Inhalt dieses Gebildes ist das Nichts, seine Form aber ist eine 
ebenso bestimmte wie diejenige jeder anderen Zahl. Diesem Formal- 
werth nach kann die Null eine Stelle der ideellen Zahlreihe — co , 0, 
-j- cfl bezeichnen; als solche ist sie ein eindeutiges Symbol. Ausser- 
dem kann die Null noch Resultat einer arithmetischen Operation sein, 
und in diesem Falle ist sie vieldeutig. In letzterem Sinne kann die 
Null an Stelle von -|- « — a oder auch von -\- h — 6 stehen. Handelt 
es sich in den betreffenden Formeln nur um das Ausrechnen des Grössen- 
inhaltes, so ist dieser in beiden Fällen das Nichts. Handelt es sich 
aber um eine genetische Betrachtung — z. B. um die Symbolisirung 
eines Gesetzes, eines periodischen Vorgangs in der Natur, oder um 
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(las Auftindeii irgend einer funktionalen Verbindung arithmetischer 
Gebilde — so ist es Hauptziel, bei der Deutung der Formel zu wissen, 
auf welche Weise die Null entstanden ist; es müssen demnach Methoden 
ersonnen werden, diese oo vieldeutige Genesis ausfindig zu machen. 

Genau ebenso verhält es sich mit dem Zeichen oo . Man setzt 
dieses Zeichen an Stelle der Quotienten mit dem Divisor Nu!!, und 
nennt esünendlich gross. Als technischer Terminus mag der Aus- 
druck hingehen, logisch ist er aber nicht. Das UnendUche hat kein 
Verhaltniss zum Endlichen, also auch kein Verhältniss als Grösse; das 
CO ist also keine Grösse, ebensowenig wie die Null. Wenn man diesem 
00 den Namen Grenzbegriff gibt, so muss man bedenken, dass diese 
Grenze ganz anderer Art ist als die Grenze von etwa einer irrationalen 
Zahlbestimmung; bei dieser wird ein Quantum begi'enzt, bei dem <x) 
soll aber ein Quäle begrenzt werden, nämlich die Qualität „Quan- 
tum". In allen Fällen der Anwendung dieses Begi-itYes und Verwen- 
dung seines Symbols auf Vorgänge in der Natur kann man sicli aller- 
dings mit dem quantitativen Näherungswerthe „Unbegrenzt gross, so 
gross, dass ein beüebig Grosses dagegen nicht in Betracht kommt" 
begnügen; man überzeugt sieh jedoch bei solchen Anwendungen leicht, 
dass es sich in Wahrheit um die Aufstellung eines neuen (qualitativ 
verschiedenen) Begriffes handelt. Betrachtet man z. B. den Stoss 
zweier Massen a und h, so wird die Geschwindigkeit der einen Masse 
um so weniger geändert, je mehi- ihre Masse versehwindet gegen die 
andere; behält sie nach dem Stosse dieselbe Geschwindigkeit, so sagt 
man, die andere Masse ist unendlich gross; obschon unendüehe Grösse 
ein falscher Begrift' ist. Der richtige Begriff, welchen man unter der 
Maske von Grösse dem ruhenden Gegenstande beilegen will, ist n^n- 
durclidringlichkeit , oder absolute Starrheit oder Ruhe", also ein von 
der Grösse qualitativ verschiedener Begritf. Wir legen dem Körper 
die Qualität Starrheit, Undurchdringlichkeit oder absolute E.uhe, der 
Qualität Beweglichkeit des anderen Körper« gegenüber bei, und 
bedienen uns dazu des analytischen Symbols „ co Masse" ; durch wel- 
chen rein technischen Kunstgiiff diese neue Qualität scheinbar in 
die Zahlreihe der alten Qualität eingereiht wird, und homogene 
Glieder für die Rechnung erhalten bleiben. 

Zu allen Zeiten haben die ersten Mathematiker durch Verkennung 
der Vieldeutigkeit des Symbols oo falsche Schlüsse gezogen. Ein Bei- 
spiel aus der Neuzeit, welches in niehi'faeher Beziehung instinktiv ist, 
werde etwas eingehender analysiii, um die Tragweite dieser Bemer- 
kungen zu illustriren. 

Bei Beurtheilung des Weberschen Kraftgeaet^cs in seinem Unter- 
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schiede zum Newtonseheii hat man aus einer mathematischen Foruiel 
den Vorzug des ei-steren vor dem letztei-en folgendei-maassen demoii- 
striren zu können geglaubt: 

„Das unterscheidende Merkmal des Newtonschen von dem Webei- 
schen Gesetz besteht darin, dass das Potential des Newtonseben unab- 
hängig von der lebendigen Kraft, dasjenige des Weberschen aber ab- 
hängig von der lebendigen Kraft ist, also auch von der Geschwindigkeit. 
und zwar in folgender Weise. Bezeichnen m und m' die beiden 
durch eine actio in distans in Wechselwirkung stehenden trägen 
Massen r ihre Entfenmng, und v ihre relative Geschwindigkeit in der 
Richtung ihrer Verbindungslinie, so wird die AVechselwirkung zwi- 
schen diesen beiden Massen durch folgende Potentiale ausgedrückt: 



nach Newton; 



nach Weber: 



(i-S 



Wenn man über die Dimensionen der beiden Massen ii> 
und m' keine besondere Annahme macht, sondern dieselben, wie 
in der mathematischen Theorie allgemein üblich ist, als Punkte, 
d. h. als Kraftcentra betrachtet, tlie sich prinzipiell bis zu jedem 
beliebigen Abstände {r) einander nähern können, sodass also z, B. 
prinzipiell auch r ^ o werden kann, so ist klar, dass das Newtonsche 
Potential zu Widei^prüchen mit der Erfahrung führen muss. Das- 
selbe würde nämlich ausdi-ücken, dass in einer be^-enzten SIeuge 
von atomistisch konstituirter Materie, z. B. in einem Kubikmilhmeter 
Wasser, eine unbegrenzte, d. h. jeden beliebigen endlichen Weitli 
überschreitende Summe von potentieller Energie voihauden seni 
könne 

Man überzeugt sich aber leicht, dass die physikalische Bedmgung 
~ dass die durch Wechselwirkung zweier Masseneiemente in Foim 
von lebendiger Kraft erzeugte Arbeitsgrösse nur eine endliche, und 
von der Quantität der wirkenden Massen abhängig sein soll — \ on dem 
Potentiale des Weberschen Gesetzes in einfachster Weise erfüllt ist. 
Denn sobald die relative Geschwindigkeit »-, welche sieh die beiden 
Massen m und m'- durch ihre Wechselwirkung ertheilen, den AVeitli 

c erreicht hat, so wird der Werth 1 — - — ^ ^ o: d. h, von nun an 

sind die beiden Massen nicht mehr im Stande, sich durch gegen- 
seitige Einwirkung eine, grössere Beschleunigung zu ertheilen, sodass 
hierdurch die von ihnen überhaupt erzeugbare Arbeitsgrösse eine 
endliche und nicht überschreitbare wird. Das Webersche Gesetz 
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drückt daher nur analytisch diejenige Bedingung aus, welche jenes 
Kraftgesetz erfüllen muss, wenn es nicht in Widei^pruch mit dem 
Prinzip von der Erhaltung der Kraft treten soll." 

In dieser Ausführung iiegt entweder ein Fehler in Verwen- 
dung der Begriffe, oder in der Deutung der mathematisclien Sym- 
bole, jenaehdem man das Potential als analytische Form auf- 
fassen will. 

Das Potential ist eine Formel, welche auf dem Begriff der Wech- 
selwirkung bemht. Wechselwirkung ist aber nur möglich, wenn ge- 
trennte Elemente vorhanden sind; für den fiktiven FaU, dass zwei 
Elemente in eins zusammenfallen, hat es gar keinen Sinn mehr von 
Kraftgesetz, Wechselwirkung und Potential zu sprechen. Deshalb 
widerspricht das Newtonsche Potential auch nicht der physikalischen 
Erfahrung, weil gar keine Erfahrang tlber diesen unmöglichen Fall des 
1=2 gemacht werden kann; diese vei-meintliche physikalische Er- 
fahrung ist nur ein unstatthafter Analogieschluss aus einer möglichen 
Erfahrung auf eine unmögliche. 

Ebensowenig wie das Newtonsche Kraftgesetz von der logischen 
Betrachtung aus durch sein Potential angefeindet wird, ebensosehr 
ergibt sich die Unzulässigkeit des Webei-schen Kraftgesetzes aus seiner 
Potentialformel, wenn man diese nur vom logischen Standpunkte aus 
betrachtet; denn nach Weber wird bei einer gewissen Entfernung die 
Wechselwirkung unabhängig von dieser Entfernung; das Gesetz von 
dieser Kontinuität der Wirkungen, d. h. das Gesetz der logisch funk- 
tionalen Verbindbariieit der Ei-scheinungen, soll mit einemmale auf- 
hören. Das ist aber kein Gesetz mehr, sondern, ein Wunder^^). Die 
Foi-mei des Weberschen Potentials mag immerhin eine Reihe von That- 
sachen richtig ausdrücken, aber es kann kein Ausdruck eines Kraft- 
gesetzes sein, kein Ausdruck fCtr die Verbindung einfach logischer 
Begriffe oder Atomkräfte. Wird das Webersche Gesetz bei gewissen 
Thatsachen als mathematischer Ausdruck physikalischer Beobachtungen 
verifizirt, so müssen wir eben schliessen, dass was wir bis daliin für 
Atom, Einzelelement, hielten, kein solches ist, sondern ein Komplex 
von mehreren solcher; denn jeder logische einfache Begriff fordert ab- 
solute Kontinuität in allen seinen Kombinationen, konstanten Werth, 
kontinuirliche Wirkung in allen Produkten wo er als Faktor auftritt, 
und nicht ein plötzliches Verschwinden an einer bestimmten Stelle, 

Dass aber das logisch richtige Potential noch nicht die Richtigkeit 
des Newtonschen Gravitationsgesetzes verbürgt, darüber s. Buch E. 
Physik. 
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Die VeranlasBung, obigen Fehler zu begehen, lag darin, dass man 
veiineinte, ebensogut wie die Diinensionen der Körper in der Potential- 
formel annullirt werden könnten, ebensogut dürfe man auch die Ent- 
fernung derselben auf NuU reduziren. Dies sind aber zwei ganz ver- 
schiedene Sachen. Der Körper wirkt nicht, insofern er ausgedehnt 
ist, sondern insofern er Masse hat. Geometrische Köi'pei-figirren sind 
ausgedehnt, haben aber keine Masse, und deshalb können sie auch in 
keiner Potenzialformel figuriren; die wirkende Masse hat aber gar 
keine Ausdehnung als Massenbegriff, und deshalb kann man sie räum- 
lich als ausdehnun^los , als in Punkte konzentrirt fingiren. Ganz 
anders aber ist es mit der Entfernung. Die Entfernung ist reine Aus- 
dehnung, und sobald ihr dieses Attribut genommen wird, bleibt gar 
Nichts übrig. Eine Wechselwirkung zwischen zwei unendlich ent- 
fernten Massen, d. h. die gar nicht zusammen esistiren, ist ebenso 
widei-sinnig wie eine Wechselwirkung eines Masseupunktes mit sich 
selbst, oder zweier Massenpunkte, die einen bilden; denn solche wären 
ebenfalls nicht als zweie zusammen da. Ebenso alogisch wie eine 
Kraft, die isoiirt bestände, ohne ein Objekt {welches deshalb noch 
kein Ding zu sein braucht), an dem die Kraft ausgeübt wird, ebenso 
alogisch wie die Ursache seiner selbst, ist die Wechselwirkung zweier 
zusammenfallender Elemente. 

Kun kann man aber von allen logischen Betrachtungen absehen 
wollen mit der Behauptung, dass eine richtige mathematische Formel 
— und als solche gilt doch das Potential — auch die Grenzfalle um- 
fassen müsse, obsehon sie aus realen Vorgängen abgeleitet worden sei; 
und zur Rechtfertigung dieser Behauptung kann man ja viele andere 
Ausführungen der Mathematik vorbringen, wo in ähnlicher Weise der 
Erfolg die unlogische Begriffszusanimenstellung gerechtfertigt habe. 
Und in der That, die Potentialformeln lassen sieh in dieser Beziehung 
rechtfertigen, auch für den Fall r ^= o; nur ist es dann erforderlich, 

das Symbol — '■ — = co, richtig zu deuten; was voriiin eben nicht 
geschah. 

Wie vorhin erwähnt, ist co in der Analyse ein vieldeutiges Zeichen, 
und hat nur in einem Spezialfälle die Bedeutung, welche man ihm 
gewöhnlich beilegt, nämlich: so gross, dass eine jede andere beliebig 
gross gedachte Form dagegen in der praktischen Rechnung vemach- 

Itlssigt werden darf. In dem Falle — '-— würde dies eintreten, wenn 

nicht allein r = o, sondern auch das Produkt m.m^ schon als co sich 
ausweisen würde. Solange aber m.m^ eine endliche d. h. bestimmte 
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Grösse bedeutet, muss mau, um ■ ' richtig zu iiiterpretiren , die 

gesetzmässig bestimmte Eeihe aufsuclieo, welche dui'ch die Fonneu 

— ^ — bei veränderlieliem r gebildet wird. Ist die Form dieser Reihe 

gefunden, so liann man den arithmetisclien Wei-th des Gliedes — '- — 

ausrechnen für die Nullstelle dieser Reihe; und dieser Werth ist 
die Bedeutung des Symbols oo für jenen FalJ. Das Symbol oo ist 
demnach sehr häufig der unbestimmte Ausdruck für einen ganz be- 
stimmten Weith. Es zeigt sich hier also, wie man häufig eine Fonnel 
genetisch betrachten muss, um ihr eine logische Bedeutung geben zu 
können, während dieselbe als fertige Grösse betrachtet, rein sinnlos 
wäre; also wieder ein Beleg dafür, dass es auch in der Arithmetik sieh 
nicht allein um Grössenbestimraungen handelt. 

Um den Paradoxien der Symbole und go zu entgehen, stellen 
viele Schriftsteiler die Regel auf, dass als Divisor überhaupt nicht 

zulässig sei, dass eine Form -^ in der Rechnung nicht vorkommen 

dürfe. Mit dieser Radikalkur schützt man sich allerdings gegen Miss- 
griffe; man amputirt aber auch ein widerspenstiges Glied des Rechnungs- 
organismus, welches unter zweckmässiger Behandlimg ausserordentliche 
Dienste leisten kann. Man unterbricht mit einer solchen Satzung die 
Kontinuität der arithmetischen Operationen, die doch gi'ade durch die 
Kühnheit, mit welcher sie allen entstehenden imaginären Grössen zum 
Trotz konsequent durchgeführt wurden, einen gi'ossen Theil ihrer Er- 
folge erzielen. Vorhin wurde nun gezeigt, dass diese Verzichtleistung 
auf den Gebrauch eines nothwendig entetehenden Symbols durchaus 
nicht erforderlich ist, wie das logische Gewissen sich vollkommen be- 
ruhigen, richtig rechnen und sehhessen kann, sobald man den wahren 
Werth jener Formen zu beurtheilen, logisch zu deuten, gelernt hat; 
diese richtige Deutung haftet aber nicht am Symbol, sondern ist ge- 
geben durch den Begriff, durch das Denken. Der logische Begriff ist 
die Hauptsache, das analytische Symbol mag sinnlos sein. 

Zu den bekanntesten Beispielen , wo die Symbole und oo einen 
bestimmten Werth anzeigen, gehören die trigonometrischen Funktionen. 
Sie markiren hier die Stellen in der Reihe arithmetischer Werthe, 
ohne dass sie selbst solche wären; sie sind nicht einmal eindeutig, 
sondern markiren unendlich viele verschiedene Werthe in einer fort- 
laufenden Reihe ; aber diese Werthe stehen in einem periodischen 
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Konnexe uml deshalb ^ind diese als Grösse sinnlosen Zeichen und oi 
als Symbol qualitativ Yerschiedener Formen werthvoll. 

Der Kalkül kann die Symbole 0, co, auch in kombinirten Formen 

ergeben, als -^r-, — , — , co — oo, In all diesen Fällen muss wie 
vorhin auf die Genesis dieser Form zurückgegangen und dadurch aus- 
gefunden werden, ob die durch o oder — markirte Stelle in den be- 
treffenden Eeihen einen Werth (oder überhaupt eine logische Bedeutung) 
haben ; ist dies der Fall , dann hat auch das zusammengesetzte Symbol 
einen solchen; ist es nicht der Fall, dann hat meistens schon ein 
logischer Fehler in der Zusammensetzung des analytischen Äusdnicks 
stattgefunden. 

Bekanntlich werden von der Analyse nur diese kombinirten Formen 

■jT- etc, vieldeutige Symbole genannt, und hat die Differenzialreehnung 

auf induktive Weise die Regeln ausgefunden, nach welchen man hierbei 
zu verfahren hat; die bestimmte Form, welche man dem vieldeutigen 
~ für einen gegebenen Fall zu substituiren hat, wird „wahrer Werth 
jener Symbole" genannt. Der logische Ausdruck heisst „Genesis jener 
Foi-m" und die logische Entwickelung zeigt, dass eine vielgestaltige 
Genesis schon den Elementen und co zukommt; wäre das nicht, so 
könnten, auch viele ihrer Kombinationen keine Vieldeatigkeiten erzeugen. 
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B. KAPITEL IV. 

DIE GLEICHUNGEN^. 

§ 1. 
Begriff der Gleichungen. 

Die Gleichung ist die Hauptfoi-m der analytischeu Entwickelung. Im 
Allgemeineii werden zwei verschiedene Aussagen (Seiten der Gleichung) 
durch die Zeichen der Gleichheit = oder Ungleichheit <; > verbunden; 
Es werden also zwei oder mehrere Setzungen in einem einheitlichen 
Akte verglichen ; die trennende (setzende) und vei'bindende (vergleichende) 
Thätigkeit ausgeübt; jene Kardinalfunktionen oder Doppelthätigkeit, 
welche man eben Denken nennt. Die Parallele des Denkens tlber- 
haupt in Satzform und des Denkens der Kombinatorik in Gleichungen, 
lässt sich durchgehends verfolgen. Ebensowenig wie im allgemeinen 
Satüe (Spezial^Ue ausgenommen) eine Identität statuirt wird, ebenso- 
wenig in der Gleichung. Im Satze ist das Subjekt Oberbegriff, und 
die Kopula bezeichnet einen durch das Prädikat bestimmten Unter- 
begiifF, als im Subjekte enthalten. In der Gleichung ist ein und der- 
selbe Inhalt in zwei verschiedenen Formen (gegeben durch die zwei 
verschiedenen Seiten der Gleichung) dargestellt. Dieser arithmetische 
Inhalt steht parallel dem Merkmal , welches in der Satzform direkt 
durch das Prädikat bezeichnet wird, und gleicherweise in dem Sub- 
jektbegriffe (der anderen Begriffsfoi-m) enthalten ist. In dem Satze 
„das Eisen ist schwer" wird der identische Inhalt schwer sowohl in 
der Subjektform Eisen, wie in der Prädikatform schwer statuirt. 

Die Wahl, Was in den Gleichungen als Form oder als Inhalt be- 
trachtet werden soll, ist von der grössten Bedeutung für die Entwicke- 
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lung analytischer Gedanken; diese Wahl steht vollständig im Belieben 
des Analysten, weil ein jeder arithmetischer Inhalt eine Form des 
Denkens ist; in der Analysis kann deshalb ein jeder Inhalt als Fonn 
dei' EntWickelung, und eine jede Form als materialer Inhalt betrachtet 
werden. In der richtigen Wahl, dem zweckmässigen Wechsel di^er 
beiden Betrachtungsweisen liegt die schöpferische Kraft des Analysten, 
welche bei dem Einen instinktiv divinatorisch auftritt, während bei 
einem Anderen eine solche Synthesis vieler Gedanken nicht erscheint, 
wenn auch beide über dieselben technischen Hülfsmittel und Fertig- 
keiten verfügen. Der schöpferische Mathematiker muss deshalb ebenso 
aber eine gewisse deduktive Phantasie verfügen können , wie, ein jeder 
Denker auf anderen Gebieten. Der logisch richtige Schluss und die 
induktiv gelernten Formeln, mit sammt den sogenannten analytischen 
Künsten bringen ohne Phantasiethätigkeit keine neuen Eesiiltate zu 
Stande. 

Wenn wir überhaupt Etwas von zwei verschiedenen Gesichte- 
punkten aus betrachten können, und diese beiden Betrachtungsweisen 
sind dem Funktionalbegriffe nach vollständig, so können sie als die 
beiden Seiten einer Gleichung mit einander verbunden werden. Man 
kann dann häufig die Begriffe, welche auf beiden Seiten maassgebend 
waren, ihrem logischen Konnex nach durch die Vermittelung jenes 
Oberbegriffs „Etwas, von bestimmtem Inhalte" erkennen, was direkt 
nicht möglich war. 

Wird z. B. ein Kreis Gegenstand der Betrachtung, so kann er 
definirt werden als Gebilde, bestimmt durch einen konstanten Radius; 
und auch, als bestimmt durch ein gewisses Verhältniss zweier Koor- 
dinaten. Die bestimmte Länge des Radius ist ein Grössenbegriff, das 
Koordinatenverhältniss aber eine Bestimmung der Lage (Richtungs- 
begrifl). Die Konstanz des betrachteten Etwas — Kreis (einerlei ob 
wir ihn Begriff oder Ding tituliren) — ermöglicht nun den Grössen- 
begriff zimi Riehtungsbegriff in logischen Konnex zu bringen, aus wel- 
chem wir sodann auf alle weiteren Anwendungen dieser Begi'iffe auf 
Dinge apriorisch schliessen. 

Um an das bei-ühmte noch beständiger Kontroverse dienende Bei- 
spiel Kants anzuknüpfen, sei die Zahl 12 der Gegenstand, 7 -]- 5 = 12 
ist eine Gleichung, Werden ihre beiden Seiten nur dem Inhalte nach 
betrachtet, so ist sie eine Identität, also kein synthetischer Satz, Wird 
sie der Form nach betrachtet, so sagt sie aus, dass ein Ganzes als 
Summe in sehr' verschiedene Theile zerlegt werden kann. Man kann 
aber noch weitergehen und die Einzelzahlen als Repräsentanten zahl- 
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theoretischer Qualitäten ansehen; in welchem Falle die Gleichung aus- 
sagt, dass gewisse Eigenschaften der Zahlen einen gewissen Zusammen- 
hang haben, denen aber die Zahlen als reine Summen betrachtet, sehr 
fi'emdartig sind. Vielleicht führten ahnliehe Gedanken Kant zu seiner 
betreffenden Behauptung, die aber, wie in Buch A. ausgeführt, nicht 
zutreffend ist. Hier sollte nur an einem ganz einfachen Beispiele 
gezeigt werden, wie auch ein jedes arithmetische Gebilde symbolische 
Form qualitativer Unterechiede sein kann; die aber nach dem Satze 
der Identität behandelt — welcher Satz in den mathematischen Ope- 
rationen die Foi-m erhält „Gleiches gleich behandelt erzeugt Gleiches" 
~ den logischen Konnex zwischen den verschiedensten Fomen (Quali- 
täten der Denkbegriffe) erkennen lässt. 



Das Gesetz der Homogenität. 

Dem Identitätsatze gemäss muss sowohl bei Aufstellung wie bei 
Deutung einer Gleichung der Einheit bei allen Einzelghedern derselbe 
Begriff beigelegt werden, denn qualitativ Verschiedenes lässt sich nicht 
nach Einheiten vergleichen; natürlich kann der Begriff, welcher bei 
Deutung der Gleichung jener Einheit beigelegt wird , ein anderer sein, 
als derjenige, welcher bei Aufstellung der Gleichung zu Grunde gelegt 
wurde, "Weil man in der Geometrie gewohnt ist, den verechiedenen 
Potenzen verschiedene Einheitsbegriffe (Linie, Fläche, Köiper etc.) 
beizulegen, deshalb sprach man obiges Gesetz in dem Satze aus: „nur 
homogene Gleichungen haben geometrische Bedeutung". Es ist dies 
ein Spezialfall des schon B. III. 7 ausgeführten allgemeinen Satzes. 
Aus der logischen Berechtigung bei Aufstellung einer Gleichung die 
Einheit anders zu deuten, als bei einer späteren, aus dieser Gleichung 
entwickelten neuen Form, entspringt auch die Berechtigung mit nicht 
homogenen Gleichungen zu operiren; dieselben erweisen sich hierbei 
nicht allein als eine abgekürzte Manier, viele qualitätverschiedene 
Gleichungen als Agregat in eine einzige zusammenzuschreiben, sondern 
auch als zweckmässiges Mittel, um die inneren Konnexe dieser Quali- 
täten zu erkennen. 
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Fundamentalsätze der Gleichungen. 

Soll ein uiibekanoter Faktor a eines Gebildes (p^ {a, h, c, ....) 
bestimmt werden, so ist dazu nothwendig, dass sowohl das Ganze (p^ 
wie alle übiigen Bestlmmungsstücke 6, c, d, .... desselben bekannt 
seien. In diesem Falle kann a den übrigen Faktoren des Gebildes in 
einer Gleichung als Unbekannte dem Bekannten gegenübergestellt 
nnd arithmetisch ausgewerthet werden. Die ganze Gleichung ist eine 
Darstellung des funktionalen, d. h. logischen Gebildes 9:1;. Sind mehrere 
Elemente des Gebildes unbekannt, so ergibt sich eine Gleichung mit 
mehreren unbekannten, die deshalb nicht eindeutig bestimmt werden 
können, sondern Systeme von Bestimmungen als sogenannte Lösung 
zulassen, nach den allgemeinen Sätzen, welche zwischen logischen 
Produkten und ihren Faktoren gelten, Dass bei der algebraischen 
Schreibweise der Gleichungen die Bestimmungsstücke nicht immer in 
der arithmetischen Faktorenfoi-m; sondern auch als additive Glieder etc. 
vorkommen, ändert hieran Nichts; denn in logischem Sinne ist ein 
jedes Gebilde ein Produkt; keine richtige Gleichung macht hiervon 
eine Ausnahme. 

Mehrere solcher Systeme von Lösungen dargestellt durch ver- 
schiedene Gleichungen (verschiedene Gesammtgebilde , welche aus den 
bekannten und unbekannten Elementen erzeugt werden) ergeben die 
eindeutige Bestimmung der Unbekannten, wenn die Anzahl der ver- 
schiedenen (fij gleich der Anzahl der Unbekannten ist; aus dem ein- 
fachen Grunde, weil in diesem Falle das System der vielen Gleichungen 
mit mehreren Unbekannten in einer jeden nur eine andere Schreib- 
art ist für ebensoviele neue gj^ mit je einem unbekannten Faktor. 

Man ordnet die Gleichungen nach Potenzen des unbekannten 
Faktoi"s. Nur diejenigen Gleichungen, welche denselben einfach (in 
der ersten Potenz) enthalten, sind bestimmte Gleichungen, in wel- 
chen der arithmetische Werth jenes Faktors (nach üblichem Ausdruck 
der unbekannten Grösse x) ausgerechnet werden kann; denn eine 
höhere Potenz der x ist ein arithmetisches Produkt (zu unterscheiden 
von einem logischen Produkt) und als solches nicht eindeutig. 
Gleichungen höherer Grade sind deshalb im Allgemeinen nur Formal- 
gleichungen, d. h. ihnen kann durch gewisse Formen (algebraische 
Komplexe) genügt werden, abgesehen von jedem materialen Inhalt^ 
welcher diesen Komplexen gegeben wird. Ist es Zweck der Gleichungen, 
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arithmetische Werthe auszuiechnen '50 miiss das r schliesblith m eine 
Gleichung ereten Grades gehiacht weiden — wenigstens dem lo^schen 
Sinne nach. Eine Gleiclniü^ el^ten Giade^ m logischem femne ist 

aber auch x ^"^ m, wenn unter jener Wurzel die positive Zahl ?«" 
verstanden wird. 

Logischer Beweis des Satzes, das» jede Glcicliuiig' eine 
Wni'zel hat. 

Aus der Definition der allgemeinen (algebraischen) Gleichung als 
Dai^teliung eines Gebildes der Kombinatorik durch eine symmetrische 
Funittion bekannter und unbekannter Glieder (Formen) ergibt sich 
sofort der Satz, dass „jeöe Gleichung eine Wurzel haben muss, deren 
allgemeine Foim die Allziffer ist". 

Wurzel nennt man einen arithmetischen Ausdrack, welcher, an 
Stelle des unbekannten x gesetzt, sich mit den bekannten Theilen der 
Gleichung zu einer Identität beider Seiten auflöst. 

Die allgemeine Gleichung wird gesehrieben: 

Aa?" -H .BiE"'-i + Cx'"-"^ + J^ 4- § = 

In dieser Gleichung kann ein jeder Buchstabe nichts mehr noch 
weniger bedeuten, als eine arithmetische Foitu, also durch eine All- 
ziffer darstellbar. 

Auch das x bann gar nichts Anderes bedeuten, wenn es über- 
haupt einen Sinn haben soll. Das Hinschreiben einer symmetrischen 
Funktion wie oben hat also zur Voraussetzung, dass a; und ein jeder 
andere Buchstabe eine Allziffer bedeutet. Die Frage der quantitativen 
Betrachtungsweise — ob eine jede Gleichung eine Wurzel habe — 
ändert sich nach dem Vorherigen in: 

Ist es für alle Fälle erlaubt, eine solche Verbindung von Ali- 
ziffern wie oben, der NuU gleichzusetzen? 

Zu ihrer Beantwortung dient der frUher gefundene Satz, dass 
der Nexus einer symmetrischen Funktion dvirch zwei ihrer Glieder 
vollständig bestimmt ist, obige Frage reduzirt sich dadurch auf die 
einfachere: 

Ist (m + n.iy + (m + v.iyi = 

oder vielmehr, können ihre homogenen Bestandtheüe 
^« 4- B* = 

(cjy + (D.^r = ö 

für alle Fälle richtige Gleichungen sein? Dass dies der Fall ist ergab 

B. ni. 5. 
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Dieser logische Beweis ist ebenso streng wie die koinplizii'ten 
analytischen Beweise von Gauss, Cauchy u. A.; er hat aher vor 
diesen den Vortheil, einen unmittelbaren Einblick in den logischen 
Zusammenhang arithmetischer Formen zu gewähren, währenddem die 
analytischeü Beweise auf ihren verwickelten Umwegen wohl den 
Zusammenhang technischer Operationen, aber nicht denjenigen der 
auch diesen letzteren zu Grande liegenden Begriffe verfolgen lassen. 

Das Gauss mit diesem Beweise zufrieden gestellt worden wäre, 
dürfte sich aus seinen eigenen Betrachtungen als wahrscheinlich 
ergeben ^^). 

Durch obigen logischen Beweis wird natürlich das analytische 
Interesse an den technischen Beweisen nicht im Geringsten geschmälert, 
und ebensowenig tüe weiteren Erfolge der Analytiker, welche sich an 
jene Beweise anschlössen, in ihrem Werthe herabgesetzt. 

Man hat mehrfach die vorfiegenden Fragen unnöthigerweise kom- 
plizirt dadurch, dass man von transeendenten Gleichungen sprach, 
auf die möglicherweise die obigen Schlüsse nicht anwendbar seien. 
Dem ist zu erwidern, dass transcendente Gleichungen, welche keine 
Wurzel haben, eben dadurch aller Logik gemäss den Beweis liefe™, 
dass sie keine Gleichungen sind, sondern ein willkürliches Zusammen- 
schreiben heterogener Ausdi-ücke. Ebensowenig entsteht durch das 
der Null Gleichsetzen eines solchen Scliriftzuges eine Gleichimg, wie 
durch das Hinschreiben von „schwarz ist weiss" ein logischer Satz 
entsteht, obschon Subjekt, Prädikat und Kopula zusammengebracht 
wvirden, 

Anzahl der Wurzclu einer tileiebuug. 

Der Satz, dass eine Gleichung genau so viele Wurzeln hat wie die 
Zahl des Grades der Gleichung angibt, dass die Gleichung vom Grade 
m sich darstellen lässt als ein Polynom von m Faktoren, wird in den 
Lehrbüchern bewiesen durch successiye Division der Gleichung, und 
den Nachweis, dass nach m maliger Division kein Kest bleibt. Diesen 
analytischen Beweis kann man durch eine synthetische Betrachtung 
ersetzen, welche wie die des vorhergehenden Satzes den Vortlieil 
hat, einen unmittelbaren Einblick in die Natur der Gleichungen zu 
gestatten. 

Während die analytische Technik die Betrachtung der Gleichungen 
imtei-nimmt, als wenn es mögliehei'weise geheimnissvolle Schiiftzüge oder 
vom Himmel gefalleae Thatsachen wären, muss die logische Auffassung 
stets voi'aussetzen, dass es symbolische Dai'stellungen eines Komplexes 
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von Denk Operationen sind, die wir nur deshalb analysiren können, 
weil wir sie vorher synthetisch aufgebaut haben. Alles, was nicht 
apriori konstruirt werden kann, ist kein Gegenstand der Kombinatorik; 
von einer logischen Untersuchung solcher in Formeln gebrachter Be- 
hauptung kann also keine Rede sein. Die Frage ist also: 

Wie kann das Gebilde 

Ä:>^>' + + Q = o 

entstanden sein; welches sind seine einfachsten Elemente, und durch 
welche Denkoperationen gi'uppirten dieselben sieh zu obiger Foim? 

Die formale Bedingung, welche diese Gleichung stellt, ist, dass x 
ein iiTeduzibles Bestimmungsstück in dem Ganzen sei , man also von 
dem x als einem Elemente des Gebildes ausgehen muss; und weiter 
sagt die Gleichung, dass wenn an Stelle dieses x eine gewisse All- 
ziffer gesetzt wird, sieh das Ganze zu einer Identität auflösen muss. 
Dieses Element finden wir nun als Potenzen von x in der Schlussfoim 
der synthetischen Konstruktion. Es gibt aber keine andere Art, um 
aus x ein x'" zu konstmiren als durch »wfache Multiplikation mit ihm 
selbst. Jede andere Operation, welche aus x das a^" erzeugt, muss 
sich auf diese »»fache Multiplikation zurUckführen lassen. Wir brauchen 
auf alle anderen Operationen, welche ausser dieser »»fachen Multipli- 
kation möglicherweise noch stattfanden, gar keine Rücksicht zu nehmen ; 
mögen deren stattgefunden haben oder nicht, jedenfalls musste auch 
die mfache Multiplikation ausgeführt worden sein. Ausgehend von 
dieser conditio sine qua non können wir die anderen noch möglichen 
Operationen in Betracht ziehen, welche gleichzeitig mit jener mfachen 
Multiplikation stattfinden konnten. 

Die allgemeinste Form aller inöglichen begleitenden Operationen 
wird ausgedrückt, indem man bei jeder der m Multiplikationen einen 
von X abhängigen und einen von x unabhängigen Operations- 
kreis mitwirken lässt; oder kurz' algebraisch gesprochen, indem man 
statt m einfache Multiplikationen von x, m Binome von der Form 
{+ax±h) voraussetzt, welche diese Multiplikation zu Stande gebracht 
haben. Ein jedes in Form der Gleichung bestimmte, analysirbai-e 
Gebilde, welches die m** Potenz eines iri-eduziblen Bestimmungsgliedes 
enthält, ist demnach konstruirbar als Produkt von m Faktoren bino- 
mischer Form, welche ein jeder einen von x abhängigen und einen 
von X unabhängigen Theil enthält, welche beiden Theile symmetrisch 
verbunden sind. Diese Binome können identisch sein, und in diesem 
Falle enthält die Gleichung gleiche Wurzeln. Wenn blos mit einem x 
niultiplizirt wird, ohne ein begleitendes Glied ft, so entsteht keine 
höhere Gleichung. 
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Andere Wurzeln als die durch eine bestimmte Anzahl Binomieu 
gegebenen, kann die Gleichung nicht haben, weil ein jedes Produkt nur 
durch eine bestimmte Anzahl Faktoren erzeugt werden kann, sofern 
das Produkt selbst ein bestimmtes sein soll. 

Wenn man nach dieser genetischen Betrachtungsweise die Bildung 
der Gleichungen verfolgt, so sieht man nach einander alle die Sätze 
der Theorie der Gleichungen, die Bedeutung der einzelnen Koeffizienten, 
entstehen. 
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B. KAPITEL V. 

QUALITATIVE BETRACHTUNa DER 
ZAHLEN. 



§1- 
L e i t p r j n z i p. 

Es wurde B. III. 2 angedeutet, dass auch einfache Summen, als 
Individimlganze aufgefasst, einer qualitativen Betrachtung unterworfen 
■werden können. Die Zahlen sind solche Summen, Die Elementar- 
arithmetik sieht in ihnen weiter nichts als Anzahlen, quantitative 
Summen, und henutzt sie demgemäss zur Bestimmung des raaterialen 
Inhaltes komhinatoiischer Gebilde. Aber schon die heutige Zahltheorie 
betrachtet sie auch von einem qualitativen Standpunkte, indem sie die- 
selben auffasst als Produkte von Faktoren. Hierbei gelangt sie schliess- 
lich zu irreduziblen Faktoren, den Primzahlen. Die Piimzahien sind 
also die letzten Elemente der Zahlgebilde, und machen sich dieselben 
in zusammengesetzten Zahlen in ähnlicher Weise bemerklich, wie die 
chemischen Elemente in zusammengesetzten Köi-pem. Man wird des- 
halb die Eigenschaften der zusammengesetzten Zahlen schon in der 
heutigen Kongruenzentheorie erklären müssen aus den konstituirenden 
Primzahlen und ihrer Verwendung als Faktoren zur Bildung der zu- 
äammengesetzten Zahlen. Die Eigenschaften der Primzahlen sind bis- 
her nicht untersucht worden; hauptsächlich weil hierbei nur qualitative 
Betrachtungen gefordert werden können, zu welchen sich die Mathe- 
natiker bis jetzt nicht entschliessen konnten in der Meinung, dass 
lies Gebiet der exakten Wissenschaft fem liege. 

In der Arithmetik wurde aber schon der Begriff der Qualität bei 
ien verschiedenen Einheiten angewendet; dieselben werden B. III. 6, 7 
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vollständig definirt und durch qualitative Verbinditug ineinander über- 
geführt. Ganz dieselbe Aufgabe steht auch der Zahltheorie bevor; sie 
■wird aber hier unendlich weit komplizirter und mannigfaltiger 
ausfallen, weil statt der vier einzig möglichen Einheiten der Arith- 
metik eine unendliche Anzahl von irreduziblen Elementen, den Prim- 
zahlen, auftreten. 

Der Inbegriff alier Eigenschaften einer Zahl — einerlei ob die- 
selben sich durch quantitative Zerlegung nach Faktoren, Angabe der 
konstituirenden Primzahlen, begriffliche Auslegung der Primzahlen, 
oder wie immer sonst sich augeben lassen — werde zahltlieore- 
tiseiier Charakter der betreffenden Zahl genannt, im Gegen- 
satze zur arithmetischen Definirung der Zahl als Summe von Ein- 
heiten. 

Eine jede Zabl stellt sich in dieser Betrachtungsweise als ein 
spezifisches Individuum dar, ungleich (qualitativ vei-schieden) zu jedem 
anderen Zahlindividuum. Bei dieser Betrachtung der Zahl bann man 
unterscheiden ihre (äussere) Form als Ganzes anderen Zahlfonnen 
gegenüber, und ihren Inhalt als Gesammtheit von vielen Einheiten 
oder sonstigen irreduziblen Elementen (etwa Primzahlen), welche siel: 
zu vielfachen ünterkomplexen gliedern können, und solcherweise ir 
vieliältiger Kombination diesen Inhalt darstellen, ohne doch die Gleich- 
werthigkeit der Einheiten aufzuheben. Eine jede Zahl wird kraft ihrei 
bestimmten Inhaltes nur eine bestimmte Anzahl von Unterkomplexei 



Diese Betrachtung der Zahl ihrem Inhalte naeli werde genann 
als Zahlfcörper; ein Ausdruck, welcher in ähnlichem, wenn aucl 
vorläulig viel speziellerem Sinne schon in der Zahltheorie gebrauch 
wird. Diese qualitative Betrachtung des Inhaltes eines Zahlköi-per 
ist also wohl zu unterscheiden von dem quantitativen Inhalt der Zah 

Man wird nun fragen, was demi unter weiteren Eigen 
Schäften als denjenigen der heutigen Zahltheorie zu denken sei 
ob vielleicht die Pythagoräischen Zählideen in weiterer Ausdel 
nung vorgeschlagen werden sollten? Das letztere wird nicl 
beabsichtigt, obgleich es möglich ist aus dieser Zahlmystik eine 
logischen , wenn auch sehr spärlichen , Kern herauszuschälen. Df 
Pythagoreische Prinzip war, „dass die Zah! das "Wesen aller Dinge, un 
die Organisation des Universums überhaupt in seinen Bestimniunge 
ein haimouisches System von Zahlen und deren Verhältnissen sei 
Zur Aulstellung dieses Prinzips wurden die Pythagoräer veranlass 
durch die vorhergegangene unbewusste Annahme eines anderen Pri: 
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zips, was ebenso der BegTümiung eiinangelte; nämlich eines Gegen- 
satzes von „Sinnlich und Geistig". Weil zwischen diesen beiden 
Entitäten die vermittelnde Biilcke fehlte, wurde vei-sueht, dieselbe 
durch das Mathematische herzustellen , welches sowohl Geistiges wie 
Sinnliches zu enthalten , von dem Einen in das Andere tibergehen zu 
können schien. In den Entwickelungen hier ist dagegen jedes dogma- 
tisch hingestellte Prinzip , und besonders der Gegensatz von „Geistig- 
SinnUch" abgelehnt worden. Was aber gesagt werden darf und muss, ist, 
dass alles Wirkliche nach den beiden koiTClativen Begriffen „quantitativ- 
qualitativ" bestimmt wird, und dass aus solchen Bestimmungen sich 
erst richtige oder falsche Prinzipien entwickeln. Ueberall nun, wo 
eine dialektische Analyse eines logischen Begriffes durchführbar ist, 
d. h. wenn verschiedene logische Begriffe in begrenzter Anzahl ein 
Ganzes bilden, kann unter gewissen noch zu erörternden Bedingungen, 
jene Anzahl der verschiedenen Begriffe als Zahl Repräsentant des 
logischen Ganzen sein, oder vielmehr als quantitativer Ausdruck einer 
Qualität verwendet werden. 

Das Attribut logisch wird hier zu Begriff gesetzt um anzu- 
deuten, dass nur solche Begriffe mit Zahlen in Verbindung gesetzt 
werden dürfen, welche eine jede Kritik der Logik bestehen können. 
Hieraus ist schon ei-sichtlich , dass nur formale Bestimmungen (duixh 
Denk- und Beziehungsbegriife ausdrückbai-e) zur Anwendung gelangen 
dürfen. Alles aber, was den Empfindungsinhalt betrifft (Gefühls- und 
Sinnesbegriffe) lässt sich nicht apriorisch entwickeln, bleibt demnach 
von einer jeden Repräsentation durch Zahlen, Deutung auf Zahlen, 
ausgeschlossen. Das Mathematische ist demnach durchaus nicht Ver- 
bindun^bi-ücke zwischen Geistig uud Sinnlich, selbst nach Pythagoraei- 
seher Interpretation; deshalb mussten sich auch die richtigen Gedanken 
des Systems in Mystik verlieren. 

Der leitende Gnindsatz bei der Zahlenanalyse kann nach dem 
Vorigen ausgesprochen werden: 

Wenn ein Begriff aufstellbar ist, dem als Oberbegriff eine be- 
stimmte Anzahl von TJnterbegriffen solchergestalt zugeordnet werden 
können, dass diese letzteren dem Oberbegriffe gegenüber denselben 
qualitativen Werth haben, so sind diese Unterbegriffe als Einheiten 
dem Oberbegriff als Zahlindividuum zugeordnet; jene bestimmte 
Anzahl ist eine Zahl der Zahlreihe, und jener überbegriff bezeichnet 
die Eigenschaft jener Zahl, ihren zahltheoretischen Charakter. 

Die Analyse der Zahl als Zahlköi-per erfordert jedoch, dass nicht 
aliein dieser eventuelle Oberbegriff gefunden werde — in den meisten 
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Fiileii hsst Mch aa,! nicht eiwaiten, dass ein solcher aufstellbav 
ist — sondern disi auch alle Iiomiilexe betrachtet werden , welche 
inneihalh dei Zahl aus emei kleineren Anzahl von Einheiten und 
ihien gegenseitigen Beziehuni^en gebildet werden können; also alle 
Kombinationen, welche inneihalb eines f, denkbar sind , sodass aber 
diese Kombinationen den ganzen Inhalt der y^ aufbrauchen. Diese 
Kombinationen können keine andeien als die in A. VII. S, 76 ange- 
lt iiteten sein 



Die Zahlen !, 2, 3, 4, 5. 

Sehen wir hiernach, was sieh von den einfachsten Zahlen aus- 
sagen lässt. 

Ausser als Summen von Einheiten, haben die Zahlen eine Bedeu- 
tung als Stellen in den Zahlreihen. Diese Stellenwerthe sind sehr 
verschieden je nach der Art der Reihe; sei es die Beihe der natür- 
lichen Zahlen 1 , 2 , 3 , ... oder die Reihe der summirenden Operation 
— Go , , 4- «5 oder die Reihe der qualitativen Abstufungen als Potenz 
und Logarithmus. Die Betrachtimg der Zahlen als Stellenwerthe fällt 
also zusammen mit der qualitativen Analyse jener Reiheü selbst. Diese 
bildet den Hauptgegenstand von B. VI, Fonnenreehnung ; wenn auch 
unter anderer Benennung. 

Von dem Individualcharakter der Zahlen können wir etwa Folgen- 
des aussagen: 

Sie Eins 

trägt den Begriff der Einheit; ist quantitativer Repräsentant dieses 
Einlieitbegriffs der Vielheit und dem Theil gegenüber, als Setzung des 
einheitlichen Ganzen. 

D^halb eben ist aber Eins auch noch keine Anzahl; drücken 
wir diese letztere Eigenschaft arithmetisch aus , so müssen wir sagen, 
dass die Eins noch Iteine Zahl ist, weder eine ungrade noch grade, 
weder eine zusammengesetzte noch eine Primzahl; ein Resultat, welches 
anzuerkennen die Zahltheorie sich genöthigt sieht. 

Die Zwei. 

Wie die Eins Symbol des Setzens überhaupt, des Denkaktes, der 
Identität ctc, ist die Zweiheit als Oberbegriff Ausdmck der (ein- 
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fliehen) Wierlerbolung , der Denkbewegung, des Satzes und Gegen- 
satzes, der kontradiktorischen Diffcreoziruiig (Gestaltimg), des Unter- 
schieds Oberhaupt, der Denkthätigkeit als trennende und verbindende 
Funktion, 

Plus — minus , rechts ^links , auf — ab , vor —rückwärts, multi- 
pHziren — dividiren, differenziren — integriren, Produkt — Faktor, 

krumm — gerade, Fonii — Inhalt all dies sind Spaltungen einer 

Einheit in eine Vielheit (einerlei ob di^e Vielheit durch die kleinste 
Anzahl ausgedrückt ist) gleiehwerthiger Elemente (XJnterbegriffe). 
Diese Vielheit wird bei obigen Begriffen nur durch die kleinstmögüche 
Anzahl bestimmt, weil kontradiktorische Gegensätze bestimmt werden 
sollen. Deshalb gibt es nur zwei reale Einheiten + 1,-1, und 
zwei Rechnungsqualitäten 1 und i. Dass in der Kombinatorik nur 
doppelperiodische Funktionen (deren bekanntestes Beispiel die ellip- 
tischen Funktionen), nicht drei oder noch vielfachere Perioden 
möglieh sind, folgt unmittelbai' aus der logischen Unmöglichkeit von 
mehr als zwei Rechnungsqualitäten; ein Satz, an dessen weitläufigen 
sogenannten analytischen Beweis unnöthiger Scharfsinn vei'schwendet 
wird. 

Die Zwei ist als kleinste Anzahl auch erste Primzahl, erste 
paai'ige Zahl, einzig mögliche paarige Primzahl. Deshalb sind auch 
keine anderen Kombinationen ihrer Einheiten als eben zu dem Komplex 
zwei möglich; eine weitere Betrachtung der Zwei als Zahlkörpei- 
demnach ausgeschlossen. Es ist die einzige Zahl, hei welcher sich 
Form und Inhalt vollständig decken, sowohl in allgemein philosophi- 
scher wie in zahltheoretischer wie in arithmetischer Auffassung. 

Die Drei 

ist die Anzahl der logischen Theile im Satae, und als solche zuweilen 
ganz instinktiv, zuweilen mit mehr oder weniger logischem Bewusstsein, 
als ein personifizirtes Prinzip in die meisten mythologischen und mysti- 
schen Bildungen übergegangen. Stellen wir diese logischen Bestim- 
mungen in ihrer abstraktesten Gestalt zusammen als: 

1. Setzung des Einen 

2. Setzung des Anderen 

3. Verbindung beider Setzungen, 

50 zeigt sicli, dass die dritte vermeintliche Einheit ungleichartig den 
beiden ersten ist, dass also von einer Satzqualität als zahltheoretischer 
Charakter der Drei nicht die Rede sein kann. 

Versuchen wir die Drei als Zahlkörper zu analysiren und schreiben 
fle zu diesem Zwecke 
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womit aasgedi-ückt werden soll, dass jede Einheit in der Zahl denselben 
Werth dem Ganzen gegenüber haben soll, aber auch gleichzeitig incii- 
vidual bestimmt bleibt bei etwa möglichen Unterkomplexen innerhalb 
der Drei. 

Bilden wir nun alle Veränderungen und Unterkomplexe , welche 
aus dieser (ps hervorgehen können, so erhalten wir: 



; als Permutationen, 
I als Unterkomplexe. 



(*! «s «s a^ «3 «i «3 «1 «ä 

«3 % a^ üi Ö3 «ä % '*! ^s 

Diese vollständige Aufzählung der in einer Anzahl von Einheiten 
möglichen Beziehungen und Formkomplexe möge heissen: 
„synthetische Darstellung des Zahlkörpers". 

In diesem graphischen Bilde sind alle Bewegungen des Gedankens 
(Denkmöglichkeiten) dargestellt, welche der Zahlkörper Drei beher- 
bergen kann. 

Dieses Bild können wir wesentlich vereinfachen, übersichtlicher 
machen, indem wir es in Form einer cyclischen Permutation schrei- 
ben, als: 

/ \ = <P. (3) 

in der Form eines gleichseitigen Dreiecks. 

An dieser Figur können wir alle Einzelheiten ablesen , welche in 
der ausführlichen synthetischen Darstellung des Zahlkörpers 3 ange- 
zeigt werden. Wir bemerken dabei als eharaliteristisehe Eigenschaft 
der Zahl Drei , welche keiner anderen Zahl zukommt (ausgenommen 
die Zwei, von der man in beschränkterem Sinne dasselbe sagen 
könnte) 
dasS in allen Variationen eine jede Einheit auf dieselbe Weise, 
nämlich unmittelbar, in jede andere Einheit übergehen kann — oder 
in anderer Ausdrucksweise: dass in allen Variationen zwischen je 
zwei beliebigen Einheiten nie eine andere stehen kann. 
Die vorher geschriebenen Permutationen müssen natürlich als 
cyclische gelesen werden; denn nur in einer solchen, worin von dem 
Endgliede zum Anfangsgliede zurückgekehrt wird, kann der Charakter 
der Zahlen ausgediUckt werden; nämSich als der eines Ganzen, inner- 
halb dessen eine jede Einheit denselben Werth und dieselbe Beziehung 
zum Ganzen hat; wo also jeder Einheit der Charakter als Individuum 
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zukoiiiiiit , anerkiiuiit ihirch einen Ziffenndex ; worin aber keine 
Einheit auch etwa einen Stellenwerth hat, der Zifferinrlex also 
nicht auf einen solchen zu deuten ist. 

Graphisch wird diese Natur der Zalilen ganz gut ausgedrüclit 
durch Setzung der einzelnen E)inbeiten einer Zahl auf eine Kreis- 
peripherie in gleichmässigen Distanzen. Dem Ganzen der Zahl gegen- 
über, werde nun als Repräsentant dieses Ganzen die Kreislinie, die 
Kreisfläche oder der Mittelpunkt angesehen, hat eine jede Einheit als 
Distanzpunkt oder auch als Kreisliniensegment , Polygonalseite, Ki-eis- 
fläehensegment , denselben Werth, Während nun bei der Zwei und 
Drei alle Distanzen gleich ausfallen — alle direkten Beziehungen 
zwischen je zwei Einheiten — findet dies bei allen anderen Zahlen 
nur für eine bestimmte Folge dei-selben statt. 

Dieser Charakter des unmittelbaren TJebergangs von einer Bestim- 
mung in die andere ist Niclits Anderes, als was wir Stetigkeit der 
Veränderangsraöglichkeit nennen; den Ol eibeoiiff sol le StetigketPi 
bezeichnen wir als 

„absolutes oder allseitiges Kontmuun " 

Suchen wir nun unter den venneintlii.h empmschen Wahmehmun 
gen Etwas heraus, was dieser formalen Bestimmung des ab'iiluten 
Koiitinuums entspricht , so begegnen wii gleich dem Raum und sei leu 
drei Dimensionen, als dreier gleichwerthigei Untetbegnffe \\el(he m 
ihrem Verein den Raum als Ganzes konstitunen sich ihm ils Ol i 
begiiff subsunüren. Ein jeder dieser Unteibepiifte i a hat in dem 
absoluten Kontinuum neben seiner Gleichweithißkeit noch die Bedeu 
tung einer mittleren Stellung zwi^then seinen Isebenheguflen 
und als Komplex von je zwei Elementen a und a tiä^t ei luch dis 
Merkmal des kontradiktorischen Gegensatzes emei Beziehung \ün a 
auf a„i , und einer entgegengesetzten von a lut a Die \ nthetische 
Darstellung der (3) ist also identisch mit vollständiger Analyse des 
Raumbegriffes. 

Die Thatsaehe, dass die Zahl 3 die einzige ist, deren synthetische 
Dai-steliung sich in einer Figur auf ebenem Papier wiedergeben lässt, 
zeigte schon ihre enge Verbindung mit dem Raumbegrifl'e. 

Nun könnten zwar die Anhänger des n Dimensionen-Raumes sagen: 
ja wenn wir einen anderen Raum empirisch hätten, so würde uns auch 
ein anders konstruirtes Papier zu Gebote stehen, auf welchem wir 
dann hoffentlich noch höhere Zahlen in derselben Weise figuriren 
könnten wie in unserem jetzigen dreidimensionalen Räume die 
Zahl (3). 
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IJieser formale Einwand zugegeben, so würde eine solche Eauiii- 
gestalt aber gar nichts an der Natur der Zahl Drei ändern, welche, 
wie dargelegt, die Möglichkeit des unmittelbaren Uebergangs, oder 
Verbindbarkeit, der konstituirenden Einheiten aussagt; jener wdimen- 
sionale Raum würde gar nichts an der logischen Thatsaehe ändern, 
dass nur eine einzige solche Zahl existiren kann, d. h. logisch gebildet 
werden kann; denn der Raum konstruirt nicht die Zahlen, sondern die 
denkende Setzung konstruirt dieselben, die Wiederholung des Denk- 
aktes dem Satze der Identität gemäss. Die Künsteleien eines sog. 
Logikkalkuls glauben zwar die Aufstellung einer neuen Sorte arith- 
metischer Spezies fertig gebracht zu haben; sie würden sich aber 
vergeblich abmühen, eine neue Art Zahlen zu schaffen, wobei etwa 
zwiscliea 2 und 4 mehr als eine Zahl läge, welche zu jenen denselben 
Unterschied 1 hätten. Solange nicht bewiesen wird, dass der «dimen- 
sionale Raum den Satz des Widerspmchs aufhebt und zugleich eine 
andere Manier des Denkens möglich macht, wird ein solcher Raum 
auch nicht die Natur der Zahl 3 verändern, oder was d^selbe sagt, 
„den logischen Begriff des absoluten Kontinuum." Df^ die n dimen- 
sionale Hypothese den Satz des Widerspruchs, damit aber zugleich 
alle Möglichkeit des Denkens, alle Möglichkeit richtiger und falscher 
Hypothesenbildung aufhebt, ist schon in Buch A, bewiesen worden. 

Die Vier. 

Die Vier kann vorab betrachtet werden als 
= l-j-l— 1 + 1 = Summe 
= 2.2 = Produkt 

(p^ (4) = 2^ = Potenz 

= i X ( ^= cycliche Permutation. 

In der eyclischen Permutation stellt sie sich dar als ein Gebilde, 
dessen Elemente in zwei gleiche und entgegengesetzte Paai'e geschieden 
werden können; Paare, welche je nach ihrer Zusammenstellung sich 
aiieinanderschliessen , gegenüberstehen oder durchkreuzen. Hierdurch 
ist die logische Natur des kombinatorischen Einheitsbegiiffes ausge- 
sprochen; der Symbole -H 1< — 1, + j, — L Weil diese Einheiten 
(qualitativ) von emander verschieden sind , deshalb müssen sie Stufen 
in einer qualitativen, also Potenzreihe sein können s^). 

Weil diesei Einheiten nur eine bestimmte Anzahl logisch möglich 
sind , und eine jede eine mittlere Stellung (mittlere qualitative Bedeu- 
tung) zwischen zwei anderen Einheiten hat, deshalb miiss diese Potenz- 
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reihe zugieieh eine cyclisclie sein. Dies Resultat muss ihre arith- 
metische Poteozivung ebenso ergeben wie ihre logische Definition. Wir 
erhalten : 

Stufe — OT...5 4 3 2 ) 1 2 3 4 5....-f-oD 
Zahlqualität od. Basis -j- i 

quantit. Werth ~i -i-1 +i —1 —i +1 -\-i —1 —i +1 +i 

Man könnte nun fragen, ob nicht die Aufstellung des + i als 
Basis der Potenzreihe eine willkürliehe Wahl sei? Dem ist nicht so. 
Vorab kann nur eine positive Einheit als wirkliche Qualität gelten; 
sonst würde man gleich die reale Konstruktion negiren. Es handelt 
sich also nur um -H 1 oder -f i bei jener Wahl. Ebenso nun wie nur 
die Allziftei' das allgemeine Symbol der kombinatorischen Gebilde sein 
kann, weil sie alle logischen Gegensätze in sich enthält, ebenso kann 
auch nur das + «' als Basis der qualitativen Einheitsreihe gesetzt 
werden, weil es die logischen Gegensätze in sich enthält. Aus der 
absoluten ewig unveränderlichen Einheit kann nie etwas Anderes 
werden als sie ist; soll eine Verschiedenheit durch Stufensetzung zum 
Vorschein kommen, so muss schon eine Verschiedenheit in der Basis, 
und in der Einheit der Stufenaetznng dieser Basis liegen. Die einzig 
möglieben Verschiedenheiten in der Kombinatorik sind aber die logi- 
schen Gegensätze; wird demnach eine Einheit als qualitative Basis 
gefordert, so muss diese symbolische Einheit obige Gegensätze schon 
enthalten. Deshalb kann nur + i als Basis der Potenzreihe nach den 
Stufen — 00 , 0, + 00 gelten, wenn der Cyclus +- 1 + i — 1 — « 
erzeugt werden soll. 

Gehen wir zur synthetischen Darstellung des Zahlkörpei-s Vier: 
so erhalten wir, indem im Folgenden statt a„ einfach n geschrie- 
ben wird 

Die Einheiten 1 . 2 , 3 . 4 . 

die zweigliedrigen Komplexe 1, 2, 1, 3, 1, 4, 2, 3, 2, 4, 3, 4, 
die dreigliedrigen „ 1, 2, 3, 1, 2, 4, 1, 3. 4, 2, 3, 4, 

den viergliedrigen „ 1,2,3,4 

und deren verechiedene Permutationen. 

Da dieser Darstellung keine geometrische Figur mehr entsprechen 
kann, so müssen wir auf ein Mittel sinnen, dieselbe QbereichtÜcher 
zu machen. Es scheint mir, dass dieser Anforderung am Besten ent- 
sprochen werden kann durch Schreiben der cyclischen Pennutation als 
1, 2, I 2, 3, I I M. 1. 



yGoosle 



220 B' Kap. V. Qualitative Betrachtuug der Zahlen. 

eine Form, welche „geschlossene Reihe" heissen soll. Diese Reihe 
ist zusammengesetzt aus einer Anzahl von Gliedern, welche die einfachsten 
Unterkomplexe des Gebildes darstellen; und hierdurch ist es möglich, 
die aufsteigende Reihe der höheren Komplexe nach demselben System 
gleichfalls durchzuführen. Man könnte statt eines Gliedes auch einen 
einzigen Buchstaben wie gewöhnlieh in der Arithmetik bei cyclischen 
Permutationen setzen. Bei der hier angewendeten Schreibart über- 
sieht man jedoch viel rascher, ob man wirklieh verschiedene Reihen 
hat, und ob man auch bei dem ersten Gliede wieder angelangt ist. 

Die synthetische Darstellung des Zahlkörpej"s (3) stellt sich in 
dieser Schreibweise als 

1 2 I 2 1 
9, (3) = 1 2 i 2 3 I 3 1 = 1 3 j 3 1 

2 3 I 3 2 
Der Zahlköi-per 4 als 

1 2 I 2 3 I 3 1 a. 

1 2 I 2 4 I 4 1 ß. 



(4) = 



1 3 I 3 4 I 4 1 /. 



t I 4 2 S. 

Alle Pei-mutationen einschliesslich derjenigen des viergliedrigea 
Komplexes können aus diesem Schema abgelesen werden. 

Die Untei'komplexe von je zwei Gliedern sagen Nichts aus zufolge 
des Chai-akters der Zahl Zwei, imd werden deshalb im Folgenden 



Hier begegnen wir einer Eigenschaft, welche wiederum keinem 
anderen höheren Zahlkörper zukommt, wie man sieh bald durch Ver- 
such überzeugen kann. In den bei (pz (4) sich ergebenden geschlosse- 
nen Reihen ist nämlich bei einer jeden Reihe, ein jedes Ghed zi^leich 
auch Glied einer anderen Reihe; und nicht mehr als je ein Ghed für 
je eine jede der anderen Reihen. Von der a Reihe steht das ei-ste 
Glied in ß, das zweite in 6, das dritte in y; und ebenso verhält es 
sich mit den Gliedern der anderen Reihen. "Weiter la^en sich aus 
4 Einheiten drei viergliedrige Reihen bilden 

12 2 3 3 4 4 1 

12 24 43 31 

13 3 2 2 4 4 1 
welche denselben Charakter der Begrenzung haben. 

Wir können dies so ausdrücken, dass wir sagen: 

Eine jede Reihe ist vollständig begrenzt durch die Summe der 
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anderen Reihen; es finden also weder Lücken (freie unbegrenzte 
Selten der Reihen) in der gegenseitigen Begrenzung, noch doppelte 
oder mehrfaehe Begreiizungen statt. 

Dies ist wieder ein Ausdruck des allseitigen Kontinuums, 
aber in anderer Weise als sie durch den Zahlkörper (3) zum Ausdruck 
kam. Bei (3) war es die allseitige Ausdehnung, welche durch drei 
Elementarsetzungen zu Stande kam; hei (4) ist es die allseitige 
Begrenzung. 

Dem gegenüber gibt die (3) als 

1 2 I 2 1 
9^ (3) = 1 3 I 3 1 

2 3 I 3 2 

keine andere Begrenzung, als der Einzelglieder in sich seihst; kein 
Einzelglied begrenzt eine der anderen Eeiben. Die (5) dagegen ergibt 
vielfältige Begrenzungen, d. h. mehr Bestimmungsarten, als zu einem 
logischen Kontiniium nothwendig wären. Als logischer Körper vei-sucht, 
wäre die (5) demnach ebenso fehlerhaft wie eine Bestimmung im drei- 
dimensionalen Räume vermittelst eines Dutzend unabhängiger Koor- 
dinaten. 

Das allseitig Begrenzte nennen wir „geometrischer Körper" ; das 
einfache Kori-olar aus dem vorigen ist also : 

„vier Elementareetzungen machen durch ihre gegenseitigen Beziehun- 
gen einen Körper denkbar" 
woraus natürlich noch nicht folgt, dass 4 Setzungen durch irgendwelche 
beliebige Beziehungen einen Körper denkbar machen müssen. 

Bei der obigen Darstellung der (4) war keine Voraussetzung 
gemacht über die spezielle Natur der Unterkomplexe. Die einfachste 
Verbindung zweier Elemente können wir uns deshalb als einfachste 
Ausdehnungsart denken; und demgemäss die verschiedenen Arten der 
Unterkomplexe als verschiedene Arten der Ausdehnung. Des Weiteren 
müssen wir uns die Ausdehnungen der einzelnen Komplexarten als 
gleich der Grösse nach denken, weil dies der Forderung der Gleich- 
werthigkeit der Unterbegriffe im ZahlkÖrper entspricht. Durch die 
Substituimng einer kontinuiriiehen Ausdehnung an Stelle der diskreten 
Zahleinheit in den Zahlkörpern gewinnen wir die logischen Gebilde, 
zu welchen wir das vorhandene Kontinuirliche — die Empfindungen — 
giTippiren können. 
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Hieraus folgt, dass — ein Einzelglied der geschlossenen Reihen 
als einfache Ausdehnung gedacht — ein äogischer Körper möglich ist, 
zwischen dessen 4 Elementen gleiche Distanzen stattfinden. 

Des Weiteren können wir aber auch der Verbindung zweier Glieder 
in einer geschlossenen Reihe einen korrespondirenden Begriff beilegen; 
derselbe ist wie schon in Buch A, „die Art des Gegensatzes, 
konträi-e Vei'schiedenheit der Beziehungs- oder Verbindungsweise der 
Gliederelemente. " Ist 1, 2 der Gegensatz von 2, 1 der Beziehung 
nach, so muss 2, 3 von den beiden Ersteren der inneren Beziehung 
nach (Richtung) verschieden sein. Diese Verschiedenheit nennen wir 
„Neigung der Ausdehnungen 1, 2 zu 2, 3 in der Verbindung 1 2 | 2 3, 
oder geometrischWinkel". Der Analyse des Zahlkörpers entsprechend 
müssen nun auch diese Verbindungen der Unterkomplexe absolut 
gleichwei-thig sein. Wenn. wir den Zahlköi-per (4) also auf einen geo- 
metrischen Körper deuten, wozu wir nach dem vorherigen berechtigt 
sind, so ist der Schluss: 
Es gibt einen geometrischen Körper, bestimmt durch vier Punkte, 
deren gegenseitige Distanzen gleich sind, und deren durch die Ver- 
bindung je zweier Distanzen gebildete Winkel gleich gross sind. 
Dieser Korper ist zu nennen der absolut regelmässige Zahlköi-per, 
geometrisch das Tetraeder. 
Man wird hier gleich an die Kt^el als regelmässigsten Körper 
denken. Dieselbe entspricht aber keinem Zahlkörper, welcher letztere 
eine Anzahl von diskreten Einheitbestimmungen voraussetzt. 

Insofern nun kein anderer Zahlkörper den hier gestellten Anfor- 
demngen logischerweise entsprechen kann, dürfen wir weiter sagen: 

Es ist nur ein einziger durch diskrete Setzungen erzeugter 
absolut regelmässiger Köiper möglich, weil nur ein Baum von drei 
Dimensionen logisch, weil nur der Satz vom Widerspiiich Prinzip der 
Logik sein kann. 

Die FUnf. 

Die synthetische Darstellung der höheren Zahlkörper bietet keine 
prinzipielle Schwierigkeit Die (5) würde sich schreiben als fünf Kom- 
plexe analog dem qi^ (4), in welchem die resp. Elemente 

12 3 4 

12 3 5 

12 4 5 

1 3 4 Ö 



yGoosle 



Zaiilctarsikter dei' Gleiehungeu. 223 

ZU figurii-en haben. Aus diesen in Fonn des regulären Fünfseit ge- 
schriebenen Komplexen von je 4 Reihen von je drei Ghederii, wären 
die vievgliediigen Reihen (Komplexe) durch einen als algebraische 
Funktion des Gebildes ausdrückbaren Rösselsprung abzulesen. j\Ian 
erhält dabei folgende geschlossene Reihen. 



12 fttnfgliedrige 

15 viergliedrige 

20 dreigliedrige. 
Die einzelnen Glieder sind im Allgemeinen fünffach begrenzt; d. h. 
ein jedes findet sich in sechs vei-schiedenen Unterkomplexen derselben 
Ordnung; also zuviel des Guten, um eine logische Begrenzung aus- 
zuführen. ]\Iit der Aufstellung solcher Schemata wird man allerdings 
warten bis eine bestimmte Angabe vorliegt , welche dieselbe erfordert. 
Dergleichen stehen in naher Aussicht bei der Betrachtung der regel- 
mässigen Körper und der damit zusammenhängenden algebraischen 
Gleichungen höherer Grade. Die hier vorliegende Aufgabe war das 
Ramnproblem, und dem entsprechend die Betrachtung der Zahlen 2, 3, 4, 



•5 ^■ 

Die allgemeinen Gleicliungen und der Zaiilcliarakter ihres 
Grades. 

Der logische Charakter der Zahlkorper (2 (3) |4j — un Sinne 
einer eindeutigen Bestimmtheit der Elemente m einem Gm/en — zei-,t 
sieh auch bei den algebraischen Gleiehimgen Bekanntlich smd die 
allgemeinen Gleichungen der ersten vier Giade losbai die höheien 
aber nicht; oder vielmehr nur in Spezialfällen welche un logischen 
Sinne heissen: in den Fällen, wo tlie formal höhere (rleichung aui eine 
allgemeine niedere reduzJi-t werden kann; im aigebi ii'^chen Sinne 
wenn die Resolvente einer Gleichung von niedeiem Giide als die \oi 
gelegte ist. Es handelt sieh dämm, den techmschen Ausdmck „die 
Gleichungen der vier ersten Grade sind lösbai m einen l)hilosopbi 
scheu umzuwandeln. 

Die Lösbarkeit einer Gleichung wie einei jeden Fi age ist daduich 
bedingt, dass uns nicht allein Unbekanntes, «ondein luch Bekanntes 
in einem gewissen Gegenstande (hier einem aiithmetis hen Kom{le\e) 
zur Erklärang vorgelegt wird. Die allgemeine Gleichung 
X'" -}- Aa!"+^ Px -^ Q = 
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erfüllt nun die zu einer lopiisehen Bestimmung zureichenden Bedingungen 
nicht; denn die ausser dem x noch gegebenen Buchstaben {genannt 
Koeffizienten) sind keine unzweideutigen Bestimmungen, arithmetische 
Wevthe, sondern dieselben bedeuten nur bestimmte symmetrische Ver- 
bindungen der möglichen Wurzeln , wie in der Arithmetik nachge- 
wiesen wird. 

Wie B. IV. ausgeführt ist nur die Gleichung ersten Grades eine 
bestimmte dem Werthe nach; es ist die Aufsuchung eines Faktors ans 
einem bestimmten Produkte, dessen übrige Faktoren bekannt sind — 
diese Ausdrücke in qualitativem Sinne zu verstehen. Eine reine 
Gleichung, in welcher der Form nach x potenzirt vorkommt, in welcher 
aber nur reale Werthe (positive Zahlen) als Lösung acceptirt werden, 
ist ebenso eine Gleichxmg ei'sten Grades. Werden aber arithmetische 
Formen überhaupt (Allziffeni) als Lösung zugelassen, so heisst dies: 
nicht Werthe, sondern Formen sollen gesucht werden. Werden 
4 Zahlen gesucht, deren Summe einer gewissen Zahl A gleich ist, so 
bleibt die Aufgabe sehr unbestimmt, weil nicht der Werth dieser 4 
Zahlen gesucht wird, sondern 4 Formen, welche die durch jene Zahl 
A begi-enzte Form ausfüllen soilen. Wird ausserdem noch die Bedingung 
gestellt, dass jene 4 Zahlen als Produkt einer anderen Zahl S gleich 
sein sollen, so wird die Aufgabe schon btstimmter. Nun liegt es in 
der Konstruktion des Gebildes , welches wir allgemeine Gleichung 
nennen, dass nur solche foimale Bedingungen gestellt werden, denen 
die gesuchten Formen (Wuraeln der Gleichung) genügen sollen. Es 
wird in der Arithmetik bewiesen, dass die gesuchten Ällziffern durch 
obige Koeffizientenbedingungen vollständig bestimmt werden können, 
wenn ihre Anzahl nicht die Zahl 4 überschreitet. Der logische Grand, 
weshalb ein solcher Beweis aber überhaupt gefuhrt werden kann — 
also sozusagen, der Nerv des Beweises — liegt darin, dass 4 in jeder 
Beziehung formal gleichberechtigte Bestimmungen sich zu einem Ganzen 
zusammenschliessen können, dass aber dieses Ganze Unbestimmtheiten 
enthält, nach einem vorher gebrauchten Ausdmcke: nicht allseitig 
einfach begrenzt ist, wenn mehr als 4 gleichberechtigte Elemente 
zus nne gef 1 e d n Ode umgekehrt: weil, wenn mehr als 4 
Foine z ene II e t h euzten Ganzen zusammengefügt werden, 
diese F en n ch meh gle chberechtigt (gleichwerthig der Fonn 
nach) n Bez eh n i da, ganze Gebilde sein können, nicht denjenigen 
Cha akte t a en k e el ) er „Wurzel der Gleichung" genannt 
wird 

He de Nat e Te raeders gekennzeichnet, und so barock 

es e w dig zu dem Satze bereclitigt: 
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„Die Unmöglichkeit eines regelmässigen Köi-pers von 5 gleichen 
Bestimmungen ist identisch mit der Unmöglichkeit der Lösung der 
allgemeinen Gleichung fünften Grades. Der Eaum kann nur drei 
Dimensionen haben, weil die Gleichung fünften Grades nicht lösbar 
ist; oder besser gesagt: weit eine Gleichung fünften Grades kein be- 
stimmtes Ganzes ist." 
In dem arithmetischen Beweise von der beschenkten Lösbarkeit 
der Gleichungen tritt auch der Charakter der Zahl 3 wiederholt und 
als nächste Veranlassung des Charakters der Zahl 4 zu Tage. 

Seien a^ a^ a^ a^ . . . die Wui'zeln einer allgemeinen Gleichung, 
so zeigt jener Beweis, dass die Lösbarkeit der Gleichung dritten Grades 
dadurch bedingt ist,, dass der Ausdmck 

(«1 + e^ «3 + e «s)3 

tiei allen möglichen Vertauschungen der Elemente a^ a^ ßg nui zwei 
von einander verschiedene Allziffern ergeben kann und diei ist '■o 
weil eine cyclische Permutation von 3 Elementen nichts an dem Ge 
bilde (3) ändert; weil der Natur der (3) gemäss ein jedes Element 
unmittelbar in irgend eines der anderen übergehen kann 

Die Lösbarkeit der Gleichung 4. Grades hängt in ähnliuhei Weise 
davon ab , dass der Ausdmek , 

1) («I + (Ij — «3 ~ «4) («1 — <^(2 + «s — »4) («1 — (fj — «3 + ß^) 

ein bestimmter, eindeutiger bleibt, trotzdem seine l'llemente peimutirt 
werden. Dies findet in diesem Falle statt, weil, wenn bei den be- 
treibenden Permutationen die drei Faktoren des obigen Ausdrucks ver- 
tauscht werden, ein jeder in den nächstfolgenden übergeht; was eben 
nur bei den Zahlen 2 und 3 mögheb ist. Bei den anderen beiden 
Ausdi-ücken , welche die Lösbarkeit der biquadratischen Gleichung 
bedingen 

2) {ß, + % — «s — «4)^ + {«i — «3 + «3 — «4)'4-(«i— «ä — «a + fj)^ 

3) («1 + da — «3 — »i)^ {«1 — «ä + Og — «4)^ 
-j- («1 + «ä — ÖS — '^4)* (<*! — <H — % + ''4)^ 
+ («1 — «a + «3 — «1)^ (ßi — «3 — «3 + «4)^ 

zeigt sich ihre Bestimmtheit ebenso als Folge des Zahlcharakters 3. 

Lösbarkeit höherer Gleiehungen in Spezialfällen. 

"Weiter zeigt sieh der logische Grund der Lösbarkeit einer jeden 
reinen Gleichung 

T, = V~Ö 

Eine solche sagt aus, dass ein reines Produkt aus formal gleich- 
berechtigten Elementen gebildet werden soll, in welcher aber ein jedes 
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Element nicht allein gleichberechtigt dem ganzen Gebilde gegenüber, 
sondem auch in einer anthmetischen Stufenfolge der Beziehungen zu 
seinen Mitelementen liegen soll ; während in der allgemeinen Gleichung 
die absolute Gleichberechtigung der Wurzeln, also sowohl in Be- 
ziehung auf dftö Ganze wie in Beziehung zu den Mitelementen gefordert 
wird. Durch diese Beschränkung wird im geometrischen Bilde die 
Gleichung von einem regelmässigen Köi-per zu einer regelmässigen 
ebenen Figur, welche zuweilen als Projektion des Zahlkörpers auf eine 
Ebene betrachtet werden kann, reduzirt. Dadurch bleibt die logische 
Lösung der Aufgabe bestimmt, einerlei wie hoch der Grad der Gleichung, 
wie gross die Anzahl gleichberechtigter Elemente im Ganzen ist. 

Die nächsten Beispiele von Gebilden, die eine bestimmte Anzahl 
formal gleichberechtigter Elemente enthalten, bieten uns die regel- 
mässigen Köi-per, welche Anlass geben zur Aufetellung von Gleichungen 
des so vielten Grades als sie gleiche Flächen, Ecken, Kanten, Winkel, 
Diagonalen oder sonstige Bestimmungen enthalten ^^). 

Wenn die jetzt ziemlich allgemeine Ansicht über die atomistische 
Konstitution der Molekeln chemischer Elemente begi'ündet ist, wonach 
alle Elemente nur Gruppirungen einer Vielheit von qualitätgleichen 
Atomeinheiten wären, so würde sich die Zahlqualität dieser Vielheiten 
auch in dem physikalischen Verhalten der verschiedenen Elemente 
bemerkbar machen; es würde dann aft zahlreichen Anlässen nicht 
fehlen , die hier begonnenen Betrachtungen fortzusetzen. 



§4- 

Die Zahlcharaktere e und n. 

Als Beispiel der Repräsentation qualitativer Begriffe durch trans- 
cendente Zahlen seien n und e erwähnt. 

Die Begriffe gerade — krumm in der bestimmteren logischen Defi- 
nition: Konstanz der Richtung, konstant veränderte Richtung —^ sind 
qualitative Heterogenitäten ; was nicht verhindert, dass diese beiden 
Bestimmungen auf einen anderen logischen Begriff „die Ausdehnung" 
angewendet, begrifflich mit ihm kombinirt werden können. Die ge- 
wöhnliche Bezeichnung aber als GrössenhegrifEe , weil wie man sagt, 
eine gerade und auch eine krumme Linie unter den Begriff der Grösse 
suhsumirt werden können, ist zweideutig, d. h. logisch unzulässig. 
Dieser inkoiTCkten Subsumtion der Begriffe entstammt der unfrucht- 
bare Logikkalkul. Die neuen Spezies, welche dieser Kalkül erfand, 
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zeigt schon, dass seinem Prinzip ein Fehler zu Gmnde liegt, und dieser 
ist der Begriff der Subsumtion, welcher in der logischen Klassifikation 
zulässig ist, bei der mathematischen Behandlung aber durch den Begi'iff' 
der Kombination ersetzt werden muss^^). 

Ebenso wie Identität und stetige Veränderung absolut heterogen, 
ebenso müssen „es ihre quantitativen Symbole 1 und n sein; mit 
anderen Worten tt muss eine transcendente Zahl sein". Man wird ein- 
wenden, dass es auch rektifizirbare Kurven gibt. Allerdings, aber das 
sind keine Kurven von stetig und konstant, d. h. absolut regelmässig 
verändei-ter Kiilmmung, Ebensogut wie das Produkt zweier IiTational- 
zahlen die Stufe der IiTationalität erniedrigen oder gai- eine rationale 
Zahl hei'stellen kann , ebensogut kann die nicht glelchmässig, konstant 
veränderte Sichtung, als Produkt zweier Modi der Veränderung ein 
rationales Maass der Ausdehnung ergeben. Diese philosophische Be- 
trachtung macht die noch ungelöste Forderung eines arithmetischen Be- 
weises für die Transcendentalität der Zahl durchaus nicht überflüssig *"). 

Die Zahl e wird bestimmt durch die Gleichung 

geschrieben (cf^y = qi^ fordert sie: mau solle eine Zahl suchen und 
als Funktion der Einheit bestimmen in solcher Weise, dass sie zu 
einer beliebigen Potenz erhoben, dasselbe Resultat ergibt, als wenn 
jener Bestimmungsmodus (f auf die Potenzzahl statt die Einheit ange- 
wendet wird. 

Diese Zahl e ist also quantitativer Repräsentant einer Funktion, 
eines Gesetzes kombinatorischer Bildung, welches Gesetz den logischen 
Konnex ausdrückt zwischen den aufsteigenden Potenzwerthen und den 
arithmetischen Stellenwerthen der Zahlen; sie ist das beständige Be- 
haupten des logischen Zusammenhanges, welcher zwischen quantitativer 
und qualitativer Deutungsföhigkeit der Zahlen stattfindet, — und kann 
deshalb nur eine einzige bestimmte Zahl sein, weil ja sonst der 
Begriff dieses Zusammenhanges nicht ein identischer, d. h. logischer, 
eindeutiger, wäre. 

Dass diese Zahl als Ausdruck eines absolut der Quantität hetero- 
genen Begriffs in quantitativem Gewände eine transcendente sein muss, 
scheint mir nothwendig. Denn eine Abstufung der Qualitäten unter- 
einander wie in den Potenzen ist eine Verhältnissetzung homogener 
Begrifl'e. Hier dagegen ist die heterogene Verhältnisssetzung ge- 
fordert. 

151« 
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Das Entwickeiungsgesetz e wird ausgedrückt durch 



Wir bemerken hier einen regelmässig diskreten Fortschritt ver- 
bunden mit einer stetigen Aendening dieses Fortsehrittes nach dem- 
selben aufsteigenden Qualitätsverhältniss. Unwillkürlich denkt man 
hier an eine gewisse Verbindung der beiden Begriffe gerade und 
konstant gekrümmt. 
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B. KAPITEL VI. 

DIE FOEMENRECHNUNa. 



§ 1. 
Dynamische Arithmetik als Aufgabe. 

Die Rechnung der Alten beschränkte sich auf rlie Behandlung 
fester, diskreter Gebilde, wie sie die Natur der naiven Beobachtung 
dai-zubieten scheint; Gebilde, welche durch eiue in sich abgeschlossene 
Kombination des Elementarbegriffs Denkakt mit Beziehungsbegriffen 
erzeugt werdeu. Die Behandlung der Irrationalbi-üche machte hiervon 
keine Ausnahme, denn sie geschah lediglich nach quantitativer Be- 
trachtungsweise, 

Als aber die dynamischen Fragen der Mechanik eine Lösung for- 
derten — wodurch auch die dynamische Betrachtung geometrischer 
Gebilde angeregt wurde ~ konnte man sich nicht mehr auf jene un- 
veränderlichen Gestaltbestimmungen beschränken; nicht allein die dis- 
kret verschiedenen Erscheinungen mussten betrachtet werden, sondern 
auch die Wandlung derselben, die Veränderung selbst. Es stellte 
sich also das Bedürfniss ein, eine Methode zu ei-sinnen, welche die 
stetig sich verändernden Gestalten der Eeclinung zugänglich 
macht, was nui- durch diskrete Symbole möglich ist. 

Im Vorherigen wurde gezeigt, wie es möghch ist, die qualitativ 
verschiedenen Begriffe „Produkt, Verhältniss, Potenz" durch Ziffern, 
d. h. durch Symbole des rein quantitativen Suramenbegriffs auszu- 
drücken. Die Lösung war dort ziemlich einfach, weil nur bestimmte 
(unveränderliche) Verbältnisse stetiger und diskreter Grössen in Betracht 
kamen. Jetzt aber soll das diskrete Symbol den Begriff der 
stetigen Veränderung selbst ausdi-üeken; sozusagen den Seins- 
grund, wodurch eine Grösse sich als stetig charakterisirt , ab und 
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zunimmt, entsteht und vergeht. Die Aufgabe ei-scheint dem zu Gebote 
stehenden Mittel dislt reter Symbolisirung so heterogen, dass 
manche Philosophen den Erfolg einer hierzu ersonnenen Methode daraus 
erklären zu dürfen glaubten, weil gerade der Widerspruch der gewal- 
tigste Alles beherrschende Begriff sei, demzufolge alles Werden nur 
durch die Wechselwirkung solcher Heterogenitäten wie „Sein und 
Nichtsein" zu Stande komme. Die Empiristen bezeichnen zwar eine 
solche (Hegels) Philosophie für die ungenügendste- Dennoch steht das 
metaphysische Dogma, auf welchem sie unbewust stehen, obgleich 
sie behaupten gar keine Metaphysik zu treiben, ihre Konstruktion der 
Unendlich kleinen Grössen auf einer ganz ähnlichen Basis; denn ob 
das Sein aus dem Nichtsein, oder das Stetige aus dem Diskreten ent- 
stehen soll, ist ziemlich Dasselbe; dieser Widerspmch wird weder ge- 
hoben noch gemindert durch Einführung eines Zwischendinges „Un- 
endlich Kleines". Dem sinnliehen Vorstellen ist dieses Wort allerdings 
eine Hülfe, als Begriff ist es aber ein Bastard, ein Produkt heterogener 
Verschmelzungen, die in der Naturgeschichte am Platze sind, aber 
nicht in der Logik. 

Die Aufgabe ist also: 
Der Begriff Veraniieiung, welchei histousch aub den dyna- 
mischen Problemen henmging — von dem ganz dahmgestellt bleibt, 
ob er in der Natur eine obiektive Existenz hat msofein Dinge sich 
wirkKch verändern, welchei abei em logischei Begnff unseier Auf- 
fassungsweise ist — dieser Eegiift soll duiüi Zeichen diskieten 
Setzens, d. h. quantitative S'imbole ausgediückt und daduich der 
Rechnung dienstbar gemaiht ■weiden 

Wir müssen fest im Auge behalten, dass alles Rechnen auf dis- 
kreter Setzung beruht, alle Ziffern und Vei bindungszeichen arith- 
metischer Operationen sind diskiet, sos^ tianscendente Bezeichnuni;en 
können in die Rechnung nui eintreten, sofern sie diskiete Gestalt 
(gewöhnlich in Form unbegienztei Reihen) annehmen All dies ge- 
schieht aus dem logischen Giunde neil zui ^.usiechnung bestimmter 
Resultate unserem UrtheÜ liestimmte Ober- und Untei^ätze unter- 
breitet werden müssen; dies letztere geschieht in der Zeichensprache 
durch diskrete Symbole, gemeiniglich Grössen genannt. Wenn nun 
an dem Dogma von der AlleinheiTschaft des Grössenbegiiffs in der 
Mathematik festgehalten wird, so ist obige Aufgabe ein Widersprach. 
Man inuss dann in den Gleichungen die stetige Veränderung einer 
Summe von diskreten Äenderungen gleichsetzen; — was nichts 
ass ein logischer Begriff (Stetigkeit) 
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durch eine sehr grosse Anzahl von Wiederholungen seines Gegentheils 
(Diskretion) erzeugt werden könne. 

Bei dieser Aufgabe ist nun wie bei so vielen anderen Gelegen- 
heiten die Praxis der Theorie vorausgeeilt, und hat eine zu richtigen 
Resultaten führende Methode ei-sonnen, ohne sich Rechenschaft von 
dem Grunde dieser Richtigkeit geben zu können. Die wielitigsten 
dieser Methoden entstanden durch die Vergleiehung der Theilstücke 
grösserer Gebilde, die man um so ähnlicher werden sah, je 
weiter die Zertheilung der primären Gebilde getrieben wurde. Man 
bemerke in dem gebrauchten Ausdrucke — ähnlicher werden sah — 
die Verwendung des nicht quantitativen Begriffs ähnlich und des 
anderen „werden sah", welches ein Empündungs- und nicht ein 
Denkbegriff ist, welche letztere doch ausschliesslich in der Mathematik 
gebraucht werden sollen Der in der Sprache vorhandene und für den 
Ausdruck Aes Empflndungslebens durchaus berechtigte mystische Un- 
endlichkeitsbegriff bot sich dabei als das Medium um die rein 
technische Methode des Differenzirens in eine begriffliche Form zu 
kleiden. 



Kritik des Unendlich Kleinen. 

Die sprachlichen Elemente kennzeichnen diesen Begriff schon als 
einen negativen, der also nicht eine Bestimmung, sondern das Ab- 
sprechen einer solchen ausdrückt. Die negative Definition ist aller- 
dings der positiven ebenbürtig, wenn es sich um korrelative Begi-ifi'e 
innerhalb eines Oberbegriife handelt. Die Einheit z. B. kann ebenso- 
gut positiv definirt werden als „bestimmte Setzung" wie negativ als 
„Setzung ohne innere Unterschiede". Das Unendliche steht aber als 
Denkbegriff nicht in einem solchen Gegensatz gegen das Endliche, 
denn beide liegen nicht zu einem Ganzen abgeschlossen. Das GemUth 
spricht allerdings von Endlich und Unendlich innerhalb der "Welt 
inclusive Himmel; in der Logik handelt es sich aber um Denkbegriffe, 
Das Endliche hat nur einen Gegensatz, insofern es als das Exi- 
stirende aufgefasst wird; dieser Gegensatz ist aber nicht das Un- 
endliche, sondei-n das Nichts, Für die Denkbewegung (Kombina- 
torik) ist die Anwendung des Unendlichkeitsbegriffs schon deshalb 
unzulässig, weil er die Bestimmbarkeit negirt. Verbindet man 
ihn nun noch mit dem Grössenbegriff, welcher aussagt, dass Etwas 
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als grösser oder kleiner bestimmt werden könne, so hat man das 
hölzerne Eisen fei-tig. Das unendlich Gro^e oder Kleine heisst „unbe- 
stimmte Bestimmtheit" — nicht endlich, aber dennoch endlich Be- 
stimmtes. Da zwei verschieden tönende, aber in diesem Sinne syno- 
nyme Wortwurzeln in der Sprache vorhanden waren, endlich und 
bestimmt, so wiegte man sieh in dem Glauben, mit der lautlichen 
Aenderung eines wiedersinnigen Begrilfe einen logischen Begriff kon- 
struirt zu haben. Etwas ganz Anderes ist das Unbegrenzt, wie in 
B. III. 7 definirt. Dies galt dort, um das uneingeschränkte Fort- 
schreiten der Denkbewegung zu signalisiren; gibt es auch keine 
unendlich grosse Grösse, so gibt es doch eine unbegrenzt fortschreitende 
Denttliätigkeit , welche wohl eine grössere als jedwede bestimmte 
Grösse, aber nie eine im metaphysischen "Sinne unendliche Grösse er- 
zeugen kann. Insofern war das Symbol co berechtigt, sowohl mit dem 
negativen wie positiven Riehtungszeichen. Weiterhin war das co ein 
zweckmässiges Symbol zur Kennzeichnung, dass ein qnalitativer Begriff 
durch einen anderen ersetzt werden müsse; Biegsamkeit durch Starr- 
heit, Beweglichkeit durch Euhe. Diesem unbegrenzt grossen Fort- 
schritt steht aber kein Unendlich Kleines gegenüber, denn bei dem 
kleiner werden gibt es eine ganz bestimmte Grenze und diese, ist die 
Null, Grenze aller Grösse, aber selbst keine Grösse. Wollte man das 
00 und d(x) für Grössen nehmen, so entstände für die Logik das 
drollige Schauspiel, dass zwei kontradiktorische Gegensätze + co und 
— CO genau in ihrer Mitte zwei andere solcher Gegensätze + d{) 
und — äQ hätten, welche letzteren wiederum für identisch erklärt 
werden müssten. Das wäre so ziemlich die chinesische Dreieinigkeit, 

Jedes noch so wenig von der Null Verschiedene ist eine endliche 
Grösse. Hieniach gestaltet sich die Kritik der bisherigen philosophi- 
schen Begrllndungsvei-suche des Infinitesimalkalkuls folgei 



Erklärungsversuche der quantitativen Methoden. 
Leibnitz. 

Leibnitz erfand eine abgekürzte Differenzenreehnung. Als solche 
war seine Methode durchaus logisch, um Veränderungen mit jedem 
gewünschten Grade von Genauigkeit zu berechnen. Er suchte nie 
durch logische Gewaltstreiehe die absolute Genauigkeit zu behaupten, 
obschon sie thatsächlich stattfand. Als geschulter Logiker konnte er 
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die Newtonsclie Flusionserklärung nicht für eine philosophische Lösung 
des Problems halten. Sein Unendlich Kleines war ein sehr Kleines, 
ein Sandkorn am Meere. Es ist nur konsequent, wenn auch unter 
den Neueren viele zu dieser Auffassung zurückkehren und die Diffe- 
renzialien für redliche endliche Grössen erklären; hiermit ist wenig- 
stens die Logik gewahrt, und jeder Sprung vom Endlichen zum Un- 
endlichen, von der Grösse zur Ungrösse als falsch anerkannt; denn 
die Geringfügigkeit des Sprunges, seine relative Grösse, vermindert 
nicht seine Fehlerhaftigkeit als logisches Auskuuftsmittel. Man kann 
sich ja immerhin dabei beruhigen, dass die bei Düferenzimng und In- 
tegrirung gemachten Fehler sich gegenseitig aufheben , und die Diffe- 
renzialien etwa eine Durchgangstufe wie die Imaginäi'zifE'ern dai-stellen. 
Allerdings ist hier der grosse Unterschied , dass die absolute Kompen- 
sation bei den Imaginärziffem logisch bewiesen wird; aber nicht bei 
den Differenzialien. Ausserdem hinkt diese Parallele auch noch in 
anderer Beziehung, 

Newton 

führte den logischen Sprang vom Diskreten zum Stetigen aus, mit 
Vei-wendung des Begi'iffs der Bewegung. Er en'eichte damit eine an- 
schauliche Dai'stellung mathematischer Ausdrücke ; durch seine demon- 
stratio ad oeutos konnte man sich schon veranlasst fühlen , an die ab- 
solute Genauigkeit der Eechnung zu glauben, aber deshalb blieb die- 
selbe doch ebenso unbewiesen wie unbegriffen. Die diskrete und 
stetige Bewegung blieben als disparate Begriffe einander gegenüber, 
und nur dem oberflächlichen Denken schien dieser Gegensatz gemildert 
dadurch, dass bei beiden Begriffen dasselbe Hauptwort stand. Fliessende 
Symbole zur Darstellung der Stetigkeit zu gebrauchen, ist nun einmal 
nicht möglich, weil dadurch aller Zweck der Symbole vereitelt würde. 
Newton brachte auch keine brauchbaren Symbole zu Stande. Es ist 
alogisch zu sagen: die Geschwindigkeit, welche ein Punkt an einem 
gewissen Punkte der Bahn hat, soll ausgedrückt werden durch 
„Fluxion 3;" ; denn an einem bestimmten Orte der Bahn hat ein Punkt 
oder Körper gar keine Geschwindigkeit, wie schon die Eleaten wuss- 
ten. Der Begriff „Geschwindigkeit" setzt eine Zeit und eine' Ausdehnung 
voraus, welche während jener Zeit durchmessen wird. Der Ausdruck 
„Geschwindigkeit an einem Punkte" ist zwar in der Mechanik allgemein 
üblich geworden, und mag als abgekürzte Redensart gelten; nur darf 
man mit solchen Redensarten keine Logik konstrairen wollen. Schon 
Lagrange sah dessen Fehlerhaftigkeit, 
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„il faut avoiier qii'oii na pas mßme une idee bien nette de ce que 

c'est que la vitesse d'un point ä ehaque instant, lorsque cette vitease 

eijt variable". 

Es liegt aber hier ein grösserer Fehler als eine unklare Idee vor, 

nämlich die unlogisehe Verbindung von Geschwindigkeit und Punkt. 

Einen Sinn kann dieNe Zu'>amraen8tellung nur haben, wenn man den 

Punkt als Eepräsentint emei gewissen Ausdehnung ansieht, welche 

mit jener Geschwindigkeit duichmessen wird. Ist aber die Bewegung 

stetig veränderlich so ist auch diese Intei-pretation der Redensart 

unmöglich. 

6rrenzmetIiod.e. 

Die in der Neuzeit beliebte Grenzmethode stellt den Begriff eines 
Verhältnisses der Zuwachse (Inkremente) zweier veränderlicher Grössen 
auf für den Fall, wo diese Zuwachse selbst Null werden. 

Es wird hier derselbe logische Fehler begangen wie bei der 
Fluxion, welche nicht alleiu eine Geschwindigkeit, sondern sogar eine 
variable Geschwindigkeit an einem Punkte fordert. Zwei bestimmte 
Grössen haben ein quantitatives Verhältniss, und bestimmte Funktionen 
können gleichfalls ein solches haben, solange ihnen der Begriff der 
Quantität noch zukommt. Werden die Inkremente aber auf Null 
zurückgeführt, so heisst das: die Quantität wird ihnen abgesprochen, 
und damit hört alle Berechtigung auf, dieselben nach arithmetischen 
Operationen zu behandeln und zu beurtheilen. Es macht hierbei gar 
keinen Unterschied ob, wie man sagt, in nächster Nähe der Null jenes 
quantitative Verhältniss noch stattfindet. Die sinnliche Vorstellung 
mag sich hierbei beruhigen, aber nicht der logische Begriff; dieser 
letztere aber ist es, was vom mathematischen Beweise gefordert wird. 

Um diese Grenzmethode plausibler zu machen, hat man eine aus- 
gedehntere Definition der Unendlich kleineu Grösse versucht, welclie 
bei Neueren lautet: „Unendlich klein oder gross werden veränderliche 
Grössen genannt, wenn die ihrer Veränderlichkeit gesteckten Grenzen 
derart sind, dass sie über resp. unter jede willkürlich vorgelegte ein 
für allemal gleichbleibende Zahl hinausgehen kann". 

Diese Definition ist die ängstlich an das Grössendogma sich an- 
klammenide Auslegung der schon von Ohm gegebenen Definition : 

„Die unendlich kleine Zahl ist nie im Sein vorhanden, sondern 
nur im Werden begriffen; ihre Existenz kann aber nicht bezweifelt 
werden." 
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Glaubt man denn wirklieh, dass ein Begriff, welcher allen diesen 
verschiedenen Bedingungen genügen soll, noch ein reiner Grössenbegriü 
ist, ein einfaches Quantum? Und wenn es ein solches wäre, wie kommt 
denn die quantitative Untei'scheidung all der verschiedenen Unendlich 
Kleinen , ihrer Ordnungen etc. zu Stande , da sie doch eigentlich alle- 
sammt am Rande der Null Uegen, Oder wenn sie alle insgesammt 
unter jede beliebige Grenz zahl gebracht werden können, wo- 
durch sollen sie sich denn noch unterscheiden ? doch wahrhaftig nicht 
durch ihre Grösse! 

Etwas ganz Anderes ist es, wenn man von einer Funktion von 
Grössen spricht, die in ihrem quantitativen Inhalte sich ändert, wenn 
jene Grössen sich ändem. Ein Baum bleibt ein Baum, mag er klein 
oder gross geworden sein; seine Grösse darf aber nicht absolut ver- 
schwinden , nicht Null werden , sonst hört er sowohl auf, Baum als 
Grösse zu sein, Oder nehmen wir ein mathematisches Ding; zwei 
Zylinder, eine gewisse Art geometrischer (qualitativer) Formen, können 
ihrem Volumverhältnisae nach durch einen arithmetischen Quotienten 
verglichen werden; dieser Quotient kann dereelbe bleiben, wenn auch 
die Volumina durch alle Grössenstadien wachsen; werden sie aber 
Null, so hören sowohl Zylinder wie Quotienten auf. 

Noch haltloser wird die ßechtfertigung der Grenzmethode, wenn 
Imaginäi-ziffern als Grössen eingeführt werden ; denn hier verliert sogar 
der reale Grenzbegriff, das Quantum, welches ideal erreicht aber nicht 
tibei-schritten werden kann, seinen Sinn. Ueber die prinzipielle Fi'age, 
ob denn hier der Imaginärfaktor so ganz gleichgültig für seine Ver- 
bindung mit einer veränderlichen, werdenden ete. Grösse sei, ging 
man hinweg, weil der Erfolg das zu erlauben schien. Für Lagrange 
war allerdings auch diese letztere Betrachtung hinreichend, um der 
Grenzmethode jeden logischen Werth abzusprechen. Alle späteren 
Deuteleien haben hieran nichts verbessert. Was vorerst zu beweisen 
war: dass bei allen arithmetisch konstrairbaren Funktionen auch für 


wurde vorausgesetzt, weil — man jenes -^ ein Grössenverhältniss 

nannte. Im besten Falle wäre die Methode eine ßechtfertigung der 
Technik zu nennen gewesen; einen Einblick in den logischen Zusam- 
menhang konnte sie nimmer gewähren. 

Interessant ist es aber , den Gründen nachzuspüren , welche 
die Mathematiker bewogen, sich bei dieser Methode zu bemhi- 
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gen; denn hiermit wird schon die logische Lösung des Problems an- 
gedeutet, 

Vorevst war es die Erscheinung, dass bei der Ausrechnung ge- 
ftinden wurde, dass jedesmal, wenn die Inkremente Null werden, der 
Quotient derselben doch noch in Gestalt einer Ziffer erhalten werden 
kann. Man nannte das den mathematischen Beweis von der Richtig- 
keit der Methode. Sodann die Leichtigkeit, womit die sinnliche Vor- 
stellung durch sogenannte Grenzanschauungen von einem Begriffe zu 
einem qualitativ verschiedenen überaugehen sich bewogen fühlt; vom 
Polygon zum Kreise, von der konstanten zur variablen Geschwindigkeit. 
Weil alles dies in quantitativen Symbolen verfolgt werden konnte, und 
der Ei-folg die Richtigkeit nachwies, deshalb glaubte man mit dem 
anerkannten greif- und messbaren (deshalb exakt in jeder Beziehung) 
Grössenbegriffe zu operiren, währenddem ganz andere in diesen Sym- 
bolen verdeckt liegende Begriöe jene Erfolge erzielten. In einem 
Zeichen wurde gesiegt, aber nicht mit der Grösse. 

Lagi'ange 

endlich fand den Generalbeweis von der absoluten Richtigkeit der In- 
finitesimalformeln, indem er die Identität der Differenzialkoeffizienten 
mit gewissen arithmetischen Funktionen nachwies. Dem metaphysischen 
Bedürfnisse nach Einblick in den logischen Zusammenhang jener Ope- 
rationen war damit allerdings nicht gedient. Die Mathematiker klagten, 
dass man sich nicht vorstellen könne, wie das zugehe; warum gerade 
die derivir-ten Funktionen jene Resultate erzielten, ob nicht eine un- 
entdeckte Funktion noch Bedeutendei-es leisten würde. Diese letztere 
Frage hat Riemann in einer Studie: „Veisuch einer allgemeinen Auf- 
fassung der Integration und Differentiation" G. W. 331 — behandelt, 
und damit die Lagrange'sche Theorie in Hinsieht ihrer praktischen 
Bedeutung erweitert. Aber Lagi'ange liess nicht allein die logische 
Fi'age ungelöst, sondern er griff wieder zurück, auf die Symbolik Leib- 
nitzens, weil sein eigener Mechanismus zu mühsam arbeitete; und 



§4. 

Logische Lösung des Problems. 

Die logische Lösung wird nahe gelegt, wenn wir im Auge behalten, 
was eigentlich die Natur der Aufgabe ist. Diese ist, nicht Grössen 
zu bestimmen — das geschieht in der Elementararithmetik — sondern 
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Verändemngen ; z. B. in einem Spezialfälle, nicht die Ausdehnung 
einer durchlaufenen Bahn des Planeten soll gemessen wei-den, sondei-n 
die Art und Weise des Durchlaufens jener Bahn , das Gesetz der Be- 
wegung soll logisch dargestellt, nicht gemessen werden. Dies 
schliesst nicht aus, dass der Ausdruck jenes Gesetzes zum späteren 
Ausmessen der Bahn dienen kann. Die Veränderung ist ein Begiiif 
ganz anderer Art wie die Grösse, qualitativ verschieden von ihm. Die 
beiden Begiiffe können abei ^elbunden werden, und dann erhält man 
vei'schiedene Qualititen die sich \eiandeni. Die qualitativen Ver- 
ändeiungen sollen nun duiLh quintititne Zeichen ausgedrückt werden, 
und das ist m e;ewissen Grenzen nio„liLh nach B. III. 

Es können zwei Wege zui Losunsj des Problems eingeschlagen 
werden. Entweder muss der Begriff Veränderung in logischen 
Konnex zum Begriff Grösse gebracht werden, ähnlich wie etwa in 
A. VII. die Be^-iffe „Richtung, Entfernung", oder aber die logische 
Bedeutung der arithmetischen Funktion überhaupt und der derivirten 
Funktion insbesondere muss ergründet werden. Beide Wege führen 
zu demselben Resultate und erweisen darin ihre logische Verbindung. 



§ 5- 

Qualität arithmetischer Formen. 

Nach den gegebenen Definitionen , speziell Ausführungen B. III. 2, 
ist, was man gemeiniglich veränderliche Grösse nennt, keine reine 
Grösse mehr (in quantitativem Sinne). Irgend eine Zahl kann sich 
nicht verändera, ohne aufzuhören, jene Zahl zu sein. Der Grössen- 
begriff kann aber mit qualitativen Begriffen verbunden werden ; ein 
Stein, ein Pferd kann seine Grösse verändern, und solche I 
Verbindungen sind auch die veränderlichen Grössen der Analyse, 
sind im Allgemeinen Funktionen , Formen , welche eine 
Qualität als diese oder jene Form haben, welche Qualität als Ein- 
heit gesetzt wird in weiteren formalen Verbindungen; ist aber die 
abstrakte arithmetische Eins jene Einheit, so hört alle Qualität 
auf und damit zugleich die veränderliche Grösse. Eine der einfachsten 
arithmetischen Formen , welche als eine solche spezifische Qualität 
gesetzt wird, ist der Quotient als quantitatives Symbol des Ver- 
hältnissbegriffes. Dies Symbol ist seiner Struktur (arithmetische 
Foi-m) nach die Verbindung zweier Grössen durch einen Beziehungs- 
begriff (das Divisionszeichen), welcher aussagt, dass jene beiden Grössen 
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als Spezialbegriffe sich gegenseitig determiniren , in einem Ganzen 
funl^tional einander bestimmen. Diese Qualität der arithmetischen 

Form - bleibt nun ganz dieselbe, ob sie einmal oder unbegrenzt viele 

male gesetzt wird, ob es heisst 1, -,■ oder co. — ; ganz verkehrt wäre 

es aber, den letzteren Ansdruck 

CO . — gleich setzen zu wollen dem .- 

nach den gewöhnlichen arithmetischen Regeln, wenn man den Aus- 
druck zu begrifflichen Deutungen benutzen will, Soll quantitativ ge- 
deutet werden , so ist jene arithmetische Kegel 
^ __ ^ 

GQ. -^ _ y — CO 

richtig. Aber in verhältnissmässig wenigen Fällen wird eine solche 
Deutung gefordert. 

Wenn wir in der Zahltheorie Zihlen Nuchen W(,lche m dem gegen 
seifigen Verhältniss 2 : 3 stehen -^o dnifen wii m dem Ausdmck 
f (I) den eingeklammerten Brach nie nith aiithmetischen Regeln vei- 
ändera, um irgend einen einfacheren Ausdruck hervoizubiingen weil 
das die ganze Aufgabe zerstören wuide, weil wu es hiei nicht mit 
Zahlgrössen, sondeni mit Zahlqualitäten zu thuii haben Die Gios^e 
8 kann ein Symbol für ganz verschiedene Begiiffe sein, sie kann 
heissen 2.4, 8 . 1, 4 + 4, 2 . 2^, 2*, — Deutungen welche alle 
identisch werden, solange es nur auf quantitative Ausmessung ankommt 
welche aber eine jede heterogen der anderen bei Fiagen der Zahl 
tbeorie sind. 

Gehen wir zu einigen komplizirteren Formen über; vorerst der 
einfachst möglichen funktionalen Bestimmung, dem arithmetischen 
Konnex ei'Sten Grades zwischen zwei Elementarformen 
y -= ax + c 

Dieser Ausdruck gibt uns zunächst die Möglichkeit, einzelne Be- 
stimmungen des Gebildes 

(f! (y, X, c) ^^ [y ^ ax ^ c] 
nach Zahlwerthen auszurechnen, also eine gewisse Reihe von 
Zahlen anzugeben. 

Der Ausdruck als Ganzes ist aber zugleich Symbol eines von dem 
Quantum ganz verschiedenen Begriffs, wenn wir ihn schreiben 



^^(1)-» 
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und damit aussagen , dass in einem Gebilde der qualitative Verhältniss- 
begriff der beiden Elementarbestimmuugen ein l:onstanter sein soll. 
Dies sagt aus , dass zwei Elemente zu einem Ganzen systematisch ver- 
bunden sind , dass ihr VerhältiiissbegriiF ein konstanter ist , und die 
logische Deutung dieser arithmetischen Form ist der Begriff G-crade. 
Die Buchstaben y, x, a haben ihrei'seits auch Qualitäten; y und x be- 
deuten räumliche Ausdehnung, die Eiaheit des a dagegen ist die ab- 
strabte Zahleinheit. Durch die Verbindung dieser durch die Buch- 
staben bezeichneten vei-schiedeneD Begriffe entsteht jetzt als logische 
Deutung des ganzen (p, ein neuer qualitativer Begriff, welcher heisst 
Öeradhelt. Von Grösse der geraden Ausdehnung ist liier gar nicht 
die Rede; ob die Buchstaben y, x, a etwas Grosses oder Kleines be- 
deuten, ist einerlei; aber die Qualität der Form ist bestimmt durch 
die Verbindung von y und x zu einem Quotienten, und die weitere 
Bestimmung, dass der quantitative Werth (der materiale Inhalt) dieser 
Form ein konstanter sein soll. Hierdurch ist der Charakter obiger 
Form als Begriff Gerade bestimmt zum Unterschiede von Allem, was 
nicht Gerade ist, nicht zum Unterschiede von Etwas, was klein 
oder gross ist. 

Betrachten wir die Form 

y, r=: \x^ + j/^ = r^] 
und suchen den Charakter derselben auszufinden, logisch zu deuten, 
ganz abgesehen von dem materialen Inhalt, welcher in dieser Fonn 
vorgefunden werden kann. 

Abstrakt ausgedmckt sagt jene Fonn : 

Ein Begriff soll dadurch charakterisirt werden, dass von vielen in 
ihm enthaltenen Unterbegiiffen die Summe zweier immer statt eines 
dritten gesetzt werden können, wenn eine quantitative Deutung statt- 
finden soll. Die Buchstaben x, y, r mögen reine Zahlen bedeuten, 
Vielheiten der arithmetischen Eins. Statt der arithmetischen Eins 
können wir aber auch eine qualitative Einheit wählen, z. E. die 
räumliche Ausdehnung. 

Die Gleichung bleibt bei dieser veränderten Einheitsetzung absolut 
homogen und sagt aus: 

„Die verschiedenen Ausdehnungen a;, y, r bestimmen durch 
ihre formale Verbindung als 

<p. = |j/^ + 3^^ = r'] 
einen Oberbegi'iff y„ welcher heisst „rechtwinkeliges Dreieck". Durch 
ihre spezielle Verbindungsweise in obiger arithmetischer Form, 
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(1, h. dureli ihre Verbindungsweise als Summe zweier Quadrate 
einem dritten Quadrate gegenüber, demnach als Itinär quadra- 
tische Form 

bezeichnen sie nicht allein Verhältnisse der Grösse, sondern gewisse 
innere Beziehungen der Elemente in ({>,\ also Beziehungen der 
Richtung sowohl als der Entfernung, und von jenen Beziehungen der 
Richtung (der Lage! darf durchaus nicht abstrahirt werden (wie Rie- 
mann vermeinte), wenn nicht die wahre Natur jener Form, ihre 
Qualität, zei'stört oder absichtlich ignorirt werden soll. 

Dadurch, dass zwei verschiedene Ausdehnungen in Foim eines Quo- 
tienten zusammengestellt werden, ist auch der Begriff Ebene schon 
konstruirt oder postulirt. Dieser Begriff hat keinen ziffermässigen 
Ausdruck in dem Gebilde y = ax\ aber wie wiederholt bemerkt, die 
Symbole der Addition, der Gleichsetzung, der Faktoren Verbindung etc. 
sind ebensogut Begriffskonstruktionen wie die Buchataben und Ziffern. 
Die Qualität der additiven Verbindung von Quadraten ändert sich 
ihrei-seits wieder mit der Anzahl der Quadrate, welche verbunden 
werden, in allen Fällen, wo der Einheit jener Quadrate eine andere 
Bedeutung beigelegt wird als diejenige der diskreten arithmeti- 
schen Eins. Heisst die Deutung wie vorher „kontinuirliche Aus- 
dehnung", so involviit die additive Verbindung dreier Quadrate, wenn 
diese als unabhängig vorausgesetit werden, den Begriff Volum. Werden 
aber mehr als drei Quadrate von der Einheit „kontiniürliche Aus- 
dehnung" additiv verbunden , so kann die Forderung der gegenseitigen 
Unabhängigkeit nicht mehr aufrecht erhalten beiben zufolge des zahl- 
theoretischen Chai'akters der Zahl (4) wie bewiesen B. V. 2. 

Wenn die Pangeometi-ie vermeint durch ihr Kiilmmungsmaass Nuli 
die Ebene auf Grössen, die Lageverhättnisse auf Grösseverhäitnisse 
reduzirt zu haben, so vergisst sie, dass ihr Begriff „allgemeine Fläche" 
durch die Form einer Kombination zweier veränderlicher Grössen 
schon symbolisirt ist. Die neueren Studien über binäre, teraäre etc. 
Formen, komplexe Zahlen der Zahitheorie etc. sind der Anfang eines 
induktiv gefundenen Systems, dessen Leitprinzip im Obigen sowie in 
der ganzen Entwickelung der qualitativen Auffassun^weise ausge- 
sprochen ist 

Je nach der Natur der arithmetischen Formen kann nun die kon- 
stante Ziffer (gewöhnlich Parameter genannt), die eine solche arith- 
metische Fonn zu einem materialen Inhalte bestimmt, sehr verschiedene 
Qualitäten ausdrücken; denn es wird ja immer stillschweigend voraus- 
gesetzt, dass die Zahleinheit des Parameters sich auf eine spezifisch. 
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iDestimmte avithnietisehe Fovm bezieht. In der Kreisgleichung heisst 
diese Qualität „regelmässige Krümmung" und die verschiedenen Ab- 
stufungen (Gi'ade) dieser Qualität werden angegeben durch die Zahlgi-össe 
des Halbmessers. Wenn wir also die Zahlen 1, 2, 3 . . , . nennen und 
damit deren qualitative Bedeutung als Halbmesser verbinden, so denken 
wir uns unter jenen Zahlen eine Reihe von ähnlichen Figuren, deren 
Grösse des Umfangs wie jene Zahlen, deren Fläche wie das Quadrat 
derselben wächst. 

Verbinden wir dagegen mit jenen Zahlen die Bedeutung des Para- 
meters der Fonn x^ =^ py^, so denken wir uns eine ßeihe von unälm- 
lichen Figuren, deren Grad der Unähnlichkeit aber regelmässig wächst 
(Abstufungen durchläuft), wie die Stellen der arithmetischen Zahlreihe; 
sie bilden eine Eeihe von Parabeln von stufenmassig fortschreitender 
Oeffnung. In dieser Unähnlichkeit der Figuren der vorherigen Aehn- 
lichkeit gegenüber, ist der qualitative Unterschied der arithmetischen 
Fonnen 



(VI 
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ausgesprochen, wenn ihre Ziffereinheit dieselbe Bedeutung in beiden 
Formen hat. 

Schliesslich werde noch das bekannteste Beispiel von Qualität 
arithmetischer Foi-men erwähnt: Darstellung der Qualitäten Linie 
durch einfache Zahl, Fläche durch Produkt aus zwei, Körper durch 
Produkt aus drei Zahlfaktoren, Das Resultat der Multiplikation dieser 
Zahlfaktoren gibt eine gewisse Maasszahl an ; die Qualität dieser Maass- 
zahl aber wird gleichzeitig durch die Form jenes arithmetischen Kom- 
plexes eindeutig und nach logischen Regeln bestimmt. Das letztere 
wird begründet in B. VI. und C. I. 8. 9 vergleiche auch A. XII. S. 128. 

Wenn Jemand hai-toäckig behauptet, nichts Anderes als Zahl- 
gi'Össen in der Kreisgleichung sehen zu wollen, so bleibt ihm das un- 
verwehrt; ein solcher kann dann aber auch nie zum Begriff eines 
Kreises gelangen. Zur weiteren Verdeutlichung dieses Grundprinzips 
in der Vei'wendung der Zahlen zum Ausdruck qualitativer Unterschiede 
diene die Hinweisung auf die „charakteristische Zahl" einer 
jeden Fläche oder Kurve, welche sich nicht ändert, wenn das betref- 
fende Gebilde durch eine lineare Substitution umgeändert wird ; auf 
das durch einfache Zahlen ausgedrückte Geschlecht der Kurven etc. 
Bei all diesen Fragen dient eine jede Zahl als Ausdnick eines be- 
stimmten Charakters der Kui-ven, als Symbol eines qualitativen Begriffs ; 

16 
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diese Za!i! ist die mögliehst vereinfaclite Repräsentation eines gewissen 
analytischen Formkomplexes. 

So tinden wir schon an allen Ecken und Enden der mathemati- 
schen Forschungen den Begriff der Qualität auftauchen, wenn aucli 
maskirt; die öffentliche Anerkennung desselben wird dazu dienen, das 
stellenweise Auseinandergehen jener Einzelfoi-sehungen wieder zu einem 
geschlossenen System zu vereinigen. 



Ausdruck der Qualität kombinatorischer Gebilde durch 
Symbolisirung des Begriffs „Veränderung". 

Die analytische Formei eines Gebildes der Kombinatoi'ik soll 

1) eine begriffliche Definition des Gebildes, eine vollständige Dar- 
legung seiner Elementarbegriffe und ihi'er Verbindungsweise 
geben ; 

2) ermöglichen, eine jede Einzelbestiinmung für jeden Fall auszu- 
messen, wenn dein betreffenden Gebilde eine bestimmte Grösse 
gegeben wird. 

Die erete Aufgabe ist die theoretisch wichtigste ; denn bei den 
prinzipiellen Untersuchungen geben wir den Buchstaben der Fonneln 
gar keine Bestimmung der Grösse nach. Untersuchen wir die Natur 
der Kreislinie, so bleibt es ganz gleichgültig, wie gross der betrachtete 
Kreis ist. Die obigen Zwecke einer Formel können nun auf sehr 
mannigfache Weise ei-füilt werden, welche eine jede für bestimmte 
Fälle die zweckraässigste ist. Wenn wir z.B. den Kreis defloiren als: 

a) yi + x^ = r^ 

so sagt diese Gleichung in i-ein quantitativer Deutung nur aus: 
mau solle das Quadiat einer bestimmten Zahl ausdrücken als Summe 
zweier beliebigei anderer quadrirter Zahlen, und alle mögliehen 
Zahlen autsuchen, welche dieser Bedingung zu entsprechen ver- 
mögen 
Diese i^uantitatne Gleichung lässt sich als Definition des Kreises 
deuten, ^^enn wu den einzelnen Buchstaben neue Begriffe beilegen. 
Erstens, soll eine lede Zahl räumliche geradlinige Ausdehnung be- 
deuten; ausserdem wird der binären arithmetischen Form, dieser 



y Google 



Symbol des Veränderungsbegriffes. 243 

spezifisclieii Verhindungsart zweier Quadrate durch das Additionszeiehen, 
der Begriff Ebene — oder was hiermit gleiclibedeutend ist — die 
rechtwinklige Stellung der Ausdehnungen y und x untergelegt. Das 
■versteht sich weder von selbst noch ist es nothwendig; man könnte 
diesen Verbindungsraodus noch ganz anders deuten. Wenn man ihn 
aber in dieser Weise deutet, so ergibt sich aus den A. VII. dar- 
gelegten logischen Gränden eine konsequente Konstruktion der Gebilde 
der ersten drei Potenzen, 

Dem Anschein nach viel einfacher ist die Definition des Kreises 
durch die Gleichung 
h) Q = C in Worten : der Radius ist von konstanter Grösse. 
Doch um diese Gleichung als vollständige Definition gebrauchen 
zu können, muss in dem Begriff Radius oder seinem Symbol q schon 
der Begriff Ebene und Winkel enthalten sein. Diese Gleichung wird 
deshalb nur für einige Spezialfälle wirklich zweckmässiger sein als die 
frühere. 

Die beiden Definitionen a) und b) können als statische be- 
zeichnet werden, insofern sie immer nur für einen bestimmten Fall, 
wenn die eine Bestimmung y so und so gross gesetzt wird, angeben 
wie gross in diesem Falle die andere Bestimmung ist; also 
feste (iiihende) Bestimmungspunkte innerhalb des Gebildes kenn- 
zeichnen. 

Man kann aber auch eine dynamische Definition der Gebilde 
vei-suchen; und dieses ist nach logischem Gesetz die einzige neben der 
statischen noch mögliche. Die dynamische Definition kommt darauf 
hinaus, dass wir angeben, auf welche Art und Weise sich die Be- 
stimmungsstücke verändern , wenn wir das Gebilde seinem ganzen 
Umfang (im logischen Sinne) nach entstehen lassen, Dass der Begrift' der 
Veränderung auf alle Funktionen anwendbar ist, geht aus dem Begriff 
dieser hervor, definirt als: 

Ein Produkt von Faktoren; oder ein bestimmtes Gebilde, welches 
mannigfaltige Bestimmungen innerhalb seiner zulässt, welche Bestim- 
mungen aber alle von einander abhängig sind, in Wechselwirkung 
stehen, eben weil sie ein logisches Ganzes bilden. 

Dass diese genetische Betrachtungsweise der Gebilde ebenso be- 
rechtigt ist wie die statische, geht daraus hei-vor, weil die Gebilde der 
Kombinatorik, werden dieselben als arithmetische oder als geometrische 
Fonnen gedeutet, durchaus keine vom Himmel gefallene Thatsachen 
sind, die wir nachträglich vermittelst einer, man weiss nicht woher 
uns übermachten Brille betrachten, sondern weil eine jede solche Form 
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selbstthätig von uns erzeugt werden muss, damit sie Überhaupt ins 
Dasein gelange; ein Satz der des "Weiteren in Buch A. bewiesen wurde. 
Wenn zwar der Mathematilier mit seinei- Feder ein willltürhches Kon- 
glomerat von Symbolen aufbaut , so kann etwas herauskommen , was 
nicht logisches Gebilde heissen darf, was also durch logischen Prozess 
nicht genetisch verfolgt werden kann; so z. B, das Differenzial von 
{ — 1)^, oder Logarithmus von — as bei imaginärer Basis. Von 
dergleichen Spässen der Zeichenkunst, die mathematischen Technikern 
vielleicht als polygene Funktionen vorschweben, i3t aber hier nicht die 
Rede, sondern nur von logischen Gebilden, 

Wenn wir in obigem Sinne die Veränderungen der analytischen 
Formel betrachten, welche die statische Definition des Kreises gibt, so 
erhalten wir 

(y + JyY 4- (^ + ^xy = r^ 
wobei z/y als die Veränderung (Zuwachs) gilt, wodurch ein bestimmtes 
y zu einem anderen wird, wenn der Prozess der Erzeugung dos ganzen 
Kreisgebüdes vor sich geht. Es wird also nach der allgemein üblichen 
Bezeichnung 

y zu {i/ -\- Jy) wenn x zu {cc + Jx) wird. 
Dieses Werden heisst hier also sowohl Zunehmen wie Abnehmen. Der 
Begriff der Veränderung bleibt derselbe bei additiver wie subtraktiver 
Verbindung. 

Die Bestimmungen werden in diesen Symbolen nicht als feste Aus- 
dehnungen, sondern als Etwas betrachtet, was sich verändert hat, ge- 
wachsen ist. Wenn wir aus dieser Gleichung nun den Ausdruck -,- 

herausschälen und ihm ein bestimmtes Symbol als aequivalent ent- 
gegenstellen, so haben wir den Begriff der gegenseitigen Verändemng 
von x und y, wie diese im Kreise stattfindet, durch ein quantitatives 
Symbol ausgedrückt, weiches demnach in allen weiteren Rechnungen 
als Repräsentant der Natur des Kreises auftreten darf und muss. 
Führen wir die angedeutete Rechnung aus, welche sich sehr einfach 
bewerkstelligen lässt durch die Betrachtung, dass die Art der Ver- 
änderung unabhängig davon sein muss, ob dieselbe als Zuwachs oder 
Abnahme arithmetisch ausgedrückt wird; da^ also die Gleichungen 

(y -+- Jyy + {x + JxY = r^ 

{ij — JyY + {X — Axy = rs 
zusammen bestehen müssen, so erhalten wir 

^ _ a; _ _ y »■^_— y* 
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Diese Gle chun i t e ne e! enso küiiekte Petintion 1p Kieises 
ivie die a) und 1 j '>ie kann ebenso wie jene quantitativ un 1 qualitativ 
gedeutet werden 

Bei der letzteren Deutung welche liiei haupts'lphlich ißteiessirt, 
sagt sie aus: da-^s las aiithmetische Verliiltni&s dei koiiesponlu enden 
Veränderungen Jy und Jr "ftenn es durch eine aiithmet S(,he Foi-m 
von w und y ausgedmckt ^\eiden darf ginz uuabhingig ist ^on der 
(JrBsse diesei Veitaleiungen das«; dies \eihAltniss füi ^lle 'Stellen 
des Kreises und ille (jrossen dei "Veiandeiungen duich das 1 onstante 

Symbol — — lepiasentiit, lesp. duieh die diesem Sjnibol zu bmnde 

liegenden BegiiiFe definirt wird. 

Betrachten wir nun die Stiiiktur des Svmbols , so sagt dies 

in der Gleichung 



Die Verhältnisse der Elementarbestimmungen x, y stehen reziprok 
den Verhältnissen ihrer Veränderungen gegenüber; und weil in dem 

Ausdr-uck kein fremder Faktor mit den x und m verbunden ist, 

y 

weil demnach der Ausdruck der Veränderung ganz unabhängig von der 
Stelle ist, an welcher das x und y -sich ändert, deshalb ist der Ver- 
änderangsprozess , welcher das Gebilde erzeugt, ein absolut regel- 
mässiger , uniform an allen Stellen des Gebildes ; dieser uniforme 
Prozess heisst, weil es sich hier um eine binäre arithmetische Form 
handelt, „i'^gelmässige ebene Ki-nmmung". Diese Krümmung wird 
durch das Minusvorzeichen als eine konkave delinirt. 

Will man die Veränderungen quantitativ berechnen, so braucht 
man statt der allgemeinen Symbole nur bestimmte Grössen in die 
Gleichung zu bringen. In ähnlicher Weise lassen sich die Gleichungen 
von Ellipse und Hyperbel diskutiren. 

Die gestellte Aufgabe, die Natur eines Gebildes durch den Begriff 
der Veränderung in analytischer Weise zu defioiren und demnach eine 
jede Bestimmung oder Betrachtung der Gebilde der Rechnung zu unter- 
werfen , ist hiermit für Formen zweiten und ersten Grades gelöst. Man 
spricht das Resultat in der Mathematik durch den logisch unverständ- 
lichen Satz aus: „die unendlich kleinen Inkremente einer Funktion 
zweiten Grades haben ein endliches Verhältniss". 
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Für Foiineii höherer Grade scheint die Lösung schwieriger zu 
werden, ist es aber nicht, wenn man nur logisch fortschreitet, und in 
den Symbolen nicht andere Sachen sucht als was sie sagen können; 
aber auch Alles was sie aussagen können. 



§ 7. 

Dialektische Analyse der Funktionen nach dem Begriff der 

Veränderung. 

Der in B. III, 6 allgemein hewiesene Satz war, dass eine jede 
Eigenschaft der kombinatorischen Gebilde (arithmetischer Funktionen) 
durch eine AUziffer ausgedmckt werden kann. Zu diesen Eigenschaften 
gehört ebensowohl die Grösse der ganzen Funktion, oder Ausdehnung 
irgend eines Theiles derselben (was allgemein materialer Inhalt derselben 
genannt wurde), wie auch eine jede formale Eigenschaft, welche sich 
an dem Gebilde auffinden lässt. 

Betrachten wir den allgemeinsten Ausdruck einer Funktion, wobei 
wir jedesmal nur zwei sog. Variable (sich gegenseitig bestimmende 
Eigenschaften oder auch Grössen) berücksichtigen; denn hat man ein 
Gebilde von mehreren Variablen, so muss dasselbe als ein Komplex 
Vieler von je zwei Variablen betrachtet werden, ähnlich wie ein System 
von vielen Gleichungen mit mehreren Unbekannten. Aus diesem 
Grunde, weil bei einer jeden Analyse jedesmal nur zwei Variable be- 
trachtet werden können, kann man sich die ganze Funktion unter dem 
Bilde einer in der Ebene gezogenen Linie denken, und deren Variable 
als die einem jeden Punkte dei'selben zugehörigen Koordinaten, seien 
dies nun Linien, Winkel, bestimmte Grössenverhältnisse oder sonst 
welche Bestimmungsstücke. Man kann natürlich auch irgend eine 
andere Kombination von Denkbegriffen wählen, um den Fortgang der 
Bestimmungen helfend zu fisiren; die Ebene ist aber das geläufigste 
Bild. Der allgemeine Ausdruck sei also 

Wenn nun y und x entsprechende Verändeningen erleiden 
iy ^" ^y) == (x + JxY 
so zeigt die Elementararithmetik, dass die rechte Seite des Ausdrucks 
sich entwickeln lässt aJs eine im Allgemeinen unbegi'enzte Eeihe von 
Gliedern , weiche nach ganzen Potenzen von Jx geordnet Werden 
können, also als 

y + Jy = a;"' + wa;""' zlx 4- c^x'"'"- Jx- + 
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Diese Entwickelung ist allgemein gültig, weil ^anz davon abgesehen 
wird, was die Buchstaben möglicherweise bedeuten können; vielleicht 
Grössen, ^ielleicbt aber auch ganz andere Sachen, immer aber 
Setzungen des Deukaktes, und demnach den Gesetzen der Kombinatorik 
unterworfen. 

Hieraus ergibt sieh als Äusdmck für das Verhältniss der gegen- 
seitigen Veränderungen Jy : Jx 

1) —^ = wa^-i ■+- lo'^x"'-- Jx + 



Hier sehen wir, dass die zifl'ermässige Darstellung des Veiände- 
rangsverhältnisses einer jeden Funktion ein- Glied enthält, w«™"'', 
weiches ganz unabhängig ist von der Grösse der Verän- 
derungen, welche stattgefunden haben, denn es enthält weder z/y 
noch Jx. Ebenso unabhängig ist dieses Glied von der Stelle der 
Funktion , an welcher die Verändemngen stattfinden. Was dieses 
Glied also aussagt, gilt für den ganzen Umfang, jeden einzelnen 
ausgedehnten Theil und jede Stelle oder Punkt der Funktion. Dieses 
Glied ist also der zifi'ermässige Ausdruck dei allgemeinsten 
Eigenschaft der Funktion, bezeichnet einen Begiiit 

Bei den einfachsten Funktionen , welche von dem alltaglichen 
Denken gebraucht werden, hat die Sprache Wöitei tai diese J 
geprägt. Bei der geraden Linie ist jenes Verändeiungsieihaltniss 

—S- ^ « t= konstant 

Jx 
und diese Zilfer a heisst in der Sprache konstante Richtung o 
gerade. 

Bei dem Kreise erhielten wir 



und dies unter dem Verständniss, dass es aus der Kreisgleichung 

heratammt, heisst „konstante Verändemng der Richtung, regelmässige 
Krümmung". 

Bei der Ellipse ist ~,^ = — — und dies heisst Krümmung, 
' Jx ay 

abhängig von zwei Faktoren, welche ihre AVirkung rechtwinklich zu- 

1 machen. 



Auch bei komplizirten Funktionen, welche im Leben iiautig vor- 
kommen, hat die Sprache diese Charakteristik durch Worte begrifflich 
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ausgedrückt. Z. B. Ganghöhe bei der Sehraube, Abfallen vom Log 
bei der Sehitfsrechnung etc. 

Wenn wir beabsichtigen, uns nur mit dieser allgemeinsten 
Eigenschaft einer Funktion zu beschäftigen, so dürfen wir nur dieses 
erste Glied der arithmetischen Entwickelung berücksichtigen, alle 
anderen Glieder sind indifferent dieser Betrachtung gegen- 
über. In dieser qualitativen Betrachtung ist die Formel 1) ebenso- 
wenig eine quantitative Gleichung wie die Foi-m m + n.i = o. Sie 
ist ein Aggregat von heterogenen Gliedern, eine Zusammenstellung von 
verschiedenen Begriffen , die allerdings durch die Konjunktion 
und aber nicht durch die Summu ungszeichen plus und minus ver- 
bunden werden können. Die einzelnen Glieder dürfen nicht mehr als 
quantitative Werthe, sondeni müssen als Formenkomplexe betrachtet 
werden. Sie sind deshalb doch dei Rechnung zugänglich; wenn sie 
aber arithmetisch behandelt weiden sollen, so dürfen nur homogene 
Glieder vereinigt werden ; die Formel muss also in so viele Gleichungen 
zerfällt werden, als sie verschiedene Foiinbegriffe enthalt, und dann 
erhält man eine Anzahl von arithmetischen Gleichungen , während der 
Ausdnick 1) eine logische Gleichung genannt werden muss, d. h. 

Der Ausdnick 1) ist allerdings eine Gleichung, wenn er quantitativ 
entwickelt werden kann; gegenwärtig aber handelt es sich um die 
qualitative Deutung der kombinatorischen Entwickelung überhaupt. 

Wenn wir dagegen den Ausdruck 1) quantitativ betrachten, so 
ist er eine lichtige Gleichung; und wir können daraus die Ausdehnung 
der Funktion berechnen, welche einer gewissen Grösse der Verände- 
rungen -^ entspricht. Wir haben dann einfach nachzusehen, ob 

die rechte Seite der Gleichung eine konvergirende Reihe ist, und be- 
gnügen uns mit einer solchen Anzahl von Gliedern , wie sie zu dem 
beabsichtigten Zwecke hinreicht. 

Wenn wir die qualitative Betrachtung anwenden, so ist es zweck- 
mässig, dieses symbolisch anzudeuten: wir schreiben demgemäss 

2) ii =.»;«.-' statt ^i^- 

und dies bedeutet, dass die allgemeinste Eigenschaft der Funktion 
y = x"" durch den Formalkomplex wa;""-' symbolislrt wird. Der- 
selbe ist weder eine Grösse, noch hat er eine Grösse; sondern ist eine 
Charakteristik der Funktion, eine qualitative Einheit jedem 
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anders gebildeten Formalkomplexe gegenüber. Aber als solche quali- 
tative Einheit kann er in die Rechnung eingeführt, mit seinem viel- 
fachen verglichen werden, und deshalb kann der Komplex 2 . wiC"-! 

als das Doppelte von -^ gelten. Allerdings muss er nicht als das 

Doppelte gelten, denn aus einer ganz anderen Funktion kann dieses 
2.<(;fl;"'-i vielleicht auch als Charakteristik einer anderen Stufe der 
Ordnung, also eines weniger allgemeinen Begriffs, hervorgehen. Hier 
■keine Unordnung oder Vieldeutigkeit eintreten zu lassen, ist Auf- 
gabe der Integraireehnung. 

Man kann deshalb die vorgebliche Gleichung 

dx 
auch folgendermaassen auslegen: Es handelt sich um eine gewisse 
qualitative Einheit, ein spezifisches Individuum, dessen Visitenkarte 
lautet wa;'"~i, um auszudrücken, dass diese Chiffre sich nicht auf eine 
Körperlänge oder irgend eine Nummer der Statistik bezieht, sondern 
seinen Charakter symbolisiren soll gemäss den logisch aufzustellenden 
Kegeln einer Symbolik durch arithmetische Foimeu, deshalb schreiben 

wir vor die obige Chiffre das Vorzeichen f-^^ =], ebenso wie man die 

Vorzeichen -i- und — auch zu einer qualitativen Bestimmung der Ein- 
heit benutzt. 

Man ist gewohnt bei dem geometi-ischen Bilde den ei-sten Diffe- 
renzialkoeffizient einer Funktion sich als die trigonometrische Tangente 
des dm'Ch Tangente und Koordinate gebildeten Winkels vorzustellen. 
Das ist quantitativ richtig; nur rauss man nicht vermeinen, an dieser 
Tangente ein Ding zu haben, was mit dem hier aufgestellten allge- 
meinsten BegrifE der Natur jener Funktion in Konflikt käme. Jene 
Tangente ist ein veränderliches V e r h ä 1 1 n i s s , keine Grösse. 
Eine Grösse wird es nur bei Bestimmung eines Punktes der KuiTe. 
Bei der Betrachtung der Kurve als Individualganzes darf man demnach 
nicht behaupten, dass eine Tangente das Aequivalent ihres Differen- 
ziaikoeffizienten sei; sondem dies wahre Aequivalent ist ein Begriff, 
der alle in der Kurve möglichen Tangenten als Unterbegriffe ein- 
schliesst. 

Das Resultat also ist: 

Die charakteristische Natur einer Funktion , der allgemeine Ober- 
begiiff, welchen sie ausdrückt, hat als arithmetisches Symbol das von 
der Grösse und Stelle der Veränderungen unabhängige Glied in der 



y Google 



250 B' Kap. VI. Die Formenrechnung. 

Entwicklungsreihe nach Potenzen dieser Verändeningen ; was aus dem 
logischen Grunde so sein muss , weil ja sonst kein Oberbegi-iff durch 
jenes Symbol ausgedrückt wäre. Die Einführung von unendlich 
kleinen Grössen und ähnlichen mystischen Begriffen ist ebenso logisch 
falsch wie auch unnöthig, sobald man dazu übergeht in den arith- 
metischen Formeln, nicht allein den quantitativen Inhalt, sondern auch 
die fonnale Gestalt zu betrachten, in welcher dieser Inhalt als analy- 
tischer Ausdraek v o n spezifischer Form gegeben ist. Diese beiden 
Betrachtungsweisen sind gegeben und nothwendig, weil in einem jedea 
Gebilde der Kombinatorik (wie in jedem anderen der Logik) Form 
und Inhalt unterschieden werden müssen, bei einer Deutung also 
von gleicher Bedeutung (gleich bedeutsam) sind*"). 

Die EntWickelung 1) ist in qualitativer Hinsicht eine Darlegung 
aller Eigenschaften einer Funktion, Im Falle dieselbe in begrenzter 
FoiTa stattfinden kann, hat man eine aufsteigende Reihe von Eigen- 
schaftsbegiiffen , deren ein jeder Unterbegrilf unter dem durch die 
niedere Potenz ausgedräckten Oberbegriff, und wieder Oberbegriff über 
die durch die nächst höhere Potenz des Zuwachses dargestellten Unter- 
begrifl' ist In gewöhnlicher Terminologie: ein jedes Differenzial ist 
Integral seines Differenzials; a\so eine vollständige (und exakt mathe- 
matische) dialektische Analyse. "Wenn die Entwickelung nur in unbe- 
grenzter Reihe gegeben werden kann , so verhindert das nicht einen 
jeden Begiiff (Charakteristik einer jeden Stufe) aufzusuchen, welche 
von Interesse sein sollte; denn ein bestimmtes Gesetz in dem Fort- 
schritt der Reihe mu^ vorliegen, sonst hat man es überhaupt mit 
keinem funktionalen d, h. logischen Gebilde zu thun. Der Taylorsche 
Lehrsatz ist d^ allgemeine Schema einer so\chen Entwickelung, und 
bedarf in der qualitativen Betrachtung ebensowenig eines Beweises wie 
etwa die Entwickelung der Potenzen eines Binoms in der quantitativen. 
Quantitativ kann aber der Taylorsche Satz gar nicht allgemein bewiesen 
werden, wie dies auch Cauchy ehrlich eingestanden hat. 

Werden die Eigenschaften von Funktionen vei-schiedener Grade 
verglichen, so ist das Gesetz der Homogenität zu beobachten; aber 
nicht wie bei der geometrischen Deutung , welche nur die Vergleichung 
gleicher Potenzen zulässt, sondern es dürfen nur gleiche Stufen der 
Verändemng also gleiche Differenzialordnungen verglichen werden; 
denn diese drücken die homogenen Stufen des Verändemngshegriffes 
aus, wenn auch ihre arithmetischen Symbole verschiedene Potenzen 
der Variablen enthalten. 

Aus der dialektischen Zerlegung einer Funktion nach dem Begriff 
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der Vefänderuiig in eine Stufenreihe von Gliedern, welclic ein jedes 
eine Eigenschaft der Funktion ausdrückt, die unabhängig ist von der 
Grösse und der Stelle der Verändemngen , welche in den vorher- 
gehenden Gliedern der Abstufungen möglich sind, folgt: 

dass jene Entwickelung uns auch die vollständige Aufzählung aller 
Eigenschaften gibt, welche in jener Funktion überhaupt zu finden sind, 
die also hinreichen, um eine jede Frage betreffs jener Funktion zu 
beantworten; denn diese Eigenschaften liegen nicht heterogen neben- 
einander wie weich, sauer, gi-ün etc., sondern folgen stufenweise aus- 
einander. 

Bei den Gebilden ersten Grades ist der Differeazialkoeffizient nicht 
allein Symbol des allgemeinsten Eegiiffes, sondern auch des ein- 
zigen, welcher in jenem Gebilde vorhanden sein kann, Vei-schiedene 
Arten der Geradheit, wie etwa die Hypergeometrie will, wider- 
sprechen deshalb schon einer allgemein logischen Intei-pretation 
der Formen. Wenn wir aber vei'schiedene Arten der Geradheit aner- 
kennen wollten, so mü^te doch dem Gesetz einer jeden logischen Sym- 
bolik zufolge das analytische Gebilde ersten Grades mit einem absolut 
einfachen stets identischen Begriff gedeutet werden. Die entsprechende 
ümkehrung dieser Forderung s. S. 145. 

Im Allgemeinen drückt ein Differenzialkoeffizient beliebiger Ordnung 
die geometrische Aehnlichkeit der Gebilde aus, deren qualitative Ein- 
heit sein Formalkomplex angibt. Deshalb sind alle Kreise ähnliehe 
Gebilde; bei den Ellipsen aber nur solche von gleichem Verhältniss 
der Axen. 

Es ist schon ein geläufiger Ausdruck geworden von der Aehnlich- 
keit in den unendlich kleinen Theilen zu sprechen. Diese Kleinheit 
der Theile hat aber gar Nichts mit der Aehnlichkeit zu thun. Zwei 
Kurven, welche sich in einer grösseren Ausdehnung unähnlich, sind 
es ebensogut in einer kleineren; wir bedüi'ften dazu nur besserer 
Mikroskope, um diese Wahrheit auch ziemlich greifen zu können. 
Aber die Aehnlichkeiten, welche durch die Differenzialkoeffizienten aus- 
gedrückt werden, sind ganz verschiedener Art, je nach der Ord- 
nung jener Differenzialen, Eine Ellipse als Ganzes (Individualgebilde) 
ist einem Kreise viel ähnlicher als einer Schraubenlinie, obscLou man 
aus der letzteren ein dem Kreise viel ähnlicheres Stück als der Ellipse 
herausschneiden könnte, wenn man sich nur auf die sinnliehe Be- 
obachtung beruft. Diese Aehnlichkeit liegt im Begriffe der^Kurve; 
bei der Schraubenlinie ist der Begiiff der räumlichen Ausdehnung 
nothwendig, welche bei Kreis und Ellipse nicht vorhanden ist; und 
deshalb sind bei den beiden letzteren auch die Ditferenzialkoeffizienten 
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einandei' ähnlicher, verglichen mit dem evsteren. Deutlicher wird es 
noch, was eigentlich dem alogischen Ausdrucke „Aehnlichkeit in den 
unendlich kleinen Theilen" zu Grunde liegt, wenn man diese Ver- 
gleichung zwischen der geraden Linie und dem Mittelstüek der Lem- 
niskate ausführt. Obgleich dies eine Kurve viei-ten Grades ist, so 
wird doch Jeder zugeben, dass die anschauliche Äehnlichkeit zwischen 
einem ziemlich grossen Stück gerade Linie und dem Mittelstüek der 
Lemniskate viel grösser ist, als zwischen viel kleineren Stücken von 
Linie und Kreis. 

Hat man eine Zusammenstellung mathematischer Symbole, welche 
einer bestimmten Zerlegung nicht fähig sind, erscheinen gebrochene 
oder regelmässig fortschreitende Potenzen der Variablen, so zeigt dies, 
dass eine bestimmte Funktion in logischem Sinne nicht vorliegt. So 
ist z. B. eine i-eduktibeie Gleichung insofeni schon nicht mehr eine 
logische Funktion, als sie Lösungen zulässt, welche auch schon von 
einer Gleichung niederen Grades gegeben werden; insofern also in der 
analytischen Definition des Gebildes ein unnöthiges Zuviel von Bestim- 
mungen, eine zu hohe Qualitifctstufe , ein zu allgemeiner Oberbegriff 
verwendet wurde. In der Eiemann'schen Konstruktion als Blätterfigur 
«■scheint deshalb eine solche Gleichung als mehr oder weniger isolirte 
Gruppen von Blätterfiguren, welche in Einzelpunkten zusammenhängen, 
aber kein logisches System mehr bilden. Riemann hat im Allgemeinen 
die Aufgabe gelöst, alles was man in mathematisch-technischem 
Sinne Funktion nennt, in diejenigen Systeme zu zerlegen, welche 
man in logischem Sinne Funktion nennen dari; es stellen sich 
dabei in seinen Blättei-figuren die ersteren dar in den meisten Fällen 
als ein mehr oder weniger lose zusammenhängendes Konglomerat von 
geometrischen oder auch imaginären Figuren. Wenn bei den letzteren 
die Verbindungsweise der imaginären Gebilde geometrisch ist, so kann 
man sie als logische Funktionen bezeichnen; denn der Name dieser 
Gebilde, heisse er imaginärer Punkt, Kurve oder Köiper, hat keine 
Bedeutung: er bezeichnet nur eine gewisse, konsequent festgehaltene 
Einheit von bestimmter Qualität, eine analytische Form zur Einheit 
gemacht und mit einem ziemlieh willkürlichen Worte benannt. 

Die alleinige Differenziation der Funktionen hat schon sehr bedeu- 
tende Resultate ergeben, z. B. bei dem Tangentenproblem, den Fragen 
nach Maximum und Minimum, den Untersuchungen über Krümmung 
etc. Man sehrieb dies gewöhnlich der Vereinfachung der Gleichungen 
zu, welche durch die Differenziation erfolgt; weil man in der verein- 
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fachten Gestalt die Gebilde bequemer analytisch behandeln und ihre 
Natur Studiren könne. Diese rein technische Erklärung des Ei-folges 
verkennt vollständig die logische Ursache desselben. Diese letztere 
liegt darin begründet, dass durch die Differenziation neue Begriffe 
entwickelt werden. Wäi'e ihr Sinn nur die Auflösung der Gebilde in 
sehr kleine Theile, so könnte man erst von der Integration ein Resultat 
d. h. die Herstellung eines vernünftigen Objektes erwarten. 

In allen gegebenen Deduktionen war es nicht nothwendig, speziell 
von dem Symbol V — 1 und seinen Verbindungen zu sprechen , denn 
die Allzitfei blieb überall vorausgesetzt. Die quantitative Auffassung 
würde jedoch keinen einzigen Schritt hierbei rechtfertigen können, 
selbst wenn man ihr Beweisverfahren bei Differenziation von Zahl- 
gebilden gelten Hesse; denn von einer Konvergenz komplexer Reihen 
sprechen ist ebensowenig logisch, wie von der Konvergenz der Bäume 
und Wolken , weil solche in Summationsfonn zusanuneagestellte Reihen 
unsummirbare Glieder enthalten ; als technischer Äusdmck ist so etwas 
zulässig, nicht aber als logische Erklärung. Es ist aber in diesem 
Falle auch nicht zulässig, die Reihe in zwei Reihen zu spalten, welche 
homogene Glieder enthalten, weil damit die Funktion als Ganzes 
zeKtört würde. 



Forderung der Vorstellbarkeit einer Erklärung. 

Man hört häufig, es sei nothwendig bei einer Erklärung aufzu- 
zeigen, wie man sich die Sache vorzustellen habe; z. B. wenn der 
Begriff der stetigen Verändening kuiTante Münze werden solle, so 
müsse eine Anweisung gegeben werden, wie man sieh den Uebergang 
des Polygons in den Kreis vorzustellen habe ; hierzu gebe es aber kein 
anderes Mittel als die stetige VerkleiDemng der Polygonalseiten, bis 
sie beim sogenannten Unendlich Kleinen anlangen, wo jede Seite auf 
einen Punkt reduzirt, alle Katzen grau sind. 

Wer durchaus einer ziemlich greifbaren Krücke bedarf, um sich 
zu einem logischen Schlüsse bewegen zu lassen, der mag sie für seine 
IndividuaJbedürfnisse gebrauchen; dergleichen sollte aber nur für 
Kinder nothwendig sein , welche erst denken lernen. Nichts kann aber 
verkehrter sein, als die in obiger pädagogischer Fordening steckende 
Meinung, als wenn dadurch, dass den Sinnen durch solchen Nebelbilder- 
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prozess Etwas plausibel gemacht, auch für den logischen Schluss da? 
Genngste gewonnen worden sei. Die kombinatorische Betrachtung ab- 
strahirt ausdrücklich von allem Sinnlichen; es handelt sich bei ihr um 
Denken und Begreifen, nicht um Erweckung eines Glaubens für die 
Sinne. Dem Denken sind qualitativ verschiedene Begriffe, wie Linie 
und Punkt, absolut heterogen, weil gleich und ungleich kontradik- 
torische Gegensätze sind; deshalb sind die Begriffe „gerade —kinimm. 
Polygon — Kreis" durch Vergi'össerung und Verkleinerang nicht inein- 
ander llbe]'fllhrbar, Dies liegt nicht an unserer Sinnlichkeit, au den 
Schranken der Erfahrung, auch nicht am menschlichen Intellekt; sondern 
an der synthetischen Setzung des Denkens, welche weder vom Thier 
noch Mensch noch Göttern in einer anderen Weise ausgeübt werden 
kann als nach der Regel A ^ Ä. 

Der grosse Beifall , dessen sich der Begriff der qualitativen Ver- 
änderung durch quantitativen Prozess (d. h. der Begriff des Unendlich 
KJeinen) zu erfreuen gehabt hat, entstammt allerdings der Bequem- 
lichkeit , welche sinnliches Anschauen dem logischen Denken i 
gewährt. Die Sinne unterscheiden nicht unterhalb einer 
Grenze; unterhalb jener Grenze ist den Sinnen 1=2, Linie = Punkt. 
Dass dem so ist, liegt aber nicht am menschlichen Intellekt, sondern 
im menschlichen Blute, seiner organischen Konstitution ; und das Denken 
darf sich ebensowenig bei einem sinnlichen plausibel Machen beruhigen, 
wie es den Identitätsatz „im Unendlich Kleinen und Unendlich Grossen 
der metamathematischen Spekulationen" aufheben darf. Der Begriff 
„Unendhch Klein" ist für den logischen Uebergang von gerade zu 
krumm nicht mehr tauglich als etwa der Begriff Biegsamkeit, 
vermittelst dessen wir auch aus gerader Linie eine krumme machen 
können; im Gegentheil, hierbei wäre der Forderung des voMellig 
Maehens schon viel besser genügt. Man darf sich also nicht einbilden, 
dass man durch die behebte Verkleinerung die Symbole dy, dx an- 
schaulich gemacht habe. Dieses auschauiieh Machen wird aber auch 
gar nicht gefordert von der Mathematik; wäre das für einen jeden 
aufgestellten Begriff in dieser Wissenschaft nothwendig, so wäre zu- 
vörderst geboten, bei dem V — 1 dies fertig zu bringen; denn dies 
Symbol wird nicht allein in Geometrie, sondern auch in der Arith- 
metik gebraucht. Vergleiche B. VI. 11. 
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§9- 

Der technische und der logische Werth des Symbols ^ 



dx 



) als Vorzeichen eines 



Es wurde gezeigt, wie (las Symboi (~- -- 

Formkomplexes ax'"-''- betrachtet werden kann, welches dieser deri- 
virten Funktion eine gewisse Qualität als Einheit verleiht, ebenso wie 
+ und ~ die abstrakte Einheit 1 zu einer qualitativen Einheit 
stempeln. Man kann aber auch dem durch die Leibnitzsche oder 

Grenzmethode gewonnenen Diiferenzialquotienten L ~- einen logi- 
schen Sinn beilegen. 

Wenn zwei voneinander abhängige Bestinimuiigsweisen korrespon- 
dirende Grössen markiren, so kann man sowohl das Verhältniss der 
markii-ten Grössen, wie auch das Verhältniss der Bestimmungsweisen 
[d. h. des Gesetzes der Entwickelung, des Fortschritts] der Betrachtung 
untei-werf en , d. h.: 

y ^ fn + tt^ + tt^ + 

x ö -I- 2& + 3& -+- 

kann i^owohi seinem arithmetischen Werth nach für bestimmte j/, x^ 
als auch der Form nach betrachtet werden, welche eine nach Potenzen 
gegenüber einer nach Vielfachen fortschi-eitende Reihe besitzt. 

Wenn der materiale Inhalt jenes Quotienten berechnet werden 
soll , so muss man den arithmetischen Werth der Einzelbuehstatien 
kennen. Soll aber der Fonnalwei-th des Quotienten betrachtet werden, 
so ist die arithmetische ZahlgrÖsse der Buchstaben ganz gleichgültig; 
dieser Formalwerth bleibt derselbe, ob die Buchstaben Millimeter oder 
Siriusweiten bedeuten. Ebenso gleichgültig für den Formal wei-thMst 
es, ob alle Glieder der Reihe aufgeführt sind; es muss nur eine hin- 
reichende Anzahl vorhanden sein, um das Gesetz ihres Fortschrittes 
kennen zu lenien. Ebenso gleichgültig ist es, ob die Reihen im arith- 
metischen Sinne konvergirend oder divergirend sind, weil auch eine 
divergirende Reihe ein Entwiekelungsgesetz repräsentiren kann. Es 
reduzirt sich nun obiger Quotient nicht auf NuU, wenn den Zuwachsen 
i/j/, Jx der Nullwerth beigelegt wird, weil man bei der arithmeti- 
schen Manipulation statt eines Quantums in diesem Falle das quanti- 
tative Symbol des Verhältnisses der beiden Reihengesetze erhält, wie 



schon in B. III. 4 nachgewiesen. Das h . 



Jx 



ilx 



ist also nicht. 
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wie die Grenzinethode sagt, die Grenze des Yerhältnisses oder der 
Werth des Quotienten der beiden Grössen Jy, Jx, für den Fall, dasa 
Jy, Jx Null werden - (eiue alogischere Wortverbindung ist schwer- 
lich fertig zu bringen) — sondern das durch quantitative Symbole 
ausgedi'ückte Verhältniss zweier YerSnderungsgesetze, 
welche konstante Gesetze der Entwiekelung bleiben, einerlei, ob die 
Gegenstände, wovauf sie angewendet werden, klein oder gi'oss sind. 
Die Grössen der entwickelten Gegenstande sind auf die Gesetze der 
Entwiekelung von keinem Einfluss; diesen Gesetzen gegenüber sind 
die Grössen indifferent, d. h. arithmetisch Null. 



Der grosse Werth, welchen das Symbol -y- als Ausdruck obigen 

logischen Gedankens für die Technik der Analyse hat, liegt in dem 
Umstände, dass dieser Gedanke in der arithmetischen Form eines 
Quotienten der zwei Variablen ausgedrückt ist; keine andere Bezeich- 
nung hat mit diesem Symbol zu i-ivalisiren vermocht. 

Das -r- lässt sich wie ein Bruch behandeln, zerreissen; der 
dx 

Nenner auf die andere Seite einer Gleichung übertragen, obschon das 
dy und dx isoliit gar keine Bedeutung haben. Das Zeichen lässt sieh 
auch umkehren und ergibt dadurch unmittelbar Resultate der Um- 
kehmngsfiinktion, ohne dass man eine ganz neue Betrachtung der Ge- 
bilde wieder durchführen müsste. Auch den weiteren Differenzirungen 



passt sich ( 

eigentlich eine ganz andere Bedeutung hat als das Quadrat von dx, 
so lässt es sich doch in den Formeln gleich jenem behandeln. Der 
Gnind für all dies bequeme Gebahren liegt in dem logischen Konnexe 
der Begriffe „qualitativ -quantitativ" bei kombinatorischer Anwendung, 
und in dem strikten Gegensatze der direkten und indirekten arith- 
metischen Operationen. Ausserdem kann man in PTOblemen der 
Mechanik dem dy, dx etc. die Bedeutung sehr kleiner Werthe 
im Verhältniss zu sinnlichen Wahrnehmungen geben, und man ist in 
mehreren Fällen berechtigt, di^e thatsächlichen Grössen mit dem 
Entwickelungsbegriff zu vertauschen, wodurch die Rechnungen 
sehr vereinfacht werden. Diese Vertauschung muss allerdings für jeden 
Spezialfall gerechtfertigt werden; sonst ei^cheinen jene Paradoxien und 
sogenannten mathematisch richtigen , aber thatsächlich falschen Resul- 
tate, woran die alles berechnen wollende Neuzeit so überaus reich 
ist; es erscheint kaum mehr eine Idee widersinnig genug, um nicht 
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auch mit Differenz! allen und Integralen ausgeschmückt (vulgo berech- 
net) zu werden. 

Man kann sagen , dass mit Aufstellung des Zeichens -7^ die neue 

Rechnung erfunden wurde; nicht eher, denn die Versuche, dynamische 
Begriffe in die Mathematik einzuführen, kann man schon von (ialilei 
oder gar Archimedes her datiren; auch nicht später, denn alles Hin- 
zugefügte war technische Verwendung dieses Zeichens. Dadurch dass 
die derivirte Funttion , die VarÜrung einer Funktion nach dem Be- 
griffe der Veränderung, welche als solche alle möglichen Verändemngen 
in sich schliesst, und demzufolge durch keine andere Funktion ersetzt 
werden kann, in Form eines Quotienten symbolisirt wurde, dadurch 
war eine lange gährende Idee, ein instinktiv als nothwendig gefühlter 
Begriff zu kurrenter Zahlmünze und Rechennaarke ausgeprägt. In 
diesem Zeichen einten sich alle wahrhaften Bestrebungen, und wenn 
auf Etwas , so können ihm Eulers "Worte gelten : 

„Ac si quidem ipsius Analysis praestantiam spectamus, eam 

praecipue soll idoneo quantitates signis denotandi modo tribuendam 

esse deprehendimus." 
Oder in der hier gebrauchten Sprache: Wer uns das Mittel gibt, 
auf die unmittelbai-ste Weise gewisse Denkkombinationen zu einem 
Schlussurtheil zu verknüpfen, das ist unser Mann. Sei die Gestalt 
seiner Instmmente noch so barock, ihre Erklaning noch so mangel- 
haft, sind sie aber nach dem Satz des "Widersprachs konsequent ver- 
wendbar imter allen Verhältnissen, so dienen sie unseren Zwecken, 
und zeigen wenigstens in den Resultaten, dass sie logisch berechtigt 
und erklärbar sind. 



§ 10. 

Die Integration. 

Ebensowenig wie die Differentiation ein Berechnen der unendlich 
kleinen Theilchen einer Funktion, ebensowenig ist die Integration ein 
Summiren von kleinen Theilchen, sondern sie ist Aufsteigen von einem 
Komplexe allgemeinerer Eigenschaften zu einem solchen von spezielleren, 
und dieses Aufsteigen findet auf allen Stufen nach dem einheitlichen 
Begriff der Verändening koiT^pondirender Bestimmungen statt. Aus 
Nullen, mögen sie relativ oder absolut genannt werden, lässt sich kein 
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Quantum addiren, ebensowenig wie aus einer Unzahl von Linien eine 
Fläche. Aber aus dem Begriff einer Richtungsäniierung, welche unah- 
hängig ist von Grösse und Stelle der Veränderung von Bestimmungs- 
elementen einer Funktion, lässt sich schliessen auf die arithmetische 
Form oder die geometrische Gestalt der Gebilde, welchen jene Eigenschaft 
zukommt. Weil nun obiger Begriff der einfachsten Richtungsänderung 
gemäss seines Charakters als Denkbegriff durch analytische Symbole 
ausgedrückt werden kann, deshalb kann dasselbe mit den Gebilden 
geschehen, welchen obige Eigenschaft, zukommt; sie heissen arithmeti- 
sche Formen zweiten Grades, als Symbole der Kegelschnitte. 

Eine Funktion ist also ein Denkgebilde, in welchem sehr verschiedene 
Eiirenschaften zu einem Ganzen vereinigt sind. Ihr letztes Differenzial 
ist das quantitative Symbol der allgemeinsten Eigenschaft dieser 
Funktion, welche also ausser dieser Funktion noch einer grossen An- 
zahl anderer zukommen kann. Das näehstgeringere Differenzial gibt 
schon eine weniger aligemeine Eigenschaft an, und so weiter, bis mit 
dem ersten Differenzialkoeffizienten die Reihe der Eigenschaften erschöpft 
ist, und der Funktion durch ihre Konstanten die bestimmte Grösse 
des Gebildes angegeben wird, in welchem obige Eigenschaften ver- 
einigt sind. Die vei-schiedenen Differenzialkoeffizienten stehen in einem 
solchen Zusammenhange, dass ein jeder höherer solche Eigenschaften 
angibt, die unabhängig sind von der Gröase der korrespondirenden 
Verändei-ungen, welche in dem nächstniedrigeren Differenzialk., als selb- 
ständige Funktion betrachtet, vorgenommen werden können. Hier- 
durch sind wir gesichert, dass alle Eigenschaften, welche überhaupt 
in der primären Funktion vorhanden sind, aufgefunden werden. Eben- 
sogut wie man nun eine Funktion als primäi'e, kann man sie auch als 
abgeleitete betrachten, und die neue Funktion suchen, deren Charak- 
teristik sie sein soll. Da dieses begiiffliche Aufsteigen von einer all- 
gemeineren Eigenschaft zu einer Vielheit von spezielleren aber unbe- 
stimmter ist im Vergleich zu der umgekehrten Operation, der Technik 
des Kalküls also viel weitläufigere Schwierigkeiten verursacht, so löst 
der praktische Kalkül obige Aufgabe dei- lutegi'ation dadurch, dass 
er unter den bekannten Ableitungen der Hauptfunktionen diejenige 
sucht, welche mit dem zu integrirenden Ausdi'ucke übereinstimmt, 
Dass unzählige Kombinationen möglich sind, welche diese Betrachtungs- 
weise überhaupt nicht zulassen, ist leicht ersichtlich. Von einem beliebig 
zusammengestellten arithmetischen Ausdruck ist ebensowenig zu er- 
warten, dass er Differenzial einer Funktion, als dass die Seitentitel 
eines Wörterbuchs einen logischen Satz ergehen. Ist aber eine Kombi- 
nation nicht Resultat des Zufalls oder Willkür, sondern mathematischer 
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Ausflvuck eines Gedankens, einer funktionalen Bestimmung, so kann 
dieselbe , wenn auch nicht als vollständiges Differenzia] , so doch als 
Theil eines solchen gelten. Die Kunst der Integration besteht dann 
darin , den fehlenden Theil ausfindig zu machen. Dieses letztere er- 
fordert eine glückliche Divinatiousgabe , wenn auch mit der Zeit die 
Kenntniss von Analogieen diese Divination leiten und erleichtern kann. 

Erstreck «iig eines Formgesetzes. 

Man nennt den Ausdruck .v kurzt\'eg das Integral von nx,''~'^dx; 
und den aus der Gleichung y ^= fix) gewonnenen Ausdruck Jyäx ein 
Flächenintegral. 

In der quantitativen Deutung stellt man sich nämlich eine Funktion 
aligemein unter dem Bilde einer Kurve vor und zerlegt eine von ihr 
und zwei Koordinaten begrenzte Fläche in eine grosse Anzahl Paralle- 
logramme. Ein jedes dieser Parallelogramme stellt man sich vor als 
bestimmt durch die zwei Seiten y und dx, von denen das j/ eine red- 
lieh messbare, das dx aber eine sogenannte unendlich kleine Grösse 
sei; durch Summirung solcher Parallelogramme will man die Grösse 
der Fläche messen. Diese Vorstellung beruht auf folgenden Voraus- 
setzungen : 

1) eine ParallelogramniÜäche sei bestimmbar durch das arithmetische 
Produkt zweier Seiten; 

2) ein sehr kleines Stück Kurve könne als gerade Linie betrachtet 
werden ; 

3) man könne eine endliche Summe bilden aus unendlich vielen 
Gliedern, deren Grösse zwischen endlichen Grenzen variirt. 

Voraussetzung 1) ist richtig, bleibt aber unbewiesen, 2) und 3) 
sind falsche Behauptungen; die technischen Manipulationen aber, welche 
diese Behauptungen ausführen sollen, kompensiren ihre gegenseitigen 
Fehler. 

Wenn man die Behauptung, dass ein Parallelogramm der Fläche 
nach gleich dem Produkte zweier Seiten ist , ohne weiteren Beweis 
aufstellen darf, so ist man ebenso berechtigt, dies von dem Integral 
Jydx für eine jede beliebige Fläche auszusagen, und man kann 
sich den auf die fehlerhaften Voraussetzungen 2) und 3) gestutzten 
Beweisversuch ersparen. Dies geht aus unserer Betrachtung des Inte- 
grals hervor, womit zugleich der logische Beweis des geometrischen 
Satzes 1) gegeben wird, wie folgt; 

Eine Gleichung zwischen Vanabeln muss nicht allein 
in der Form ac^" -\- l y'" ~\- c = o 
sondeiTi auch allgemein als ^^ [x, y, c . .] 
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betrachtet werrfen A. h. als ein Gebilde dev Kombinatorik, ei'zeugt durch 
die Wechselwirkung seiner Elemente; ob ein solches nun geometrisch 
interpretirt werden kann, bleibt ganz dahingestellt. Wird aber die 
geometriselie Interpretation ausgeführt, so muss man sich doch an die 
kombinatorische Begriffsverbindung halten; dies letztere wird in der 
gewöhnlichen Auffassung nicht strenge durchgeführt. Liege z. B. die 
Ki-eisgleiehung vor 

x^ + y'^ == r^ 

so denkt man gewöhnlich , dass damit die Kreislinie analytisch ausge- 
drückt sei; das ist aber strenge genommen nicht der Fall. Wird der 
arithmetischen Einheit in dieser Gleichung die Bedeutung einer räum- 
lichen Ausdehnung gegeben, so besagt sie: 
in quantitativer Auffassung, ein Verhältniss von Dreieckseiten , oder 
auch Bestimmung der Ausdehnung r durch a;, y oder umgekehrt; 
in qualitativer Auffassung, ein Gebilde ly,- {x, y, r) innerhalb dessen 
drei Elementarbestimmungen sich gegenseitig zu einem Produkt, einem 
Gebilde überhaupt, zusammenschliessen. Dieses Gebilde ist aber nicht 
die Kreislinie, die Bestimmung von Stellen in der Entfernung r 
von einer festen Stelle aus. sondern dies Gebilde enthalt die Elemente 
X, y, r, ist demnach geometrisch als Kreisfläche zu intei-pretiren. 
Diese qualitative Auffassung, welche bei der algebraischen 
Gleichung als gleichberechtigt neben der quantitativen steht, ist die 
einzig berechtigte, wenn die algebraische Gleichung in die Diffcrenzial- 
foi-m umgewandelt worden ist. Denn das 
äy __^ x_ 
dx y 

sagt aus, dass in dem Symbol — — der Charakter des Gebildes aus- 
gesprochen ist. In dem — ■ — wird demnach ein Formaigesetz (Bil- 

dungs-Erzeugungsgesetz) ausgesprochen , welches für alle seine Theile, 
klein oder gross, gültig ist. Das Gebilde wird demnach hergestellt, 
erzeugt dadurch, dass dies Fonnalgesetz auf ein bestimmtes Gebiet 
angewandt wird, über eine bestimmte Ausdehnung erstreckt wird. 
Demnach ist der Sinn des Symbols ff{x)äx 
ein Produkt — im allgemein logischen Sinne, nicht im speziell arith- 
metischen — erzeugt durch die Erstreckung des Fonnalgesetz es f{x) 
über ein gewisses Gebiet x. 
Dieses Gebiet, worauf ein Formalgesetz angewendet wird, kann 
sehr verschiedener Art sein; sowohl eine stetige räumliche Ausdehnung, 
sei dies Linie oder Fläche oder Körper, oder eine zeitliche Ausdehnung, 
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oder eine andere kontinuirliche Reihe von quantitativen oder qualita- 
tiven Unterschieden, oder Kombinationen von solchen. Die allgemeinste 
Form dieser Kombinationen wird uns durch die Allziffer gegeben; 
durch zwei Ällziffern wird also das Gebiet begrenzt werden müssen, 
über welches das Fonnalgesetz erstreckt wird. Dies Gebiet ist aber 
nicht eindeutig bestimmt, wenn nur die zwei Grenzziffeni angegeben 
werfen, weil sieh durch sehr verschiedene kontinuirliche Reihen von 
einer Allziffer zur anderen gelangen lässt. Zur eindeutigen Bestimmung 
wird man also mit dem Symbol ff(x)dx zugleich die Reihe (Integra- 
tionsweg) angeben müssen, welche von der Grenze x = a zur Grenze 
X = b hinfahrt; d. h. im geometrischen Bilde die Kurve angeben, 
welche die Steilen a und h verbindet. Diese Kurve kann ins Unbe- 
grenzte verlaufen und wieder daraus zurückkehren; wenn es nur eine 
bestimmte Kurve ist , so wird auch das Ausdehnungsgebiet und damit 
der Integral ausdruck ein bestimmter sein. 

Es ist aber gar nicht einmal nothwendig , dass obiges Gebiet ein 
kontinuirliches sei; es bann aus diskreten Stellen bestehen, nur müssen 
diese durch ein gewisses Gesetz verknüpft sein, sodass sie funktional 
miteinander zu einem logischen Ganzen verbunden sind, üeber eine 
Vielheit solcher diskreter Stellen oder funktional verbundene Einzel- 
gebiete lässt sich ebensogut ein B'oi-malgesetz erstrecken im logischen 
Sinne, und die Symbolik dei' Integration muss sich dem anbequemen. 
Hieraus folgt die Anwendung, welche die Integralformel auf Fragen 
der Zahltheorie und der Statistik haben kann. Alle Zahlquanta lassen 
sich als Produkte aus verschiedenen und jenachdem beliebig vielen 
Faktoren auffassen ; diese Produkte gleichfalls als arithmetische Reprä- 
sentanten von Bildungsgesetzen , als Integrale und Differenziale von 
verschiedenen, zuweilen beliebig wählbaren Ordnungen; daher auch die 
Möglichkeit, Funktionen in Fonn sogenannter „unendlicher Produkte" 
darzustellen. Die Wichtigkeit dieser letzteren liegt in der Verwendung 
des Produktbegi-iffes nach einem beliebig wählbaren Gesetz des Fort- 
schrittes. Bei den Zahlen in zahltheoretischem Sinne 
eine Auflösung nur in bestimmte Faktoren möglich ; man kann d 
aber zwischen zwei Zahlquanta als Grenzen (im allgemeinen irrationale) 
einschüessen und hierdurch auch die starren Primzahlen dem allge- 
meinen Schematismus fügbar machen. 

"Wenden wir nun diese allgemein logischen Bestimmungen der 
Foi-mgebilde auf den einfacheren Fall der geometrischen Interpretation 
eines durch zwei Vaiiable bestimmten Gebildes an, so zeigt sich, dass 
ebensogut wie jf{x)dx Fläche des Parallelogramms heisst, für den 
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Fall das ForniaJgesetz der Erstreckung lautet: „Konstanz des Verhält- 
nisses zwischen x und j/" mit demselben logischen Rechte in dem Falk, 
wo jenes Formalgesetz durch eine Gleichung höheren Grades, also 
durch ein veränderliches Verhältniss zwischen x und j/, ausgedrückt 
ist, jenes Integral der arithmetische Ausdruck des Gebildes ist, in 
welchem alle die möglichen x und y liegen , d, h. der durch Kui-ve 
und Koordinaten begrenzten Fläche, 

Die sinnliche Vorstellung hält einen Beweis im Falle des Paralle- 
logi'amms für ganz überflüssig, im Falle der Kurve für nothwendig; 
aber nicht weil sie logisch überzeugt sein will, sondern weil sie an 
das Parallelogramm glaubt; sie glaubt eben, weil sie sinnliehe Vor- 
stellung ist. 

Bei dem hier allgemein behandelten Falle der Kombinatorik kamen 
aber gar keine sinnlichen Vorstellungen in Betracht , sondern nur 
logische Schlüsse. Die übrig bleibende Frage konnte also nur die sein ; 
ob das, was wir geometrische Vorstellungen nennen, nichts Anderes 
enthält, als jene formalen Gebilde der Kombinatorik? in welchem 
Falle obige logische Bestimmungen für alle geometrischen Voi-stel- 
lungen bindend sind. Dass dem so ist, wurde bewiesen in A. VII, 
VIII, IX. 

Der oben gebrauchte Satz, dass bei vielen der Üblichen geometn- 
schen Beweise der Glaube der Sinnlichkeit mehr ins Spiel kommt, 
als der Schluss des Denkens, ei-fordert eine Ausführung. 

Wir glauben, dass ein Kreis entstehen könne durch beständiges 
Verkleinern der Seiten eines Polygons; wir glauben aber in einer dis- 
kreten Zahlreihe nur eine Vielheit von diskreten Bestimmungen zu 
besitzen. Dass nun auf obige Weise niemals ein Kreis fertig werden 
kann, ebensowenig wie Achilles die Schildkröte erreichen könnte, wenn 
er seinen Lauf nach der Vorschrift Zeno's regulirte , ist jedem philoso- 
phischen Mathematiker klar: ebenso klar muss es bei logischer Be- 
trachtung einer, Keihe aber auch sein, dass hierbei nicht allein die 
diskreten Stellen eine Bestimmung sind, oder ihre unendliche Anzahl 
— weil das letztere ein Alogismus — sondern dass in der Reihe ein 
Gesetz des Fortschrittes gegeben, welches schon in wenigen Gliedern 
derselben konstatirt ist, dass also die Reihe als Statuirung einiger dis- 
kreter Glieder und des dieselben verbindenden Gesetzes ein ebenso 
kontinuirliches Ganze bilde, wie irgend eine KuiTe in der Anschau- 
ung; denn hier überzeugt nicht der sinnlieh anschauende Glaube, son- 
deiTi das Bewusstsein, ein widerspruchfreies Gebilde logischer Bestim- 
mungen gesetzt zu haben. 
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Es ist ein Irrthum der sinniiehen Anschauung, wenn sie vermeint, 
dui'cli diskrete Symbole ein Polygon genauer bestimmen zu können als 
eine Kurve; dass demzufolge bei analytischer Dai-stellung der Kurve 
die logische Möglichkeit einer Reihe von unendlich vielen Gliedern 
vorausgesetzt werden müsse. Wir b^timmen ein Polygon nach einer 
Anzahl von Punkten und Richtungen; wenn wir aber das ganae Poly- 
gon ausdenken wollen , so müssen wir je zwei Punkte verbinden, und 
dies geschieht durch die logische Forderung „gerade Linie", welche 
eine ebenso rein logische (d. h. ideale im Gegensatz zu empirisch) 
Forderung ist wie „Kurve, veränderte Richtung". Alle Stellen einer 
geraden Linie sind ebensowenig je diskret setzbar wie die Einzelpuiikte 
einer Kurve; bei der einen wie der anderen können wir aber das 
Ganze beherrschen, logisch überblicken, indem wir bestimmen: „auf 
die ganze stetige Ausdehnung, begrenzt durch zwei Stellen, soll ein 
Formalgesetz erstreckt werden;" 
im ei-sten Falle das Gesetz y ^= ax d. h. konstante Richtung 
im zweiten „ „ „ y ^ »»a;" „ veränderte Richtung. 
Empirischerweise, durch sinnliche Anschauung oder mechanische 
Zeichnung, ist es ebensowenig möglich ein genaues Polygon wie eine 
genaue Kurve zu erzeugen. 

"Wir denken durch diskrete Setzungen, und deshalb können wir 
alle Einzelbestimmungen eines kontinuirlichen Gebildes nie aus- 
denken. Wir können aber den kontradiktorischen Gegensatz von dis- 
kret gleichfalls als eine logische Bestimmung (Begriff) setzen, eben aus 
dem Grunde, weil wir voreret den Begriff „diskret" gesetzt haben und der 
Logik der Satz des "Widerspmchs zu Dienste steht. Wir können des- 
halb in diskreten Denkakten Formalgesetze der stetigen Verändemng 
setzen. Wenn wir nun den logischen Begriff der Stetigkeit setzen, 
aber seine Kontinuität in einzelnen Denkakten nicht ausdenken (zu 
Ende denken), so können wir doch die Stetigkeit empfinden, eben 
weil das Wesen der Empfindung Dauer, d. h. Stetigkeit ist; weil 
momentan, im Sinne von ,, dauerlose Empfindung" eben gar nicht 
empfunden werden kann. Es ist hierbei, wie schon anderswo heiTor- 
gehoben, von gar keiner Bedeutung, ob ein Organismus Empfindungen 
für stetig häJt, welche der andere als diskrete wahrzunehmen behauptet, 
denn die diskreten Empfindungen des letzteren müssten doch ihrerseits 
wieder Dauer haben. Wegen dieser Natur der Empfindung als Dauer 
kommen wir zur Annahme äusserer Dinge von stetiger Ausdehnung, 
indem wir unsere Empfindungsweise durch ein Formalgesetz ausdrücken, 
und demgemäss die diskreten Siiineszeicheii zu einem stetigen Ganzen 
verbinden, s. A. VIII., XL 
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Wenn wir die Begrenzung eines Gebildes aufsuchen wollen — 
also bei der geometrischen Interpretation zweier Variabela, die Kurve 
— so kann dies nur aus der Betrachtung des Gebildes (f^ {y, x, c) 
als Fläche gedeutet geschehen. Bei der üblichen Quadratur der 
Kurve wird umgekehrt verfahren. Die Fläche dei-selben wird bestimmt 
als Produkt von den Koordinaten und der als bekannt vorausgesetzten 
KurvenJinie, wozu dann der nur anschaulich, nicht logisch bewiesene 
Pythagoraeische Lehrsatz helfen muss. 

Wir dagegen sagen: in dem Gebilde 

(fe (y, X, c) oder seinem aequivalenten Symbol y/'(a;)(?a: 
ist die Begrenzung ebenso funktional bestimmt, wie das x und y. 
Man kann deshalb das ganze Gebilde ebensogut denken als ei-zeugt 
durch Erstreckung eines Fonnalgesetzes über seine Begrenzung s, wie 
über die Ausdehnung x,^ bis x^ , deren Integrationsweg als kürzeste 
Ausdehnung zwischen x„ und Xx verstanden wird. Es gilt also das 
neue Formalgesetz, welches der Begi'enzung entspricht, aufzufinden. 
Hierzu führt die einfache in Gleichun^form symbolisirte Aufgabe: 
(fi («/, «, c) = Jf{x)dx = fq)(x,y)ds = bestimmt begrenzte Fläche; 
im einfachsten Falle, wo das Foi-malgesetz „konstante Richtung" heisst, 
ergibt sich hieraus 

s == Vx-' + y' 
d. h. der logische, von jeder sinnlichen Anschauung unabhängige Be- 
weis des Pythagoraeischen Satzes. 



Aus dem Vorhergehenden ergibt sich, wie es möglich ist, alle 
Resultate des Infinitesimalkalkuls zu erhalten, ohne sich irgendwie 
der Differenziftl- und Integralzeichen zu bedienen; nur ist dann genau 
zu beobachten, ob irgend eine arithmetische Foim als reine Quantität 
oder als Qualität zu vei'stehen ist; in dem letzteren Falle darf man 
die betreffende arithmetische Form durch quantitative Operationen nie 
in ihrem formalen Nexus ändern ; für die Form (5 -f- ^) darf man 
nicht (9) schreiben; irgend ein Faktor, mit welchem diese Form ver- 
bunden wird, darf nicht arithmetisch mit den innerhalb der Form 
stehenden Gliedern vereinigt resp. vereinfacht werden, wenn dadurch 
die Form als „symmetrische Verbindung zweier Glieder" 
verändert wird; ein solcher Faktor muss ausserhalb der Form stehen 
bleiben, bis es heisst: bei der Schlussfonn kommt es nur auf den mate- 
rialen Inhalt, den arithmetischen Werth an. Man begegnet zuweilen 
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in den Lehrtiüehem, welche für den Gebrauch der mit der hölieren 
Analysis nicht Vertrauten eingerichtet sind , durch elementare Ope- 
rationen erzielten Ausführungen, welche die ersten Entdecker dieser 
Resultate nui- mit Hülfe der Infinitesimalrechnung erlangt hatten. 
Meistens sind es versteckte formale Behandlungen, die jene einfachere 
Gewinnung der Resultate ermöglicht; logisch haben solche Ausfühmngen 
viel höheren Werth, als wenn dazu ein komplizirter technischer Appa- 
rat verwendet wird. 

Die verschiedenen Ordnungen der d und / Symbole haben nun 
den grossen technischen Vortheil, Aa^ sie graphisch neue Arten von 
(imaginären) Einheiten bilden, wodurch der Rechner einer begrifflichen 
Unterscheidung arithmetischer Konnexe ihrem Formalwerth nach über- 
hoben wird; dadurch werden die hier spielenden qualitativen Begriffe 
zu einer Art von Quantität gemacht, ein Mechanismus hergestellt, wo- 
durch alles Denken auf das arithmetische Summiren reduzirt wird. 
Will mau aber die verborgene Feder erkennen, wodurch diese Leistung 
der Rechnungsmaschine ermöglicht wird , will man logisch begreifen, 
so genügt es nicht, an dieser Maschine lediglich die Quantitätski^eln 
zu betrachten und die Drähte, an welchen sie bin und her geschoben 
■werden; sondern man muss das Prinzip studiren, nach welchem sie 
aufgebaut wurde, das Gesetz, welches alle die an ihr möglichen 
Stellungen zu einem nach dem logischen Funktionalbegriff bestimmten 
Ganzen zusammensehiiesst, und ihm Ausdnick verleiht. 
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G E M E T ß I E. 
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C. KAPITEL I. 

GRUNDBEGRIFFE DER GEOMETRIE. 



§1- 
% im Nebeneinander. 

„BekanntliLh setzt die Gecmetiie '■owolil den Pegrift i 
als die ersten Ginindbegrifte fui die Kon=itiubtioneü im Räume als 
etwas Ge^bbenes loiaus Sie ^iht von ihnen nui Nommaldefinitionen, 
während die wesentlulien Bestimmungen in Foim lon Axiomen auf- 
treten I'as VeihAltniss diesei ^ oi lussetzungen bleibt dabei im 
Dunkeln Man sieht x\edti ein ob und in wieweit ihie Verbindung 
nothwenhg noch i pnoji d1 Me mo^hch ist " 

Rieminn U \\. 254. 

Bessei als in diesen Weiten iässt sieh die bisheiige Lücke in der 
Geometue odei ^lelmehi — die Lücke zwischen logischen Begriffen 
und den sogenannten p,eometiisLhen Voi Stellungen — nicht 1 ennzeichnen. 
Soli die Geonietne eine lein logische "V\ issent,ehaft eine Frweiterung 
der Logik sein so müssen alle unbe^Mesenen oder unbeweisbaren 
Axiome aus ihi ^elSLhwmden Sie daif nui von Detimtionen ausgehen, 
und was bei diesen die Hiupt&ache ist sie daif nur mu solchen Be- 
gi-iffen ausgehen welche i piioii duich die Thitigkeit des Denkaktes 
konstniiit weiden knnen Die Geometue veiwendet speziell die Be- 
griffe des Nebeneinandei und unteiseheidet sich hieiduich von der 
allgemeinen Kombinatonk In dei Symbolik ei&cheint sie deshalb als 
ein Spezialtill dei Komlinatoiil Spezialtall diesei letzteien darf sie 
aber nicht in Icns hem Sinne eeninnt wei len ilh ob noch ähnliehe 



y Google 



270 C. Kap. I. Die Grundbegriffe der Geometrie, 

oder kooidinute Spe/nlfälle innerhalb einer beliebigen Vielheit möglich 
wären: sondern ihi lojsches Verhältniss ist, wie Ä. VII. des Weiteren 
ausgefühi t tolgenae^ 

Das /unmmen — Dasein als Vielheit — kann betrachtet 
werden 

1) genetiHch 1 h subjektiv formal als (pr 

2) inhaltlich d h ohiektiv formal als cp^. 

Die Betiachtimg des Inhaltes der Gebilde kann nun wiederum die 
Elemente dei selben schlechtweg setzen als 

a) gleichwerthige Emheiten, deren Stellung innerhalb der Gebilde 
absolut gleichfiftlitig , oder denen die Determination als Stelle 
geradezu abgesprochen wird; dann bleibt nur die relative Grösse 
der Gebilde ilso die äusseren Beziehungen derselben oder 
der die höheren Komplexe bildenden Einzelgruppen. 
Die Betiachtung des Inhaltes der Gebilde kann nun wiederum sich 
spalten in 

a) eine solche wekhe nur die äusseren Beziehungen der- 
selben ils fte'^entlich gelten lässt, wobei die Gruppen also nur 
zählen nach dei Anzahl von Elementen (Einheiten), welche in 
dem ff 2 vet einigt sind — was identisch ist mit der Betrach- 
tung dei lernen Cf rosse. 

b) Betrachtung der inneren Beziehungen, welche denk- 
möglieh sind zwischen den Elementen eines jeden Komplexe«. 
In diesem Falle sind die Elementareinheiten auch noch gleich- 
werthig der Grösse oder dem Inhalte nach, beanspmchen aber 
eine spezifische Stelle innerhalb des Ganzen. Diese Betrachtung 
ist diejenige des Nebeneinander; und die innere Beziehung, welche 
zvdsehen den Elementen des Nebeneinander möglich ist, erhält 
dieser spezitischen Begriff kombination gemäss den spezifischen 
Namen Richtung. 

Die Antwort auf die Frage; Wanim bei der in der Analyeis ge- 
wählten Symbolik das Nebeneinander scheinbar als ein Spezialfall der 
einseitigen Betrachtungswelse des GrÖssenbegritfs schlechtweg 
auftreten niuss, ist B. V. bei der qualitativen Betrachtung der Zahlen 
ausgeführt worden. In dieser Hinsicht ist es unrichtig, die Analysis 
allgemeine Kombinatorik zu nennen oder allgemeinere Begriffsbildung, 
welche die Fesseln der Lage abgestreift hat etc. — ; sie ist vielmehr 
eine einseitige Kombinatorik, weil sie nicht alle BegriiFe verwendet, 
welche von dem synthetischen Denken erzeugt werden können, weil sie 
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sieh einseitigerweise auf den Grösseiibegriff beschränkt vorgibt, und 
unversehens doch passende Symbole für den Richtungshegriif findet. 

In der Kombinatorik hier. Buch B., ist dieser einseitige Stand- 
punkt nicht behauptet , sondern gezeigt worden für Jeden , der sehen 
will, wie durch qualitative Betrachtung aus den analytischen Fonneln 
die Begriffe des Nebeneinander herausgelesen werden können. Diese 
letzteren systematisch aufzustellen, ist die jetzt zunächst vorliegende 



Bei der Wichtigkeit, \i eiche dem Symbol tfs innewohnt, als Reprä- 
sentant zweiei komplementärer Begriffe , welche sieh zum umfange der 
Denkmöglichkeiten eigänzen, also einen dritten gleichberechtigten Be- 
griff nicht zulas&en, sei es gestattet, nochmals folgendermaassen zu 
resumiren : 

In der Arithmetik entstand die Funktion f^ dadurch, dass die 
in der Zeit gebildeten Reihen f,- zu einem einheitlichen Denkgebilde 
vereinigt wurden. Die Einzel elemente eines solchen Gebildes waren 
also zusammen da; von einer Beziehung zwischen diesen Elemen- 
ten wurde aber abgesehen und deshalb entstand auch kein objektives 
Zwischen, d. h. geometrische Ausdehnung. Wurden deshalb, wie 
bei Betrachtung der Zahlqualitäten, der Deutlichkeit halber die Ein- 
zelelemente arithmetischer Gebilde getrennt, graphisch ein Zwischen 
oder Be^iehungsmodus zweier beliebiger Elemente aufeinander herge- 
stellt, so musste dieser Beziehungsmodus als ein und derselbe 
zwischen allen Elementen — arithmetisch gleich für alle — gelten. 
Dieses arithmetische Gleichsetzen ist identisch mit der logischen Ab- 
straktion von inneren Beziehungen, Dieser Auffassung gegenüber 
konstruirt der Satz des Widerspruchs eine neue Art der Funktion ^b, 
kontradiktorisch entgegengesetzt der vorigen, in welcher also innere 
Beziehungen zugelassen werden. Die analytische Bestimmung dieser 
Gegensätze heisst also: 

1) (p, in welcher die inneren Beziehungen der Elemente gleich 
sind, und stets gleich sein müssen. 

2) (p, in welcher die inneren Beziehungen der Elemente ungleich 
sind, oder sein kSnneii. 

Dieser Fall 2) ist das geometrische Zusammen, das logi- 
sche Nebeneinander. 

Die Gleichheit der inneren Beziehungen ist natürlich in dem Falle 
2) nicht ausgeschlossen ; sie kann als Spezialfall eintreten ; aber die 
Möglichkeit der Ungleichheit erfordert hierbei eine andere 
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Deutung der Symbole als in dem ersteren Falle, wo die Gleichheit 
identisch ist (vielmehr das analytische Symbol ist für) mit dev logischen 
Abstraktion von inneren Beziehungen. 

Wenn im Falle 2) die Gleichheit der inneren Beziehungen gesetzt 
wird, so sind ihre Symbole identisch mit denjenigen des Falles 1), und 
deshalb konnten auch aus den Qualitäten der Zahlen, B. V. die logi- 
schen Bestimmungen des Raumes abgeleitet werden. 



Entfernung ;, Richtung. 

A. VII. wurde ausgeführt, dass die Denkthätigkeit im Nebenein- 
ander die beiden Begriffe „Entfernnng, Richtung" als komple- 
mentäre Bestimmung der inneren Beziehung bildet, dass demnach alle 
Gebilde der Geometrie sich auf Kombinationen dieser beiden Begriffe 
zurückführen, durch solche Kombinationen synthetisch (a priori) kon- 
strairen lassen müssen. Die Hauptgattungen dieser Kombinationen 



sind jetzt auszuführen. 



Der Punkt. 

Eine Elementarsetzung im Nebeneinander in dem Sinne, dass sie 
weiter keine Bestimmung enthalten soll, als den allgemeinen absolut 
einfachen Akt des Setzens, heisst in der geometrischen Sprache Punkt. 
Wir klassifiziren einen Sinneseindmck nach diesem Begriffe, wenn er 
ein absolut einfacher ist. Der Punkt ist deshalb ebenso Grenze 
eines jeden geometrischen Gebildes, wie die Einheit Grenze einer jeden 
arithmetischen Form , und die Null Grenze eines jeden arithmetischen 
Inhaltes. Zwei Punkte nebeneinander ohne Zwischenraum ist deshalb 
ein Widerspruch; es wäre ein Nichts, welches trotz seiner Nicht- 
Existenz zwei wirkliehe Grenzen hätte. Diese Bemerkung ist wichtig 
für manche Deutungsversuche, welche mit dem Unendlich Kleinen an 
geometrischen Gebilden gemacht worden sind^^). 

Ebensowenig wie die Eins eine Zahl, die Null eine Quantität, 
kann der Punkt ein geometrisches Element genannt werden; er ist 
lediglich Grenzbestimmung, und kann nie etwas Anderes werden. Ein 
Punkt lässt sieh auch nicht bewegen, und damit geometrisch Etwas 
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konstmiren wie man häufig glaubt oder wenigstens sagt; Erläutening 
hierzu C. II. 4. 

Das Elementargebilde im Räume ist 



§4 

Die gerade Linie. 

Wir können ein Gebilde setzen 

y, =^ (tS^ , «ä , ßg , . , . . ) 

mit der Bedingung, dass die Beziehung der Elemente der Richtung 
nach identlseh zwischen allen ist. A. VII. S. 75. Ein solches 
■Gebilde heisst „gerade Linie", an welcher gewisse Entfernungen 
durch die Punkte % % ... bestimmt sind. 

Wir können aber auch in jedem beliebigen Gebilde des Nebenein- 
ander zwei beliebige Elemente unmittelbar aufeinander beziehen, d. h. 
eine gerade Linie zwischen ihnen ziehen , weil wir logisch gar nicht 
gezwungen werden können, zwischen die Setzung % unmittelbar nach 
«1 ein Og einzuschalten; womit dann auch der Fall ausgeschlossen ist, 
dass Richtung ag % verschieden wäre von a^ a^. Wollte man eine solche 
logische NÖthigung für gewisse Fälle für möglieh halten , so würde die 
Möglichkeit des Denkens überhaupt negirt, denn dies hiesse mit ande- 
ren Worten: in gewissen Fällen können wir nicht Og a^ setzen, d, b. 
überhaupt nicht synthetisch setzen, nicht denken. Es können empi- 
rische Bedingungen vorliegen, z. B. „die empfundenen Sinneszeichen 
lassen sich nicht in Reihen bringen, welche mehrere Punkte nach 
identischer Richtung verbinden", und in di^em Falle sagen wir, der 
betreffende Gegenstand habe keine geraden Linien; aber das verhindert 
nicht, dass wir eine unmittelbai-e Beziehung denken, ideal setzen; diese 
Möglichkeit des idealen Setzens muss uns zu Gebote stehen, wenn es 
uns möglich sein soll, äussere Eindrücke als Objekte zu setzen. 

Wiederholt wurde ausgeführt, dass die Geometrie sieh nicht mit 
Vorstellungen, sondern mit Begriffen beschäftigt, nach welchen Vor- 
stellungen geordnet werden können. Die naive Auffassung kann 
sich schwer davon emanzipiren, diese Begriffe wenigstens als haftend 
an jenen Vorstellungen sich vorzustellen, sodass sie als Grenzen 
übrig bleiben sollen, wenn der sinnliche Inhalt {Empfindungsinhalt) 
der Dinge — wie Ton, Farbe, Schwere etc. — weggedacht worden ist. 
Der geometrische Schemen, welcher alsdann vom Dinge vermeinthch 
übrig bleibt, wird nur deshalb nicht für reine Kombination von Denk- 
bogiiffen gehalten, weil man es gewöhnlich nicht fertig bringt, jene 
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Siiineszeiehen vollständig wegzudenken; es bleibt in unserem Gehirne 
immer noch ein sinnlicher Rückstand von jenem Dinge — ein Ding 
konstmirt aus sehr dünnen Drähten, Blättchen, ohne Schwere, sehr 
blass und farblos, denn die absolute Farblosigkeit ist nicht voretellbar. 
Wenn aber auch der menschliche Logiker diese Vorstellungsblässe in 
seinem Gehirne nicht auf die absolute Null abschwächen kaoo , so ver- 
hindert dies doch gar nicht, dass er seinen Gedanken vorschreibt, 
von all den Sinneszeichen abzusehen und sich nur mit den Stellungen 
der Denkpositionen zu beschäftigen. Vorstellbar ist allerdings kein 
logischer Körper, aber denkbar, logisch postulirbar. 

Die gerade Linie ist identisch mit dem Begriff der kürze- 
sten, weil beide Attribute hierbei nichts Anderes besagen als die 
logische Forderung „zwei Elemente (Punkte) unmittelbar im Denken 
zu verbinden". Diese unmittelbare Verbindung im Nebeneinander kann 
nun nach den beiden komplementären Möglichkeiten heissen: 
unmittelbare =: unvei-mittelte Richtung 
unmittelbare == ,, Ausdehnung. 

Der Begriff gerade Linie bedeutet also zugleich identische 
Richtung und kürzeste Entfernung, und diese beiden Begriffe kon- 
struiren ein und dasselbe Gebilde, so lange die kürzeste Entfernung 
keinen weiteren Bedingungen unterworfen wird. Verschiedene 
Gerade Linien, wie sie von der Hypergeometrie postulirt werden, 
sind ebensolche Alogismen wie verschiedene Geradheiten, ver- 
schiedene Sätze der Identität. 

In einem Gebilde (p^ = (a^ a^ a^ . . . , ) wird Nichts dadurch ge- 
ändert, dass wir zwei Punkte solchergestalt unmittelbar verbunden 
denken, auch wenn die Beschreibung des Gebildes nichts von jener 
Verbindungsmöglichkeit aussagt. 

Die gerade Linie ist einestheils ein Grössenbegriff, weil sie 
nach Entferaung ihrer Grenzen, nach der Ausdehnung, gemessen wer- 
den kann. Als bestimmte Richtung ist sie aber auch ein qualitativer 
Begriff; denn „Richtung und Geradheit" kann nicht vermehrt oder 
vermindert werden. Eine bestimmte Gerade ist demnach eine 
Grösse von bestimmter Qualität, verschieden von der Qualität 
einer jeden anderen Richtung. Ebenso wie in der allgemeinen Kom- 
binatorik zeigt sich also auch m der Geometrie, dass schon das ein- 
fachste Gebilde die beiden generellen Begriffekategorien „Quantität, 
Qualität" nicht allein zulassen, sondera peremptorisch fordert. 

Betrachten wir die Linie in quantitativer Hinsicht, so erhellt, dass 
sie durch eine arithmetische Ziffer symbolisirt werden kann; denn in 
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der Zahlreihe kann eine jede Grösse durch Ziffern , seien dies ganze, 
gebrochene oder irrationale Zahlen, bestimmt werden. 

Aus diesem Grande gibt man der einfachen Ziffer, d. h. der arith- 
metischen Foiin, welche nichts weiter ausdrückt als eine Summe von 
Einheiten, in dem Nebeneinander die Deutung der einfachen Aus- 
dehnung; mit anderen Worten: 

„die arithmetische Summimngsform ist Symbol der einfachen Aus- 



Hierbei ist nichts gesagt über die Qualität der Ausdehnung, ob 
als gerade oder krumme Linie, ob in dieser oder jener Rich- 
tung, sondern nur über die Grösse der Ausdehnung, Länge der Linie. 
Die Symbolisimng solcher Qualitäten wird Aufgabe von C. LH. und 
IV. sein. 



Das Dreieck, der Winkel. 

ff, = (ai as ag}. 
War die Linie qt^ ^ (% «s) das einfachste Raumgebilde, d. h. 
Gebilde, an welchem die beiden Begriffe „Ausdehnung, Richtung", be- 
trachtet werden können, so ist das nächst höhere hergestellt durch 
den Komplex dreier Elementarbestimmungen. 

In diesem Komplex q>i = («i a^ a^) können wir untei-scheidea 
ebenso wie im Zahlkörper (3) 

die Elemente % ö^ «s 

die "ünterkomplexe % «2 ^i "^s «^a % 

den Gesammtkomplex «i % a^. 

Die geometiische Betrachtung unterscheidet sich von der arith- 
metischen, wie ausgeffthrt, dadurch, dass die homogenen Komplexe 
nicht konstant als gleichwerthig , sondern auch als ungleichwerthig 
vorausgeset5;t werden dürfen, wodurch eben die Begriffe des Zwischen 
sowohl der Entfeniung wie der Richtung entstehen. Die Vergleichung, 
resp. Beziehung aufeinander, zweier einfachster Raumgebilde kann 
natürlich wiederum nach keinen anderen Begriffen, als den beiden ge- 
nannten stattfinden. 

Die Vergleichung der Entfernui^ (Äusdehmmg) nach wird zufolge 
§ 4 durch Zahlen ausgedi-ückt. Wftö die Richtung anbelangt, so können 
zwei Eichtungen, wie zwei Qualitäten überhaupt, nicht absolut mit 
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einander verglichen werden, sondern nur dadurch, dass sie auf eine 
dritte bezogen und das Maas ihrer Unterechiede von dieser dritten 
verglidien wird; Messung der Richtung erfordert also Bestimmung 
einer festen Richtung, von wo aus gemessen werden soll. Der einfachste 
Fall zweier za vergleichenden Riehtungen findet statt, wenn, wie oben 
bei ^3 = («1 flg «s), zwei Richtungen denselben Ausgangspunkt 
haben. In diesem Falle kann man die einer von diesen Richtungen 
kontradiktorisch entgegengesetzte, als die dritte feste Richtung an- 
nehmen, von welcher aus die Richtungsunterschiede zu messen sind. 
Ein Gebilde (ch a^ <h «3) dessen Elemente einen gemeinsamen Punkt 
«1 haben , wobei aber die Ausdehnungen unbestimmt bleiben, 
gleichgültig für die jeweilige Betiuchtung, nennt man Winkel; besser 
wäre zu schreiben 

«ä «1 I «I ög- 

Die Messung der Winkel und die Anzahl der Riehtungsvei'schieden- 
heiten wurden behandelt A. VII. 

Soll die Betrachtung des Komplexes «i «g 03 sich auf alle in ihm 
mögliehen Beziehungen erstrecken, so nennen wir ihn Dreieck. 
Sind in diesem Komplexe nur die Riehtungen resp. Winkel bestimmt, 
so ist das Dreieck nur seiner Qualität nach bestimmt, seiner Art, 
seiner Gestalt nach; sind in ihm gleichfalls die Ausdehnungen, die 
Grössen der Unterkomplexe festgestellt, so ist das Dreieck nach Ge- 
stalt und Grösse, nach Qualität und Quantität, also vollkommen 
bestimmt. 



§6. 

Dimensionen 

nennt man zu einem System verbundene Richtungen, insofern die- 
selben tauglich sind, um verschiedene Arten der Ausdehnung, — also 
qualitativ verschiedene geometrische Gebilde, zu bestimmen. Verschie- 
dene Richtungen können demnach verschiedene Dimensionen markiren; 
aber eine neue Richtung bezeichnet nicht eine neue Dimension , wenn 
sie nicht innerhalb des logischen Systems mit den alten Richtungen 
eine neue Qualität von Gebilden schaßt. 

Hiei-mit ist streng definirt, was in dem Riemannschen vagen Aus- 
drucke „Uebergehen einer Mannigfaltigkeit in eine völlig verschiedene 
auf bestimmte Art" logisch berechtigt ist. 

Da hier nui- vom Nebeneinander gehandelt wird, kann nur 
ige Richtung (oder überhaupt geometrische Bestimmung) in einer 
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neuen Dimension liegen, wenn sie ausserhalb der alten liegt, also 
innerhalb der alten Gebilde nicht aufgefunden werden kann. 
Ausserhalb einer bestimmten Ausgangsi-ichtung liegt eine jede 
andere Richtung. Zwei Riehtungen liegen also in zwei verschiedenen 
Dimensionen, und geben die Möglichkeit, ein Gebilde zu konstruiren, 
welches qualitativ verschieden von der Qualität „Richtung oder 
Gerade" ist. 

Die Anzahl der qualitativen Verschiedenheit geometrischer Gebilde 
wird bestimmt durch die Anzahl der zu einander senkrechten Rich- 
tungen, welche in einem und demselben Punkte logisch möglich sind. 
Dieser Satz folgte aus A. VII. und wird in den folgenden Paragraphen 
weiter erläutert. Auch die Anhänger eines w dimensionalen Raumes 
geben diesen Satz zu. 

„Die vierte Axe des Raumes von 4 Dimensionen steht auf allen 

aus dem Koordinatenanfang im Raum von 3 Dimensionen gezogenen 

Geraden senkrecht". 

Drobisch. B. d. S. A. d. W, 
Es werden hier also 4 zueinander senkrechte Linien, „begi'ifflich 
wenn auch nicht anschaulich", wie man zu sagen pflegt, postuiirt. 

Ehe der Beweis geliefert worden war, warum der Raum nur 
drei Dimensionen haben könne, durfte man allerdings den Zweifel 
hegen, dass die ihrem Wesen nach noch unerkannte und deshalb un- 
definii-te sinnliche Anschauung nicht darüber entscheiden könne, 
ob der Begriff eines Raumes von mehr als 3 Dimensionen nicht zu- 
lässig, d. h. widerspruchsfrei sei; deshalb konnte man es für einen 
blossen Wortstreit halten, üb man einem solchen Begriff, welcher den- 
selben gesetzmässigen Zusammenhang für mehr Koordinaten als dreie 
forderte, auch mit dem Namen „Raum" benennen dürfe. Der 
Fehler, welchen die Analysten aber begingen, und welcher unabhängig 
blieb von dem Finden obigen Beweises, war die Meinung, dass die 
Bildung einer arithmetisch möglichen Formel 

o,s _)_ a-a _,_ j,3 _^ ^2 ^ y2 

als Ausdrack einer Kugel von 4 Dimensionen analog dem Formelschema 
für eine wirkliche Kugel, 
ein hinreichender Beweis sei für die Widerspruchslosigkeit eines 
4dimensionalen Kugelbegriffs; die Meinung, dass in dieser Formel 
derselbe gesetzmässige Zusammenhang für 4 wie für 3 Bestimmungs- 
Btücke vorhanden sei. 
In obiger Gleichung ist wohl ein Zusammenhang von 4 unabhän- 
gigen Grössen, aber nicht von 4 unabhängigen Richtungen symbolisirt. 
Dieser Fehler wurde nicht erkannt, weil man nicht die Vieldeutigkeit 
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der Zeichen + und — anerkaante, und die Eindeutigkeit dei- durch 
sie symbolisirten Beziehungsbegi'iffe bei einer gewissen Anwendung 
unbeachtet li^. Dies war aber die einzige Möglichkeit, um obige 
Fonnel auf ihre logische Ausssage, den geforderten Begriff auf seine 
Wiederspruchslosigkeit , zu prüfen. 



§7. 

Parallele Linien. 

Parallele Richtungen nennt man solche, welche zu einer beliebigen 
anderen Richtung als der ihrigen denselben Richtungsunter- 
schied haben, welche also auf sich selbst bezogen, keinen Rich- 
tungsunterschied ergeben. Parallele Richtungen können keinen 
gemeinsamen Ausgangspunkt haben, weil sie dann nicht ver- 
schiedene Richtungen wären, oder aber einen Richtungsuntersehied 
hätten, — was ihrer Definition widerspricht. Anschaulich spricht man 
dies aus, indem man sagt „Parallele Linien schneiden sich nicht", 
Pai-allele Linien darf man deshalb nicht Linien von gleicher Richtung 
nennen, wenigstens wenn man koiTckt sprechen will, sondern: Linien, 
welche keinen Richtungsunterschied haben , keinen Winkel bilden ; 
denn gleiche und trotzdem vei-schiedene Eichtungen ist ein Wider- 
spruch. Wenn man trotzdem in der Fachsprache sagt: eine jede Linie 
bildet mit sich selbst einen Winkel von 180 oder 360 Grad, so sind 
das eben stenoglottische Alogismeu, die zuweilen ganz sinnlos sind, 
zuweilen aber auch einen richtigen Gedanken der genetischen Betrach- 
tung ausdrücken können; und dann bedeuten, dass die Drehung einer 
Linie um einen solchen Betrag von Richtungsunterschieden die Linie 
in ihre Anfangsrichtung zurückführt. Der Gebrauch eines alogischen 
Begi'iffs wie „unendliche Entfernung", wo die Linien sich etwa schnei- 
den könnten, wird bei diesen logischen Definitionen natürlich über- 
flüssig. Alle Schwierigkeiten, welche man in dem Parallelenaxiom 
finden wollte, i-ühren von der unzureichenden Definition der Linie her. 
Dem Grössendogma zuliebe definirte man sie in der Neuzeit als „das 
in sieh kongruente durch zwei Punkte bestimmbare Gebilde" — eine 
Definition, welche durch die künstlichen Koordinatensysteme gerecht- 
fei-tigt schien. Aller Unbestimmtheit wurde aber hieirait Zulass ver- 
stattet. Kreislinie, Schraubenlinie, pseudosphärisehe kürzeste Linie, — 
alle genügen einer solchen Bestimmung, weil hier kein bestimmter 
Begriff' vorliegt, welcher einem eindeutigen analytischen Symbol ent- 
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sprechen kann. Die Hauptbestimmung „Identität der Richtung" 
wurde vergessen, weil man vermeinte, Richtung auf Grösse zuiilck- 
geffthrt zu haben, weil man Richtung nicht als einen ebenso exakten 
Begriff wie Grösse anerkennen wollte. B. VI. wurde ausgeführt, dass 
die Definition lauten musste: „einfachstes Bildungselement, analytisch 
symbolisirt als „Form ersten Grades". 

Die Geometrie wurde bisher betrachtet als konsequentes Gebäude, 
gegründet auf dem mathematisch unbeweisbaren Parallelenaxiom. In- 
sofern nur das für mathematisch bewiesen gilt, was aus synthetischem 
Setzen des Grössenbegriffs konstruirt werden kann, ist jene Behauptung 
richtig. Die Logik ergibt aber den Eichtungsbegriff als von derselben 
Deuknothwendigkeit (Exaktheit) , wie den Grössenbegriff; sobald man 
dies Resultat anerkennt, verschwinden die vagen pangeometrisehen Be- 
griffe, und ein jedes analytische Symbol erhält eine konsequente Deutung. 



Die Ebene. 

Das durch zwei Dimensionen in unbeschränkter Ausdehnung be- 
stimmte Gebilde heisst Ebene. 

A. Vn., S. 71 wurde ein Gebilde definirt 

1) 1, -)- a J, -h a„ 1, -~ a 1, ~ a,, I, + a 

welches in einer geschlossenen Reihe alle Grössen von Richtungsunter- 
schieden enthält. Dieses Gebilde ist unbestimmt, weil verschiedene 
Eichtungen denselben Untei^chied zu einer bestimmten Ausgangs- 
riehtung haben können. Diese Unbestimmtheit kann durch verschie- 
dene arithmetisch formulirbare Bedingungen aufgehoben werden. Die 
Bedingungsgleichung, welche obige geschlossene Reihe zur Ebene 
macht, ist; 
(J, + ö : J, + ß,,) -\- {1, + an-. 1, + (In.) ^ {1, + a: I, ^ «,„) 

In Worten: 
bei drei beliebigen Riehtungen innerhalb des Gebildes soli die 
Summe zweier Eichtungsunterschiede gleich sein dem dritten. 
Es ist nicht nothwendig, dass die betrachteten Eichtungen als 
Linien mit gemeinsamem Ausgangspunkte gedacht werden , man kann 
) die Bedingungsgleichung auch schreiben 
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siehe Figur unten: (a^ a^ : a^ a^) -|- (03 a^ : % a^) = («i % : «j a^} 
wobei aber der Sinn der Richtung, ob «i «3 oder a^ «i bei dem Ad- 
ditionszeiehen beobachtet werden muss. 




Figuren In der Ebene. 

Ein begrenzter Komplex von Elementen bestimmt in der Ebene 
eine geschlossene Figur; dieselbe ist vollständig definirt durch die 
Grösse ihrer Seiten und Winkel. 

Die Winkelsumme einer solchen Figui- ergibt sich aus der Be- 
trachtung, dass je zwei aneinanderstossende Seiten einen Winkel bilden, 
welcher gleich zwei Rechten ist weniger dem von der Figur abgewen- 
deten Aussenwinkel, Also 

Winkel ab \hc = a = 2 B — ß. 

Zählen wir alle Aussenwinkel zusammen, so erhalten wir die 
Summe von 4 iJ, weil die letzte Seite des letzten Winkels identisch 
mit der ersten des ersten Winkels ist. Die Winkelsumme einer ge- 
schlossenen Figur, welche keine Innenwinkel enthält, ist demnach 
S = n.2 B — i E. 

Dies ergibt die Winkelsumme des Dreiecks $ =^ 2 B. Hier ist 
die Winkelsumme des Dreiecks vollständig unabhängig von dem be- 
rüchtigten Parallelenaxiom. Auch der Begriff der Drehung oder Be- 
wegung überhaupt, woran manche Geometer Anstoss nehmen, kommt 
nicht zur Verwendung, sondeni nur die Begiiffe Linie, Winkel, 
Addition. Im Winkel liegt allerdings der Begriff des Richtungs- 
untersehiedes; derselbe liegt aber gleichfalls im Begriff des Sich- 
schneidens zweier Linien, welcher im Euklidischen sowohi wie in 
allen pangeometrischen Axiomen angewendet wird, wenn auch unter 
dem Namen von Grenzlinien etc. Alle Schwierigkeiten, welche man 
bei diesem Problem gefunden, waren keine Schwierigkeiten des Be- 
weises, sondern der Definition; diese sind aber vollständig gehoben, 
sobald man Vorstellung und Begriff zu unterscheiden gelernt hat. 
Es ist ebenso nutzlos wie unnöthig bei solchen Pi-oblemen technische 
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Künste zu Hülfe rufen zu wollen; die bestimmte Fassung der Begrifl'e, 
die Einsicht in ihre logische Struktur leistet hier Alles und un- 
mittelbar. 

Arithmetisches Symbol der ebenen Flächen. 

Ebensowenig wie eine Linie aus diskreten Punkten, kann eine 
Fläche aus Linien summirt werden, weil durch Sumniation von Grössen 
einer bestimmten Qualität nicht eine neue (heterogene) Qualität erzeugt 
werden kann. Wenn demnach eine Linie ihrer Ausdehnung nach durch 
eine einfache Zahl gemessen oder symbolisirt wird, so kann eine Summe 
solcher Zahlen nicht das richtige Symbol der neuen Qualität Flächen- 
ausdehnung sein. Di^e Qualität Fläche ist aber ein Oberbegriff, 
welcher gewisse Systeme von Linien als Unterbegriffe enthält, geome- 
trisch gesprochen: Fläche ist das Gebilde, innerhalb dessen alle mög- 
lichen einem gewissen Gesetze entsprechenden Linien ihren Ort haben. 
Diese LinieiBysteme sind deshalb funktional verbunden, und bestimmen 
in ihrer Verbindung als Faktoren das Erzeugniss Fläche. Geht 
man also von dem Linienbegriff aus, so ist die Fläche eine Integration, 
Erstreckung eines Bildungsgesetzes über eine gewisse Ausdehnung, 
genannt die Basislinie. Das Symbol der Fläche wird demnach die 
Form eines arithmetischen Produktes haben müssen, weil es das Auf- 
steigen von der durch eine einfache Zahl symbolisirten Linienausdeb- 
nung zu dem neuen Begriff ist, welcher dui-eh die Wechselwirkung 
zweier solcher Ausdehnungen entsteht; me ausgeführt B. VI. 10. 

Interessant ist ein anderes Symbol , welches aus zahltheoretisehen 
Betrachtungen sich für den Begriff Fläche unbewusst ergeben hat. 
Man stellte den Satz auf; 

„In einer Ebene sei eine vollständig begrenzte Figur i^" von allent- 
halben endlichen Dimensionen konstruirt, deren Flächeninhalt durch 
A bezeichnet werde. Sind X und Y zwei aufeinander senkrechte 
Axen und konstruirt man parallel mit ihnen zwei Systeme aequi- 
distanter Parallelen , welche ein über die ganze Ebene ausgebreitetes 
Gitter bilden, so wird, wenn iJ der Abstand je zweier benachbarter 
Parallelen, und T die Anzahl der Gittei-punkte ist, welche inner- 
halb F liegen , di^ Produkt T6 " mit unendlich abnehmenden 3 sich 
dem Grenzwerthe A nähern." Dirichlet, Zahltheorie. 

Diese Gleichung A = T6^ ist ein Muster für die VerwiiTung, 
welche bei den einfachsten Begriffen entstehen kann, wenn die arith- 
metischen Formeln ausschliesslich quantitativ gedeutet werden sollen. 
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Der Beweis obigen Satzes wird mit Hülfe des Begriffs vom Un- 
endlich Kleinen geführt Nun müsste man nach der gewöhnlichen 
Terminologie sagen: d ist ein Unendlich Kleines; also ö^ auch ein sol- 
ches, oder gar eins zweiter Ordnung; also auch T6^ oder A — was 
doch unsinnig ist. Aber man kann umgekehrt interpretiren und dann 
kommt Sinn in die Sache : 

Ä soll nicht allein eine Zahl, eine Grösse, bedeuten, sondern auch 
die Qualität Fläche; Td^ hat also gleichfalls die Qualität Fläche. 
Das T bedeutet aber eine Anzahl Gitteipunkte, welche in einem ge- 
wissen Falle identisch wird mit der Maasszahl der Fläche. "Was 
kann nun unter solchen Verhältni^en ö^ bedeuten? Nichts anderes 
als Fläehenqualität, das Attribut, welches der Anzahl T gegeben 
werden muss, damit sie mit der Bedeutung d^ Symbols A homogen 
(qualitätgleich) werde. Unter dem Symbol eines alogischen Unendlich 
Kleinen zweiter Ordnung versteckt sich also ein logischer Begriff, 
T zeigt die Anzahl der Quadrate an , welche in dem Ä nach ursprüng- 
licher Normimng enthalten sind. Dass diese Anzahl sieh immer mehr 
der Anzahl der Gitterpunkte nähert, je mehr Parallelen gezogen 
werden , versteht sich von selbst und bedarf gar keines Beweises, denn 

nähert sich immer mehr der Einheit, je grösser x ist, bann 

.dieselbe aber nie übersehreiten. 

Andere technische Betrachtungen könnten wohl noch ein anders 
gestaltetes Symbol für die Flächenqualität ergeben; wenn aber logische 
Begriffe gebraucht werden, so resultJrt stets die einfache Fonn des 
arithmetischen Produktes aus zwei Faktoren. 

Das Symbol einer Fläche als Prodnkteahl ist nicht allein ein tech- 
nisch arithmetisches, sondern auch ein logisches, und muss deshalb 
nicht seinem blossen quantitativen Inhalte, sondern auch seiner Fonn 
nach gedeutet werden. Haben wir z. B. eine Fläche 

Fläche = ^ X B = 2 . S 
so vei-wiseht sich dessen volle Bedeutung, wenn wir das 2 . 3 
durch die 6 ersetzen. Die 6 sagt uns allerdings, dass hier 6 Einheiten 
vorhanden sind, sagt uns aber gar nichts über die Qualität dieser 
Einheiten; wollen wir diese kennen, so müssen wir genetisch zurück- 
gehen auf die Form 2.3; und diese sagt aus, da^s die 6 Bezug hat 
auf ein Produkt aus 2 Faktoren, welchem die Qualität Fläche beizu- 
legen ist, wenn die einfache Zahl auf lineare Ausdehnung gedeutet 
wird. Solche Produkte also einfach Maas&zahlen der geometrischen 
Gebilde zu nennen, ist unrichtig. Maasszahlen sind sie allerdings ihrem 
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quantitativen Inhalte nacli ; ihr spezifischer Formkomplex gibt aber auch 
ihren qualitativen Charakter an. 

Weil dieser qualitative Charakter der arithmetischen Formen he- 
besteht, deshalb ist auch die Anzahl der Faktoren in einem Produkte 
betreffs seiner geometrischen Deutung von spezifischer Wichtigkeit. 
Ebenso wie der Zahlkörper (3) andere Eigenschaften in sich begreift, 
wie der (2), ebenso wird auch ein Produlct von drei Faktoren eine 
andere geometrische Qualität repiüsentiren wie ein solches von zweien. 



Geometrische Körper. 

Geometrische Körper nennen wir das Gebilde, weiches durch die 
Wechselwirkung dreier einfacher Ausdehnungen entsteht, also eine 
Funktion aus drei Bestimmungen der Ausdehnung. Ebenso wie die 
Fläche aus der Erstreckung eines Formgesetzes über eine Längenaus- 
dehnung entsteht der Körper durch eine solche Erstreckung über eine 
Fläehenausdehnung. 

Dass logisch kein weiteres Aufsteigen zu neuen Begriffen möglich 
ist, ergab sich aus A. VII. Dass aber auch die weitere Anwendung 
des symbolischen Schemas zu höheren Formalprodukten, wie sie in der 
allgemeinen Kombinatorik zulässig ist, alogisch sein müsse, ist darin 
begründet, weil wir hier der einfachen Zahl die Bedeutung Aus- 
dehnung geben, während sie in der Kombinatorik nichts weiter als 
abstrakte Anzahl, nicht aber der Qualität nach spezifizirte 
Grösse ist. 

Durch diese spezifizirte Deutung als Ausdehnung erhalten auch 
die Beziehungsbegriffe -\- — X : spezifizirte Bedeutungen und 
werden vieldeutig, unbestimmt oder auch ganz sinnlos, wenn sie auf 
mehr als drei voneinander unabhängige Ausdehnungen angewendet 
werden sollen. Sobald man erkannt hat, dass Grösse und Aus- 
dehnung sehr- verschiedene Begilffe sind, wird man auch die ver- 
meintliche Berechtigung aufgeben, mit dem Ausdehnungsbegiiff ad libi- 
tum schematische Kombinationen vorzunehmen. 
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§ 10. 

Kongruenz. 

Kongruent heisst der Etymologie nach, was zur Deckung (im 
geometrischen Sinne) gebracht werden kann. Es wird aber heahsieh- 
tigt, mit diesem Worte die geometrische Identität der Gebilde zu be- 
zeichnen. Daher rühren die Ausdrücke : „Unabhängigkeit von der 
Lage im Kaume, Merkmal der Transportirbarkeit etc.". Alle diese 
Bestimmungen sind aber noch nicht logisch eindeutig, und deshalb 
entstanden Paradoxien, an welchen sieh der Scharfsinn von Philosophen 
wie Mathematikern vergeblich abmühte. 

Zur Lösung des Problems ist es nothwendig, vorab festzustellen, 
was Identität in der Zeit und was Identität im Haume sein 
kann; welchen Bedingungen identische Gebilde genügen müssen. 

Wir nennen eine mathematische Formel oder überhaupt einen 
Begriff identisch, wenn seine Bedeutung dieselbe bleibt, einerlei wann 
oder wo wir ihn denken oder die Fonnel anwenden. Bei einer so 
einfachen Bestimmung scheint der Satz in eine leere Tautologie aus- 
zulaufen. Haben wir statt dessen ein Zeitgebilde von vielen Einzel- 
bestimmungen, etwa eine Melodie, so erklären wir dieselbe für iden- 
tisch mit einer früher gehörten , wenn alle Einzeltöne derselben um 
ein und dieselbe Zeitkonstante von den früheren verschieden sind. 
Formulii'en wir die beiden Zeitgebilde nun exakt, so nennen wir 
(M) t^ = Melodie zur Zeit t^ gehört 
identisch mit (N) 4 = Melodie zur- Zeit (3 „ 
wenn alle Elemente von {M) sich von den homologen der (N) um ein 
und dieselbe Konstante t^ — t^ unterscheiden. Vergessen darf aber 
nicht werden, dass wir diese Identität konstatii'en , dass sie also 
gültig ist in Bezug auf uns. Eine weitere Annahme ist vorderhand 
nicht zulässig; die Möglichkeit bleibt allerdings oifen, dass jene mathe- 
matische Fonnel, oder jene Melodie, eine selbstständige Existenz wie 
die seligen Götter haben, einerlei ob sie je gedacht oder gehört worden 
sind. Wir sind aber einstweilen nur berechtigt, ihre identische Existenz 
zu behaupten, sofern ein Subjekt, ein Ich sie gesetzt hat. 

Wenden wir dieselbe Identitätsbestimmung auf Gebilde des Raumes 
an, so heisst sie: 

Identische Eaumgebilde dürfen sich in all ihren homologen Ele- 
menten nur um eine und dieselbe Raumkonstante unterscheiden. 

Wie messen, wie symbolisiren wir nun diese Kaumkonstante? 
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Das allseitig ausgedehnte Kontinuum kann nicht nach Raum- 
stücken gemessen werden, weil verschiedene gleich grosse Raum- 
ausdehnungen nebeneinander (zugleich) möglich sind. Die geforderte 
Raumkonstante ist deshalb in die einfachsten heterogenen Bestand- 
theile zu zerlegen, welche in ihr möglich sind; dieselben heissen 
Richtung und Entfernung. 

Identische Raumgebilde werden deshalb solche sein, deren homo- 
loge Bestimmungen durch Hinzufügen einer konstanten Grösse der 
Entfernung und Bichtungsversehiedenheiten ineinander verwandelt wer- 
den können. 

Führen wir diese Bestimmung bei dem Dreieck aus, so bestimmt 
sich dadurch die Regel für alle möglichen geometrischen Gebilde. 




Wenn wir das Dreieck durch Bestimmung der drei Punkte oder 
zweier "Winkel und einer Seite oder zweier Seiten und eines Winkels 
für vollständig definirt erklären, so müssen zwei Dreiecke, welche diese 
drei Bestimmungsstücke gleich haben, durch obige Regel inemander 
verwandelt werden können. 

Bestimmen wir die Dreiecke ahc a„b„c„ durch die Lage der 
Ecken, so lässt sich das eine in das andere überführen durch Addition 
der Konstante, welche die Entfemung ihrer Mittelpunkte der Um- 
schreibungskreise und Addition der Entfemungskonstanten , welche die 
Grösse der Bogen a,a„ h.h,, c,c„ ausdrückt; diese letztere ist dasselbe 
wie die Drehungsgrösse oder Konstante des ßichtungsunterschiedes. 

Wird dagegen das Dreieck definirt diirch: 

«6 = a„,Ä,„; ac = a,„c,„\ zl cah =^ c«,„S = c,„a„,h,„ 
so werden dem einen die Konstanten 

Entfernung = aa,„\ Drehung ca,„l, = c,„a,„b,„ 
hinzugefügt, um das eine in das andere zu verwandeln. 

Diese Verwandlung ist aber unmöglich bei den Dreiecken a&c, dbc 
obsehon obige drei Bestimmungsstücke bei ihnen gleich sind; denn bei 
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einer Drehung würde der Schenkel cb unverändert bleiben, während 
Id einen Winkel von 180" dorchlaufen niüsste; eine Drehungskonstante 
kann diese Verwandlung also nicht zuwege bringen, eine Entfemuugs- 
konstante noch viel weniger. Solche symmetrische Dreiecke sind dem- 
nach verschiedene nicht identische Gebilde, und die Georaetne 
würde wohl thuen dies anzuerkennen, indem sie ihnen den Charakter 
der logischen Kongruenz abspräche **). 

Hieraus ergibt sich, dass die Definirang eines Dreiecks aus obigen 
drei Bestimmungsstücken unvoUständig ist. Der logische Grund dieser 
UnVollständigkeit liegt daiin, dass man den Charakter dieser Gebilde 
als Produkte des Denkens verkannte, dass man vergass, dass Wir 
die Dreiecke besehreiben, und dass bei jeder logischen Beschreibung 
der Modus des Besehreibens ein und derselbe sein muss, wenn wir 
im Stande sein sollen, ein Urtheil über die Identität der Gebilde 
zu fällen. Wenn wir dieser logischen Forderung eines identischen 
Media der Beschreibung nachkommen wollen, so ist es falsch zu sagen 
ab = hd; ac = cd. 

Nur die Gleichung ch = ch ist richtig; denn wir, als Subjekt 
des logischen Setzens, sind mit dabei und besehreiben jene Seiten 
relativ zu einem einheitlichen System von logischen XJnterscheidungs- 
mögliehkeiten , welches sieh A. VII. herausstellte als System dreier 
Koordinaten. Beschreibung kombinatorischer Gebilde ist Erzeugung 
derselben; die Figuren existiren dabei nur in unserer Synthesis, nicht 
in einer Aussenwelt. 

Die vollständige Beschreibung muss demgemäss lauten: 
Dreieck ahc bestimmt als + (ac) o (ch) — {ba) 
Dreieck bdc bestimmt als — {de) o (cb) ■+- (id). 

Hierbei ist das Zeichen o aufzufassen als der BeziehungshegrifF, 
welcher in mittlerem Verhältniss zu den kontradiktorisch entgegen- 
gesetzten Begriifen „voi-wärts, rückwärts" steht; an SteUe desselben 
könnte man in gewissen Fällen auch das Symbol i set5;en. Näheres 
hierüber s. C. lU. 2. 

Kants geometrische Paradoxie. 

Jahrtausende wissenschaftlichen Lebens waren verflossen, ehe Jemand 
auf diese Unvollkommenheit der geometrischen Definition aufmerksam 
wurde. Kant fand, dass nach der Methode des Eongnienzenbeweises 
auch die symmetrischen Körper für kongment erklärt werden müssten. 
Aber hier wird doch die Verschiedenheit gar zu handgi'eiflich. 
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Die Lösung rlieser geometrischen Pavadoxie fand er nicht, obsehon 
sie in seinen Prinzipien der Kritik enthalten war, weil ihm die rein 
logische Natur des Baumes dunkel blieb. 

Kant findet als eine Thatsaehe, dass symmetrische Körper (der 
rechte und linke Handschuh) verschieden sind, obsehon wir gar keine 
Verschiedenheit an ihnen anzugeben vei-mögen. Wenn es nun bis zu 
Kants Zeit nicht gelungen war, Verschiedenheiten der symmetrischen 
Köi-per anzugeben, die Thatsaehe aber feststand, dass sie verschieden 
seien, so war eben jenes historische Nichtfinden noch kein Beweis für 
eine logische Unmöglichkeit solchen Findens. Vielleicht konnte noch 
ein solcher Unterschied gefunden werden, oder aber die Verschieden- 
heit lag eben nicht darin, was er innere Unterschiede nannte. 
Kant glaubte dieses historische Nichtfinden unserer intellektualen Be- 
schränkung, unserer Gebundenheit an gewisse psychische Organisationen 
zusehreiben zu müssen. Er sagt: 

„Was ist nun die Auflösung? Diese Gegenstände sind nicht etwa 
Voi^teUungen der Dinge, wie sie an sich selbst sind und wie sie der 
pure Vei-stand erkennen würde, sondern es sind sinnliche Anschau- 
ungen d, i. Erscheinungen, deren Möglichkeit auf dem Verhältnisse 
gewisser an sich unbekannter Dinge zu etwas Anderem, nämlich 
unserer Sinnlichkeit bemht." 

Aus dieser Gegenüberstellung eines puren Verstandes zu 
sinnlichen Raumansehauungen geht hervor, dass Kant nicht 
an eine rein logische Auflösung des Raumproblems dachte; dass er 
vielmehr den menschlichen Intellekt für eine Verdunkelung oder Be- 
schränkung des puren Verstandes durch eine Sinnlichkeit hielt. Der 
pure Verstand sollte fähig sein , die Dinge an sich zu erkennen. Die 
Dinge an sieh bezeichnen bei Kant ziemlich allgemein den irreduziblen 
Rest; sie werden jetzt Grenzbegriffe genannt, ein viel gebrauchtes 
und missbrauchtes Wort. Bei dem hier vorliegenden Problem der 
symmetrischen Körper lasst sich aber ganz genau sagen, was das Ding 
an sich ist, und wird daraus hervorgehen, dass es Nichts weniger 
als ein Grenzbegrilf ist. Dieses Ding an sich ist eben die logische 
Wiedersinnigkeit an die Existenz eines Körpers, in diesen oder jenen 
Formen zu glauben, ohne dass zugleich ein synthetisch setzendes, 'also 
denkendes Wesen, grammatisches Subjekt gedacht werden dürfe, welches 
jenes Dreieck anschaut; die logische Wiedersinnigkeit, die Existenz eines 
Objektes mit dem Charakter Objekt zu denken, ohne zugleich ein 
Subjekt, welches denkt, zulassen zu wollen. 

Die Handschuhe existiren als Handschuhe nur insofern wir Menschen 
sie betrachten und gebrauchen. Was sie ausserdem noch sein mögen. 
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wenn sie anderen bösen oder guten Geistern ei-scheinen , oder wofür 
sie sich erklären, wenn sie sich seihst anschauen, geht uns Nichts ar 
Die Form der Handschuhe, wie jede rein geometiische Figur, ist ahei 
nur ein Eraeugniss des synthetischen Seteens, und existirt nicht, sobald 
alles Denken inkl. Kants purer Verstand nicht mehr da ist. Die sym- 
metrischen Körper sind deshalb nicht vollständig beschrieben, so- 
lange wir nur ihre sogenannten inneren Verschiedenheiten 
betrachten; sondern sie sind erst vollständig beschrieben durch die 
Formeln 

+ (al) (bc) — ba).... 

+ (cd) -}-.-.- 

d. h. dadurch dass hinzugefügt wird: sie werden besehrieben durch 
einheitliche Synthesis. 

Das Ding an sich ist in diesem Falle also nicht das (Dreieck abc) 
Objekt noch das Subjekt (Ich), sondern die logische Nothwendigkeit 
eines Zusammenseins (Koexistenz) von Objekt und Subjekt, von Dreieck 
und Ich, ohne welches weder von einem anschaubaren noch denkbaren 
Dreieck die Eede sein kann. 

Geometrisch bedeutet die Existenz eines einheitlich zusammen- 
fassenden Subjekts gleichzeitig mit einer Raumfigur, die Beziehung 
dieser Raumfigur auf drei Koordinatenaxen, welche sich in einem Punkte 
sehneiden; denn wie A. VII, ausgeführt, kann das synthetische Denken 
drei Koordinaten entsprechende Untei-schiede setzen. 



Demselben Grunde wie obige geometrische Paradoxie Kants ent- 
sprangen die Widersprüche, welche C. Neumann in dem Begriff der 
relativen Bewegung gefunden haben will. Ihre Lösung wird in Buch D 
bei Feststellung des Begriffs der 1 
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C. KAPITEL n. 

METHODEN DER BESTIMMUNa. 



§1- 
Synthesis und Analysis. 

Den beiden Elementarbegriffen des Nebeneinander entsprechend 
haben schon ältere Mathematiker eine Geometrie der Lage und eine 
solche der Grösse unterschieden. Auffallend ist es deshalb, das man 
in der Neuzeit geglaubt hat alles auf den Grössenbegriff reduziren zu 
können; es war dies eine Folge der analytischen Behandlungsweise 
geometrischer Fragen, und des metaphysischen Dunkels, welches über 
der Bedeutung analytischer Symbole schwebte. Um dieses Dunkel zu 
verscheuchen, dekretirte der Empirismus, „es solle keine Metaphysik 
sein" ■ — konstmirte aber trotzdem seine eigene Metaphysik unter dem 
Namen imaginärer oder höherer geometrischer Gebilde. 

Die Bestimmung im Nebeneinander oder die Lösung geometrischer 
Probleme kann auf zwei logisch und methodisch verschiedenen Wegen 



1) Synthetisch ; durch Setzung der qualitativ verschiedenen Ge- 
bilde, Linie, Fläche etc. und ihre Verbindung durch Beziehungs- 
begriffe, welche sieh unter dem allgemeinen Begiiff der Bewegung 
zusammenfassen lassen. 

2) Analytisch, durch Berechnung; durch arithmetische Symbolisirung 
jener Gebilde und ihrer Kombinationen nach dem Satz des 
"Widerspruchs. 

Die geometrische Synthesis ist natürlich ganz unabhängig von allen 
und jeden empirischen Bedingungen; sofern ihre Forderungen keinen 
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Widei-spruch enthalten, sifld sie geometrisch konstniirbar, einerlei ob 
uns je die mechanischen Mittel zu Gebote stehen jene Forderungen 
■ auszuführen, die wirkliehe Modellirung jener Gebilde fertig zu bringen. 
Die Möglichkeit einer analytischen Behandlung geometrischer Ge- 
bilde ergibt sich aus der in B. I., B. II. 2, B. III. nachgewiesenen 
SymbolisiiTing alier geometrischen Qualitäten durch Ziffern. Ihre Kom- 
binationen durch die Beziehungsbegriffe + — X : geschehen strikte 
nach dem Satz des Widerspruchs und entsprechen deshalb allen Ver- 
änderungen, welchen geometrische GebÜde untei-woifen werden können. 
Ein falsches Resultat kann deshalb nicht entstehen; wohl aber eine 
geometrisch undeutbare Foimel, weil das arithmetisch einfachste Sym- 
bol „Setzung und Wiederholung der denkenden Setzung" bedeutet, 
diesem Setzen aber in der Geometrie die spezifische Bedeutung der 
Setzung einer Ausdehnung gegeben wird. 

Hieraus ergibt sich schon der logische Fehler, welcher begangen 
wird, wenn man die Geometrie einen Spezialfall der Analysis nennt. 
Analysis könnte man die allgemeine Besehreibung der Denkbewegungen 
nennen; analytische Geometrie ist demnach Beschreibung einer ge- 
wissen Art von Denkbewegungen, Produkten denkender Setzung. 
Die Geometrie ist deshalb aber ebensowenig ein Spezialfali der Ana- 
lysis, als die Mathematik überhaupt ein Spraialfall der allgemeinen 
Sehriftstellerei , der logischen Methode der Beschreibung. Wohl aber 
nennen wir Mathematik einen Spezialfall der Wissenschaften und Geo- 
metrie einen Spezialfall von Wissenschaft der Denkbegriffe. Die Ana- 
lysis steht zur Geometrie vielmehr im koordinirten Verhältniss eines 
anderen Spezialfalles unter den Wissenschaften der Denkbegriife; 
nämlich wobei dem Element nur die Bedeutung der abstrakten Ein- 
heit gegeben wird; in diesem Falle ist sie Arithmethik, Algebra etc., 
also wohl zu unterscheiden von der analytischen Dai^tellungsraethode 
einer allgemeinen Kombinatorik der Denkbegriffe. 

Treten während der analytischen Berechnungen geometrisch un- 
deutbare Formeln auf, so bilden di^e kein Hinderniss die Rechnung 
fortzusetzen, weil hierzu nur die logische Kombination der Elementar- 
symbole erforderHch ist. Dies ist der Hauptvortheil der analytischen 
Methode, Die synthetische Methode kann nur mit ganzen Begriffs- 
gebilden operiren; sie muss abbrechen, wenn es nothwendig ist ein 
solches in die Elemente des Denkens aufzulösen'; sie führt einen Bau 
mit fertig zugeschnittenem Material auf, während die analytische Me- 
thode sich aus kleineren Steinen von einheitlicher Qualität ein jedes 
Maass und eine jede Gestalt aufbauen kann. So ist z. B. bei der 
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Geometrie die Linie ein Individualgaiizes , welches nicht in weitere 
Elemente zerlegt werden kann. Die Analysis setzt aber statt ilirer 
das Symbol jds, welches die ganze mannigfache Geschichte erzählt 
von den Derdiprozessen , aus welchen jene Linie als Produkt hervor- 
ging, und zugleich die Mittel angibt, wie durch Veränderungen in 
jenen Prozessen verschiedene Produkte erzeugt werden können. Jene 
(jualitativ verschiedenen Gestalten der Synthesis werden durch die 
analytische Symbolik auf eine einheitliehe Qualität reduzirt, wodurch 
die Aufgabe auf ein Additionsproblem gebracht wird, auf die Behand- 
lung eines einzigen, oder einer sehr kleinen Anzahl von Begriffen 
wenigstens der Form nach; es wird also die Fordemng an die syn- 
thetische Denkthätigkeit durch die analytische Methode bedeutend 
erleichtert. Allerdings kann durch alle Analysis jene synthetische 
Thätigkeit nie vollständig ttberflüssig gemacht werden, ebensowenig 
wie durch reine Induktion mit Ausschluss aller deduktiven Phantasie 
je ein wahrhaft wissenschaftliches Resultat erzielt werden kann. 

Eine Formel kann nur Lösung einer geometrischen Aufgabe ge- 
nannt werden, wenn sie konstruirhar, geometrisch deutbar ist; aus- 
genommen den Fall, wenn die Lösung die Aufgabe selbst als eine un- 
lösbare unrichtig gestellte kennzeichnen soll. Die Ueberschätzung des 
puren Schematismus und die Verkennung der Mehr- und Theildeutig- 
keit vieler hier entstehender Fonneln hat zwar auch die undeutbaren 
Symbolkonglomerate Lösungen genannt, zu deren Vei-ständniss aber 
auf eine höhere Logik, höhere Sinnesfähigkeiten oder dergleichen — 
verwiesen werde musste. Die theilweise Vieldeutigkeit der analytischen 
Fonneln hat aber auch, wie an anderen Stellen schon hervorgehoben, 
den gi-ossen Voitheil, dass durch die Sehlussformel einer einzigen 
Rechnung alle die verschiedenen Lösungen angegeben weixlen, welche 
einer Aufgabe, einem Komplex von Fordenangen und Bedingungen ent- 
sprechen. Es liegt dies begründet (nach B. III. 7) in der dialektischen 
Vollständigkeit, in welcher gewisse Obergriffe durch jene Formeln aus- 
gedrückt werden, womit gewissen Symbolen alle korrelativen Begriffe 
entsprechen, welche einem gewissen Oberbegriffe gegenüber gleich- 



§ 2. 

Koordinatensysteme. 

Hat man irgend einen Begi'iff oder Sache oder Vorgang nach Merk- 
malen (Elementarbegriffen) bestimmt, so können diese Bestimmungen 
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einer mathematiBchen Behandlung unterworfen werden, wenn dieselben 
nach Unterseheidungsstufen messbar sind, seien diffi nun Stufen der 
Dauer, der Ausdehnung, der Zahl, der Intensität etc. Die einzelnen 
Bestimmungsnierkmale können je nach der Katur der Aufgabe ab- 
hängig oder unabhängig von einander sein. Spricht man z. B. von 
einem KÖi-per überhaupt, und bestimmt denselben nach seiner Tempe- 
ratur, Dichte, Grösse, Geschwindigkeit, so können diese Eestimmungs- 
stücke {in der Analysis Variabeie genannt) ganz unabhängig von ein- 
ander sein, ohne dass deshalb der Körper seinem Begriffe nach un- 
möglich gemacht würde. Spricht man aber von einem seiner Natur 
nach bestimmten Köi-per, etwa dem Wasser, so dürfen diese Variablen 
nur in gegenseitig abhängigen Verhältnissen variiren, wenn es nicht 
aufhören sollte flüssiges Wasser zu sein. Diese Abhängigkeit mag sich 
auf die Grösse der einzelnen Variabein erstrecken, sie kann aber auch 
nur auf das ganze System des Zusammenhanges Bezug haben, von der 
Grösse unabhängig sein, wenn nur der systematische Zusammenhang 
derselben gewahrt bleibt. Ein Gas bleibt Gas, mag seine Temperatur 
noch so stark erhöht, seine Verdünnung noch so weit fortgesetzt werden ; 
wird aber ein gewisses Verhältniss zwischen Dmck und Temperatur 
überschritten, so hört es auf Gas zu sein, weil durch die vrillkürliche 
arithmetische Veränderung das System „Gasigkeit" zerstört wird. 

Oder, wenn wir die Arbeit zweier Massen in Wechselwirkung be- 
rechnen wollen, so sind diese nebst ihrer Entfeniung die unabhängigen 
Variabein der Aufgabe. Dieselben stehen aber trotz ihrer Variations- 
möglichkeit in einem solchen systematischen Zusammenhange, dass die 
Aufgabe ganz sinnlos werden würde, wenn eine von ihnen den arith- 
metischen Werth erhalten sollte. Als Eechnungsresultat erhält man 
dann zwar noch ein analytisches Symboiaggi'egat, welches aber ent- 
weder ganz sinnlos, oder vieldeutig interpretirt werden muss. 

Man kann demgemäss Vai'iabele unterscheiden , jenaehdem sie nur 
der Grösse nach, oder der Grösse und einem jeden systematischen Zu- 
sammenhange nach von einander unabhängig sind. In dem ei-steren 
Falle, wo die Variabein einen gewissen Zusammenhang wahren müssen, 
sind dieselben koordinirte Variabeie zu nennen. 

Die Bestimmung einer Raumgestalt geschieht nach den beiden 
Begriffen — Entfernung, Richtung; und jenaehdem die Gestalt all- 
gemein oder speziell bestimmt wird, sind eine verschiedene Anzahl von 
Variabein arithmetisch nothwendig , um diese Bestimmung eindeutig 
zu machen. Dieselben dürfen in allen Verhältnissen variiren, ohne 
aufzuhören auf den allgemeinen Begriff des Raumes gedeutet 
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werdea zu können. Man hat sie deshalb schlechtweg voneinander un- 
abhängige Vai'iabele genannt, eine Benennung, welche verhängnissvoll 
für Spekulationen über den Raumbegriff geworden ist. 

Von dieser venneintlieh absoluten Unabhängigkeit der Raum- 
variabeln ausgehend, kam Eieman dazu für den allgemeinen Begnff der 
Distanz das Symbol F (2 yäx) aufzustellen, dessen alogische Konse- 
quenzen in Ä. XII. gezeigt wurden. 

De ÄusdiTiek ist fehlerhaft, weil er den systematischen Zusammen- 
h Up le Raumvariabeln ignprirt, obschon die ganz zutreffende Be- 
e un „Raumkoordinaten" hierauf aufmerksam hätte machen 
könne Welches ist nun das Systemverhältniss (die Abhängigkeit dem 
Sjste e nach) dieser Raumvariabelen? 



§3. 

Natürliche Koordinaten. 

Bei einer jeden messenden Bestimmung muss ein Ausgangspunkt 
(ein Anfang des Maassstocks) festgesetzt werden ; eine bestimmte Stufe 
der Empfindung, von welchem die Anwendung der Denkbegiiffe be- 
ginnt. Man bezeichnet diesen Ausgangspunkt folgerichtig mit dem 
arithmetischen Symbol 0. 

Da nun im Baume Entferaung und Richtung die einzigen Be- 
stimmungsbegriffe sind , so muss ein jeder andere Punkt sowohl seiner 
Entfernung s nach, von dem Ausgangspunkte wie die Richtung s von 
einer Äusgangsrichtung bestimmt werden. Das einfachste ist die feste 
Ausgangsrichtung von dem Punkte o aus zu bestimmen. Weil aber 
sehr viele Riehtungen denselben Riehtungsunterschied zu einer festen 
haben können, so müssen so viele feste Richtungen bestimmt werden, 
dass eine beliebige durch alleinige Grössen des Richtnngsunter- 
schiedes zu den festen eindeutig bestimmt werden kann. Aus A. Vn. 
folgte, dass drei solcher fester Riehtungen zu diesem Zwecke noth- 
wendig sind. Lässt man diese Riehtungen der Einfachheit halber sich 
in dem Nullpunkt treffen, so erhalten wir 8 Bestimmungsstücke als 
nothwendige Merkmale eines Ortes im Baume; eine Entfernung und 
zwei Richtungsuntei-schiede , oder drei Entfernungen, die nach be- 
stimmten Richtungen zu messen sind. Dies sind die natürlichen Koor- 
dinaten, weil sie auf die einfachste Weise, ein jedes Symbol, eindeutig 
einem Elementarbegriffe entsprechend, die wahre Lage eines Ortes 
bezeichnen. 
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Das Systemverhältoiss, in welchem diese drei koordinirten I 
stehen, ist nun dieses: 

Sie sind gleichweiiJiige Unterbegriffe des Oberbegriffe, „allseitige 
Ausdehnung, allgemeines Kontinuum, Kaum"; sie können ihre Aus- 
dehnung ändern von Null bis zu einer beliebigen Grösse ohne aufzu- 
hören im Kaume zu sein; sie müssen aber durch stetige Unterschiede 
eine jede in jede andere übergehen können, weil keine Lücken im 
Kontinuum existiren können, und keine Koordinate vor einer anderen 
ein Vorrecht, einen begriffliehen Unterschied bat. Diese System- 
forderung des kontinuirlichen Uebergangs einer Entfemung in die 
andere kann arithmetisch ausgedrückt werden. 

Der Ausiiruck ist 

x^ = m V — Ä^B 
und bedeutet: nicht eine imaginäre Grösse, sondern — das logisch 
konstiTiirte Symbol des realen Richtungsbegriffes. Es besagt, dass eine 
bestimmte Richtung diesem Richtungsbegiiffe nach die mittlere Pro- 
portionale zwischen gewissen kontradiktorisch entgegengesetzten Rich- 
tungspaaren ist, und dass diese letzteren Richtungspaare eine geschlossene 
Reihe bilden; das ist aber in Verbindung mit der stetigen Veränder- 
lichkeit der Koordinatengi-össe nichts weiter als eine Auslegung des 
Begriffs „Kontinuum der Ausdehnung." 

Der algebraische Schematismus sieht von solchen Systemverhält- 
nissen ganz ab, er häuft die Zahlen und Variabelen aufeinander, und 
erst die Produkte, welche ihm dabei unwillkürlich entstehen, erinneni 
ihn durch ihre verschiedenen Foi-men {binär, temär, quateniär . . .) 
daran, dass noch etwas Anderes als reine Zahlgi-össen damit aus- 
gedi-ückt werden, dass die Einzelzahlen auch wohl einen spezi- 
fischen Charakter haben könnten. Es ist also schon ganz ver- 
kehi't, ein Schema, weiches prinzipiell jede Berücksichtigung eines 
systematischen Verhältnisses ignorirt, zum Symbol eines aligemeinen 
Systembegriffes verwenden zu wollen; noch viel verkehrter, den absolut 
systematischen Zusammenhang des Kontinuums dadurch ausdrücken zu 
wollen; oderÜnterschiede des Kontiniiums hypostasiren zu wollen, 
sogenannte Räume von verschiedenem Krümmun^maass , während der 
Begiiff des absoluten Kontinuums einen jeden begrifflichen üntei-schjed 
negirt. Verschiedene Arten der Ünterschiedslosigkeit setzen zu 
wollen, ist eine contradictio in adjecto. 

Alle jene Formelgebilde der Pangeometrie, welche nicht den durch 
die natürlichen Koordinaten ausgedrückten Bedingungen genügen, haben 
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mit dem Raumbegiiffe nichts zu thun; ob jene Symbolagregate in 
Einzelfällen einem andei-en logischen Begriffe entsprechen liönnen, bleibt 
dahingestellt, s. B. V.*^) 



Künstliche Koordinaten. 

Für viele Fragen der Geometne hat es sich als vortheÜhaft ge- 
zeigt, nicht jene einfachsten natürlichen Koordinaten, sondern ein 
anderes System von Bestimmungsverhältnissen zu verwenden; haupt- 
sächlich geschah dies zum Zwecke einer allgemeineren Verwendung 
analytischer Symbole oder Operationsmethoden. Wenn eine solche ein- 
fachere Berechnung durch Anwendung eines anderen Systems von Be- 
stimmungen eintritt, so kann man wegen der Korrespondenz logischer 
Kombinationen mit analytischen Operationen allerdings sieher sein, dass 
dem auch eine neue logische Betrachtungsweise entspricht; 
diese letztere bei einigen hervoiTagenden Fällen zu entwickeln, muss 
Aufgabe der Philosophie sein. 

Wenn man bei einer Geraden, deren Gleichung in natürlichen 
Koordinaten 

1) Ax+ Sy -t C= 

die negativen reziproken Werthe der Längen, welche diese Linie auf 
den Koordinatenaxen abschneidet, als Variable einer Gleichung be- 
trachtet, und diese Werthe 

2) ""- A "^ S 

variirt; so erhält man den Ausdruck eines Büschels von Linien, welche 
sieh alle in einem durch ein x, y der obigen Linie 1) bestimmten Punkte 
schneiden. 

Durch Verbindung der Ausdrücke 1) und 2) entsteht die Gleichung 

3) ux -\~ ^ -{- 1 = 

welche die Vereinigung des Punktes «, y mit der Geraden m, v an- 
zeigt, d. h. Bestimmungen, welche den beiden Gebilden 

f {x, ij) = <p (u, v) = 

gemeinsam sind. Dieselben bedeuten einen Pimkt x, y, welcher auf 

der Geraden u, v liegt, und auch die Gerade u, v, welche durch einen 

bestimmten Punkt x, y geht. Nach Belieben kann man in 3) die Be- 

. Stimmungen der Geraden und des Punktes veränderlich denken. Wenn 
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X, y veränderlicli, m, v konstant gedacht werden, so symbolisirt 3) alle 
auf einer bestimmten Geraden liegenden Punkte; wenn w, v Teränder- 
lich, X, y konstant sind, so ist 3) der Ausdruck aller Gleraden , welche 
sich in dem einen bestimmten Punkte x, y schneiden können, also der 
Ausdrack eines sog. Strahlbüschels. Die Gleichung ändert ihre Form 
(ihren formalen Charakter, ihre Qualität) nicht, wenn m, v mit x, y 
vertauscht werden, weil diese Elemente symmetrisch in 3) auftreten. 
Man kann deshalb die Deutung dieser Gleichung beliebig wechseln, 
und hat einen analytischen Angelpunkt erlangt, um beliebig von einer 
Interpretation der Symbole zu einer anderen überzugehen. 

Prinzip der Dualität. 

Der philosophische Werth dieses analytischen Kunstgriffs liegt 
darin, dass er zwei logisch komplementäre Begi-iffe in einem arith- 
metisch einheitlichen Komplexe repräsentirt; nämlich zwei verschiedene 
Generationsweisen geometrischer Gebilde; dazu die zwei einzig mög- 
liehen Generationsweisen. 

B. VI. wurde ausgeführt, dass korrelative Begriffe ebensogut durch 
negative wie durch positive Bestimmungen definirt werden können. 
Zu solchen Begriffen gehören die geometrischen Bestimmungen 

a) Bereich eines bestimmten Gebildes, 

b) Bereich des Raumes, welcher nicht zu diesem bestimmten Ge- 
bilde gehört. 

Diese beiden Begriffe zusammen bilden den Raum überhaupt, den 
Gesammtraum. 

Dieselben werden konstruirt durch Veränderung (Bewegung) der 
Elementarbegriffe „Entfernung, Richtung," deren Vereinigung geo- 
metrisch dargestellt ist durch die gerade Linie. 

Gewöhnlich wird zwar auch gesagt „man b^chreibe ein Gebilde, 
etwa eine Kurve, durch Bewegung eines Punktes im Räume". Dies 
ist eine irrige Behauptung, Ein Punkt lässt sich gar nicht im Räume 
bewegen, denn der Punkt ist nur Bezeichnung eines bestimmten Ortes, 
als Gebilde ein Nichts C^ I. Der Punkt ist reine Grenze, und eine 
Grenze lässt sich nicht bewegen ohne Etwas, an dem sie Grenze ist. 
Die Linie ist zwar auch Grenze der Fläche; ausserdem ist sie aber 
selbständiges Gebilde, Vereinigung zweier positiver Bestimmungen, 
welche sich eine jede verändern können; der Punkt ISsst sich aber 
nicht verändeiTi ohne aufzuhören reiner Punkt zu sein. Wenn man 
vermeint eine Kui've durch Bewegung eines Punktes im Räume zu be- 
schreiben, so hat man stillschweigend jene Bahn schon vorgezeiehnet 
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und rückt den Punkt in derselben, besser gesagt „betrachtet ver- 
schiedene Punkte auf dereelben". Der Punkt kann sich nicht bewegen 
ohne in einer bestimmten Richtung bewegt zu werden; dies ist 
aber nur ein anderer Ausdruck für „Bewegung der geraden Linie". 

Konstruiren wir jetzt ein bestimmtes Gebilde durch Bewegung der 
Geraden, so geschieht dies in positiver Definition a) durch die Be- 
wegung derselben innerhalb, in negativer Definition b) durch Bewegung 
ausserhalb des Gebildes. Reduziren wir die möglichen Bewegungen 
auf den einfachsten Modus, das heisst den logischen, wobei alles 
Zuviel ein Fehler ist, so entsteht das Gebilde 

a) in positiver Weise durch Bewegung einer nach Richtung und 
Länge veränderlichen Linie, als Radius vector, welcher sieh um 
einen Punkt dreht; 

b) in negativer "Weise, durch Bewegung einer unbegrenzten Linie 
nach einem gewissen Gesetze, wobei der Gesammtraum beschrie- 
ben mrd mit Ausnahme des zu bestimmenden Gebildes; die un- 
begrenzten Linien sind die Einhüllungstangenten desselben. 

Die Gleichung 3) ist der einfachste Gesammtausdruck dieser beiden 
Generationsweisen, also sozusagen ein analytisches Symbol des Ober- 
begi'iffs „geometrische Erzeugung der Gestalt", aus welchem man nach 
Belieben einen der komplementären Uiiterhegiiffe zur weiteren Be- 
ti'aehtung auswählen kann. Dieser Unterschied der beiden Generations- 
weisen ist von höchster Bedeutung bei der demnächst folgenden logi- 
schen Analyse des geometrisch Imaginären C. IV. 

So wichtig nun auch diese Gleichung ist, so dai-f man in ihr doch 
nichts Anderes sehen wollen als was sie ist, nämlich ein Symbol, welches 
wie andere analytische Symbole auch die Mängel der Viel- und Theil- 
deutjgkeit haben kann, also untauglich ist zur direkten Ableitung 
weiterer philosophischer Spekulationen. 

Beschränkt man sieh nämlich zuvörderst auf Gebilde der Ebene, 
so sagt die Grundfoi-mel aus, dass es in der Ebene doppelt unendlich 
viele Punkte und Gerade gibt. Die Wahrheit davon ist, di«s stets 
zwei verschiedene Symbole koiTespondiren und trotz ihrer analytischen 
Verechiedenheit ein und dasselbe aussagen. Eine andere Unvollkom- 
menheit des Symbols 3) liegt darin, dass nur Bestimmungen der Lage 
bei seiner Bildung maassgebend waren, dasselbe also über Grösse 
(metrische Bestimmungen) direkt nichts aussagt. Es ist aber möglich 
auch solche metrische Bestimmungen aus der Gleichung 3) abzulesen, 
insofern durch den logischen Konnex der gebrauchten Symbole ge- 
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fordert wird, dass ein jeder Grössenwerth , welcher ihnen beigelegt 
wird, im Allgemeinen der Bestimmung einer Entfei'nung entsprechen 
muss; hiermit ist aber gar nicht gefordert, dass die Gi-össenverhältnisse 
in der Gleichung den geometrischen Distanzen in direkter einfacher 
Proportion entsprechen, d. h. die wirkliehen Distanzen direkt angeben, 
wie beim Gebrauch der natürlichen Koordinaten. 

Sucht man das Verhältniss auf, in welchem die Gleichung 3) die 
geometrischen Längen ausdrückt, so ergibt sieh eine merkwürdige 
Verzerrung der thatsädilichen Verhältnisse. 

Bei den natürlichen Koordinaten ist die Einheit der Grösse eine 
bestimmte Längenausdehnung. 

Bei ux -r vy + 1 = 

G C 

ist die Einheit aber ein Quotient von Längenausdehnungen, welche 
arithmetische Form nach B. HI. 4 die bekannten Vieldeutigkeiten in 
gewissen Fällen ausser der obigen Verzerrung noch in die Formeln 
einführt. Verfolgen wir den Ausdruck einer Längenausdehnung durch 
das Symbol eines Quotienten aus zwei Längen so ergibt sieh Folgendes: 
Die arithmetische Einheit kinn nui ^^erth eme& Quotienten sein, 
wenn Zähler und Neuner gleich sind --oll derselbe "üso zum Ausdruck 
einer Länge verwendet werden so mlissen die Entfeniungen des 
Punktes x, y von zwei festen Punkten gemessen werden, deren gegen- 
seitige Entfernung selbst die L Ingeneinheit ist Die wahren Ent- 
fernungen und die Quotientensymbole welüie dieselben in der Gleichung 
31 repräsentiren, sind in iblgendem '-■chema diigestellt. 



oder 




Die Yortheile und Nachtbeile solcher Symbolik ergeben sich aus 
dieser Skala. Man erhält für jeden Ort ein bestimmtes Quotienten- 
symbol mit Ausnahme der Entfernung -|- 1, welche sowohl durch -|- 
Go als — 03 bezeichnet wird; und umgekehrt erhalten die entgegen- 
gesetzt gemessenen Entfernungen -\- oo und — oo ein und dasselbe 
Symbol — 1. Es ist dies eine schwere Unvollkommenheit des Systems, 
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soferü adäquate Darstellung logischer Begriffe gefordert wird; für spe- 
zielle Zwecke mag sie aber gerechtfertigt sein. 

Es findet sicli nämlich ein Gebiet der Betrachtungsweise, Äuf- 
ff^sung geometrischer Gestalten von einem gewissen Standpunkte aus, 
bei welcher die Verzermng der wirklichen Verhältnisse genau so ge- 
schieht, wie sie in der Gleichung 3) angegeben wird. Diese Auf- 
fassungsweise heisst die Zentralprojektion, und wir versetzen uns auf 
jenen Standpunkt, wenn wir die äusseren Gegenstände nicht messen, 
objektiv beurtheilen, sondeni wenn wir dieselben mit einem im Räume 
festgestellten Auge besehen, perspektivisch als auf eine Ebene bezogene 
Bilder beurtheilen. B^ehen wir durch eine Glassplatte äussere Gegen- 
stände, so schneiden die den Distanzen jener entspi'echenden Sehlinien 
auf der Glassplatte Linienstücke ab, welche obigen Quotientensymboien 
adäquat entsprechen. Lässt man jetzt noch die Sehlinien in einer be- 
stimmten Richtung sich fortbewegen, also in einer Ebene sich drehen 
mit dem Auge als Gentium , und führt diese Drehung für einen vollen 
Kreisumfang durch, — ohne Rücksicht darauf, df^s bei der Drehungs- 
häifte hinter der Glassplatte die .ganze Pi'ozedur alogisch wird, die ge- 
brauchten Begriffe nicht mehr existiren, sondern nur noch die Konti- 
nuität analytischer Symbolik aufrecht erhalten wird — so erhalten 
auch die Symbole + co — x eine formale Stellung in jener konti- 
nuirlichen Reihe. 

Man sieht hieraus wie grade diese perspektivische Anschauungs- 
weise geeignet ist, das Prinzip der Dualität zu gebrauchen; denn das 
Fortrücken der Punkte, die Vergrösserung der Entfernungen ist hier 
in unmittelbai'ste Verbindung mit der Richtungsänderung des Seh- 
strahles gebracht. Man ersieht hieraus aber auch wie gefährlich es 
ist, aus einer zweckmäßigen Symbolik, und selbst wenn sie der Ana- 
lysis die ausserordentlichsten Dienste leistet, metaphysische Schlüsse 
ziehen zu wollen. Denn Symbol bleibt Symbol; eine neue Kombination 
derselben hat keinen philosophischen Werth, wenn es nicht die logische 
Probe bestehen kann. Auch dieses künstliche Koordinatensystem hat 
Veranlassung zu den abaonderiiehsten spekulativen Verirrangen ge- 
geben ■'^). 

Dreieckskoordlnateii- 

Bei Aufgaben, welche eine Transformation des Koordinatensystems, 
d, h. das Uebergehen der festen Bestimmungsstücke aus einer Lage in 
die andere, nothwendig machen, zeigt sich, dass die geometrische Sym- 
bolik des Dualitätsprinzips mit Zugrundelegung der Winkeikoordinaten 
Schwerfälligkeiten verui-saeht. Um diese zu vermeiden, hat man Drei- 
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eekskoordinaten ersonnen, d. h. man bestimmt einen Punkt nach seinen 
Abstanden von den Seiten eines Fundamentaldreieeks. Hierdurch wird 
ei-reicht, dass ebensoviele unbestimmte Koeffizienten wie Variabele in 
den Gleichungen auftreten, und diese dadurch stets homogene und 
symmetrische Formen erhalten; was natürlich das zweckmässigste für 
eine leichte, algebraische Behandlung derselben ist. So ändert sieb 
die Gleichung der vereinigten Lage von Punkt und Gerade 
lix + vy + 1 ^ in Winkelkoordinaten, 
in «1 a^i + Mä iCg + % 3^ = ö in Dreieckskoordinaten. 
Ditö Hülfsmittel der Detenninanten , welches bei allen Fragen, wo 
nicht Maass, sondern Lageverhältnisse betrachtet werden, von so 
grosser Anwendbarkeit ist, wird dadurch ungemein häufig brauchbar. 
Aigebristen haben deshalb die "Winkelkoordinaten ein willkürlieh ge- 
wähltes System genannt, welches ein undualistisch partikularisii-ter 
Fall eines allgemeineren sei*^). Eine solche Bezeichnung trifft aber 
rückwärts die einseitige Auffassung des algebraischen Schematismus 
und nicht den logischen Werth der Systeme. Der Raum als bestimm- 
ter Begriff erfordert aJlerding« eine bestimmte analytische Behandlung, 
einen Einzelfall des allgemeinen kombinirenden Schema's; deshalb 
bleiben aber doch die Winkelkoordinaten das natüi'liche System des 
Raumes. In jenem sogenannten allgemeinen Koordinatensystem sind 
gar keine Raumkoordinaten mehr vorhanden, sondern nur voneinander 
schlechtweg unabhängige Variabele ; soll aber wirklich etwas Geo- 
metrisches aus diesem Yariabelenkonglomerat herauskommen, so finden 
sich jene verleugneten Raumkoordinaten in den speziellen For- 
men der analytischen Kombinationen wieder vor; nur in Verkennung 
dieses fonnal logischen Werthes glaubte man auf einen höheren Stand- 
punkt der Uebemcht gelangt zu sein. Diese Allgemeinheit lasst 
Schaaren von imaginären Gebilden entstehen, ein Zeichen dafür, dass 
sie logisch unvereinbare Standpunkte formell zusammenbringt, ein 
Zuviel der Bestimmungen anhäuft, und dann häufig in Verlegenheit 
geräth, was mit den Produkten anfangen, wenn sie nicht lediglich für 
algebraische Gymnastik erklärt werden sollen. 



y Google 



C. KAPITEL Iir. 

DIE ALLZIFFER IK DER GEOMETRIE. 

§1- 
Die AllzifTer als zweidimensionaler Begriff. 

Die Allziffer ergab sieh naeli B. III. 6; V. 2 als ein zweidimen- 
sionalev Begriff, d. h. sie ist ein Oberbegriff, welcher durch die kom- 
pleiiientäve Bestimmung zweier als Einheitsqualitäten gleiehwerthiger 
ünterbegiiife gebildet wird. 

Diese logische Bestimmung lautet in algebraischer Sprache: Es 
sind zwei Reihen (stetig oder diskret gedacht) möglich , welche einen 
gemeinsamen Ausgangspunkt haben, und welche eine jede durch wieder- 
holte Setzungen einer Einheit von spezifischer Qualität gebildet werden. 
Diese Einheitsqualitäten, deren Symbole 1 und i seien, stehen aber in 
dem logischen Konnex 

^- m.l : + n.i = + n.i : — m.l 
das heisBt: die beiden Reihen können beliebig vertai^cht werden, ohne 
ihr gegenseitiges Verhältniss oder ihren Oberbegriff zu verändern. Die 
Allziffem unterscheiden sich demnach wie die Orte in dem geometri- 
schen Gebilde Ebene. Statt diese Orte durch Winkelkoordinaten 
zu bestimmen, kann man also auch Ällziffern verwenden. 

Aus demselben Grunde — weil die Allziffer ein zweidimensionaler 
Begriff ist — kann man aber auch umgekehrt verfahren, und die All- 
ziffern durch die Koordinaten x, y ausdrücken; d. h. dieselben inter- 
pretiren als: 

Bestimmungen einer wesentlich positiven homogenen Funktion 
zweiten Grades von zwei Variabelen 

f (x, y) = ax^ + 3ixy + cy'^ 
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Je zwei konjugirte Allziffern sind die sog. Faktoren ersten Grades, 
in welche obige Funktion zerlegt werden kann. 

Ganss hat hiervon Anwendung gemacht hei der Betrachtung von 
Zahlsystemen. Die ganze Funktion f {x, y), in welcher a, h, c ge- 
gebene ganze Zahlen, x, y aber beliebige ganze Zahlen bedeuten, kann 
dabei dargestellt werden als ein Zahlsystem, dessen Stellen (ganze 
Zahlen) auf den Ecken einer in gleiche Parallelognimme getheilten 
Ebene liegen, deren Parallelogrammseiten durch x '^ a und »/ V c ge- 
messen werden. Die Funktion selbst ist ihrem materialeo Inhalte nach 
repräsentirt durch das Quadrat der Diagonale des Parallelogramms 
vom Ausgangspunkte. 

In der Ebene oder überhaupt hei einem zweidimensionalen 
Oberbegriff, kann demnach die Allziffer oder auch ihre einzelnen Be- 
standtheile eine eindeutige logische Bestimmung ausdrücken, die stets 
real ist, während jene Symbole auf Zahlen oder überhaupt eindimen- 
sionale Begriffe gedeutet , unlösbare Forderungen , virtuelle Kombi- 
nationen , anzeigen , welche aber analytisch als Dnrchgangsstufe zur 
Bildung realer Kombinationen benutzt werden können. 

Ganss stellte den Satz auf: 
„eine jede algebraische Gleichung kann in Faktoren ersten oder 
zweiten Grades zerlegt werden." 

Kiemann : 
„Die Verhältnisse der zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten lassen 
sich geometrisch durch Flächen darstellen, und die der mehrfach 
ausgedehnten auf die der in ihnen enthaltenen Flächen zurückführen," 

Beide Sätze sagen dasselbe. Sie wurden gewonnen aus der Be- 
trachtung des konsequenten kombinatorischen Schematismus, welchen 
Riemann durch die imaginäre Konstruktion einer nfach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit mit der Geometrie in Zusammenhang zu biingen 
suchte. Der Riemann'sche Satz ist richtig, aber die Folgerang, welche 
die Pangeometrie daraus zog, dass jene Flächen sich zu einem Produkt 
von beliebig viel Faktoren kombiniren lassen könnten, ohne den logischen 
Flächenbegriff zu zerstören, war falsch. Man kann also sagen: „Der 
Eiemann'sehe Satz lässt sich nicht umkehren." 

Die logische Deutung dieser beiden technischen Sätze ist oben 
gegeben worden , wobei sich herausstellte , dass die vermeintliche 
Grösse 'V~--\ nur deshalb bei den Flächen den Zusammenhang mit 
der Arithmetik zu Wege brachte, weil sie in "Wahrheit Symbol eines 
der Grösse ganz heterogenen Begiiifs ist, bei dem geometrischen Ge- 
brauche Symbol des Richtungsbegriffes. 
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i als EicMungsko effizient. 



/ als Rjchtungskoefüzient. 

Suchen ■wir aus dev Definition der Richtung A. VII. ein adäquates 
Symbol für die Kombinatorik zu konstruiren, so können wir Mgender- 
raaassen verfahren : 

Die Bichtung einer Linie a kann zufolge der Eindimensionalität 
des Linienbegriffs symbolisirt werden durch 

1) — a Q ^ a 

d. h. durch Verbindung des Grössensymbols mit den Beziehungs- 
begriffen -(- und — . 

Eine zweite Linie würde gleicherweise dargestellt durch 

2) _ 5 4- 6 

Zur Verbindung der beiden verschiedenen Riehtungen muss ausserdem 
noch die Grösse des Richtuogsunterschiedes der beiden Linien ange- 
geben werden. Wir haben demzufolge ein drittes Symbol zur voll- 
Standigeu Bestimmung notbwendig ; dasselbe sei 

3) Richtungsunterschied zwischen a und ö = — . 

Diese Symbolik wäre sehr umständlich; wir müssen vei-suchen, in 
einem einheiUiehen Symbole die Aufgabe zu lösen, also durch eine 
kombinatorische Funktion der Zahlen. Insofern die kontradiktorischen 
Gegensatzrichtungen durch + und ^ ausgedrückt werden können, 
erscheint eine Lösung der Aufgabe schon als möglich. 

Wird eine Bestimmung der Linie ihrer Richtung nach gefordert, 
so heisst dies: nicht die Grösse der Linie kommt in Betracht, sondern 
irgend eine andere Eigenschaft, JVIerkmal derselben als spezifisch diese 
oder jene Linie. Eine Linie muss also sich verändeni können , ohne 
aufzuhören Linie, und auch Linie von einer bestimmten Grösse, zu 
sein. Weiterhin sagt der Begriff „Veräodening" schon, dass viele Stufen 
der Veränderung möglich sind; diese Stufen werden nach Stellen der 
Zahlreihe zu ordnen sein, d. h. Stufe 1 verhält sich zu Stufe 2, wie 
Stufe 2 zu Stufe 3. Dies logische Verhältniss ist regulativ für alle 
möglichen Veränderungen, beziehe dieselbe sich auf irgend eine Eigen- 
schaft ,, schwer — glänzend — ki-umm etc. — Werden der Linie", 
wobei hier nicht die Aufgabe vorliegt, zu untersuchen, ob eine oder 
die andere dieser Qualitäten mit dem Linienbegriff logisch verbindbar 
ist; im Falle ein analytisches Symbol für jene Stufen der qualitativen 
Verändemng konstvuirbar , muss auch diese logische Verbindbarkeit 
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Es ei^bt sich also, dass das zu suchende Symbol, im Falle es 
überhaupt möglich, die Richtungsunterschiede als eine qualitative Reihe 
darstellen muss 



oder da nach A. VII. diese Stufen Theile eines Ganzen, Theile einer 
Einheit sind, nach der diesem Gedanlien entsprechenden Symbolik 

x" : cc" : w" 

Wir haben aber schon die Stufen und 1 dieser Reihe in der 
Geometrie bestimmt, wie vorhin als + « und — «; oder indem man 
von der Grösse der Linie absieht als -1- 1 und — 1 ; das heisst : die 
gesuchte qualitative Reihe muss eine solche sein, dass 

ihr x" dem arithmetischen Werthe nach gleich + 1 ist, 

ihr x^ ,, ,, ,, „ „ — 1 ist. 

Das arithmetische Symbol, welches dieser Bedingung genügt, ist 

(— 1) als Basis der gesuchten Reihe, und das kombinatorische Symbol 

irgend einer Richtung von einem einheitlichen Ausgangspunkte in 

der Ebene demnach ( — 1)". 

Für die geometrischen Zwecke ist es vortheilhaft , das Ganze der 
Richtungsunterschiede, also die Einheit des Riehtungssatzes , durch 
die Zahl n zu bezeichnen, wodurch das Längenverhältniss der geraden 
zur regelmässig gekrümmten Linie ausgedrückt wird. Dadurch wird 
obiges Symbol ersetzt durch 

( — 1)« oder auch e"^'-' 
weil hierdurch die arithmetischen Reihen sinus («) eosinus (n) in Yer- 
hindung mit dem Richtungsbegi-iffe gebracht werden, d. h. weil jene 
rein arithmetischen Reihen auf den Begriff der Richtung gedeutet werden 
können. 

Der Pytliagoraeische Lehrsatz ergibt sich hieraus als ein einfaches 
Koronar 

sin^n + cosH = 1 
und kann demzufolge diese Deduktion gleichfalls wie die B. VI. ge- 
gebene logischer Beweis dieses Fundamentaisatzes der Geometrie 
genannt werden. 

Hierbei kommt wiederum die psychologische Ursache zum Vor- 
sehein, wai-um der erwähnte Riemann'sche Satz zu der irrigen Folge- 
rung einer Pangeometrie veranlasste; sie ist 
weil das Richtungsverhältniss zweier Koordinaten arithmetisch sym- 
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bolisirt werden konnte, deshalb entstand die Meinung, dass Richtungs- 
unterscliiede sich auf Grössenverliältnisse zurückführen Hessen. 

Für die Gesaramtriehtungen des Raumes lassen sieh aber keine 
einheitlichen Ausdiüeke aufstellen , weil nur Richtungsunter- 
schiede arithmetisch symbolisirt werden können, nicht die speziellen 
Richtungen; alle Richtungsunterschiede sind aber in der Ebene 
vorhanden, auf diese muss sich also auch die gestellte Aufgabe be- 
Bchränken. Man könnte allerdings ein neues Symbol konstmiren, um 
die dritte Raumdimension zu bezeichnen, aber ein solches, etwa i+-i-j, 
wäre rein willkürlich, nicht entsprungen dem logischen Konnex, und 
deshalb auch nicht beliebig in den kombinatorischen Operationen ver- 
wandelbar. Für Probleme der Kinematik könnte ein solches Symbol 
theilweise Brauchbarkeit haben. 



i als Distanzkoeffizient. 

Die naturliche Symbolik der Entfernung durch die quantitative 

Reihe der Zahlen, der Richtung durch die qualitative Reihe ( — 1)" 
oder e«K~i bann man auch umkehren, weil in beiden Reihen die 
Stellen der Einzelglieder einen und denselben logischen Fortschritt 
haben. Durch eine solche Umkehrung erhält man Distanzen, welche 
auf gleich abgemessenen Strecken eines Kreises liegen, also wegen der 
Geschlossenheit der Kreislinie periodisch übereinander fortlaufend ab- 
gesteckt werden müssen, um Raum für die unbegrenzt fortschi-eitende 
Zahlreihe zu erlangen. Die Distanz eines Punktes in der Ebene von dem 
Fundamentalkreise stellt sieh dabei dar als ein Produkt, welches den 
Faktor e"^'^ enthält. Ein theoretisches Hinderniss zu dieser Ver- 
drehung der Symbolik liegt nicht vor. Handelt es sich zwar um eine 
Tein geometrische Aufgabe, so wird Niemand auf eine solche Verdrehung 
der natürlichen Ausdiiicksweise verfallen; handelt es sich aber um 
Interpretation eines analytischen Ausdrucks, welcher einer natürlichen 
Deutung widersteht, so kann man dies Mittel immerhin anwenden, um 
in einem geometrischen Bilde die Veränderungen jenes Ausdrucks zu 
verfolgen; in Wahrheit, um dem Gedächtnisse ein einigermaassen an- 
schauliches Mittel zu geben, die Veränderangen solcher Ausdi-ücke 
stetig aneinanderzureihen. Es können jedoch auch Aufgaben der 
Mechanik vorliegen, wobei eine solche Symbolik wiedemm natürlich 
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wird. Handelt es sich z. B. um periodiseiie Ereignisse, so bann man die 
beti'effende Zeitperiode regelmässig auf den Fundamentalkreis s 
und die Distanzen von diesem Ki'eise Icönnen die Art des I 
Entfernung eines Planeten vom Zentralkörper, Temperaturgi'ad, elektrische 
Spannung an einem Orte etc. — durch den Ausdruck iw,e"* angeben. 
In solchen Fällen würde das Symbol i wiederum eine ebenso reale 
Bestimmung wie Grösse oder Richtung ausdi-ilcken. 

Das ei-wähnte geometrische Bild kann auf mannigfache Weise 
variirt werden, je nach dem speziellen Zwecke, den man verfolgt. 
Sucht man die Punkte einer Ebene durch obige Koordinatenausdrücke 
zu bestimmen, so müsste bei einem ebenen Fundamentalkreise m.e"' 
für die Kreispunkte = 

für das Zentrum = ^ c» 

für unbegrenzte Distanz ^= -j- co 
werden. Man kann auch den Fundamentalkreis durch eine Schrauben- 
linie ersetzen von beliebig gewählter Ganghöhe; oder durch einen festen 
Punkt, für welchen die reelle Zahlkoordinate den Winkel des Radius 
vector ± 00 .e™ mit der Ausgangsrichtung angibt. Diese Linie ioo.e"' 
kann man auch dualistisch als sog. unendlich grossen Kreis auffassen, 
und es ergäbe sich durch die aufeinander folgenden Drehungen eine 
Art Riemann'scher Blättei-figur ; dieselbe ergibt sich hier aus der logi- 
schen UmkehiTing der Symbolik, während Riemann eine solche ersann, 
um eine Harmonie zwischen den empirisch vorgefundenen Produkten 
der Analysis herzustellen. Wie gesagt, die fiktive Konstiiiktion solcher 
geometrisch ganz unmöglicher Gebilde ist rnsofein von Werth, als 
sie unserem Gedächtniss ein helfendes Bild dei logischen Verknüpfung 
kombinatorischer Elemente zeichnet, einei mneien Veibmdune, welche 
aus der Struktur der analytischen Foimeln nicht unmittelbar her- 
auszulesen ist. 

Es wird dadurch sozusagen eine lange Beschreibung eines Gegen- 
standes oder Ereignisses in ein Bild konzentrirt , welches, wenn auch 
des gewählten Standpunktes (der Perspektive) halber mit manchen 
VerzeiTungen behaftet, doch eine momentane Gesaramtauffassung er- 
möglicht. 

Ganz kann die Aufgabe aber erst gelöst werden, wenn man die 
ihren Grundrissen nach in B. VI. 5 vorgezeichnete Methode verfolgt, 
den qualitativen Charakter arithmetischer Formen studirt, und aus 
der verschiedenen Struktur der Formeln ihren Charakter als Individual- 
Ganze direkt zu. erkennen lernt. Die Aufstellung der Detenninanten- 
foiTuen ist ein bedeutender Schritt auf diesem Wege; es muss aber 
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mehr gesucht werden, direkt aus ihrer Form herauszulesen was sie 
sagen, ohne dass es nöthig wäre sie erst wieder in Gleichungen 



Kombinationen der Alizlffern als Richtungs- und Distanz- 
bestimmung. 

Die Eeehnungseinheiten 1, i können nun auch kombinii-t ange- 
wendet oder gedeutet werden, wenn sie nicht mehr ausschliesslich einen 
der beiden Begriffe Richtung — Entfernung, sondera eine Kombination 
beider repräsentiren sollen. Dies geschieht, indem weder die gerade 
Linie 'noch der Ürehungswinkelpunkt (der sog. unendlich kleine Fun- 
damentalkreis) durch die Eealzahlen ausgedrückt, sondern indem diese 
letzteren als Längenstüeke auf irgend einer geschlossenen oder offeneu 
Kurve gezahlt werden. Die i Zahlen werden dadurch Längenstücke 
auf anderen KuiTen, welche zu den elfteren in irgend einem konju- 
girten Verhältnisse stehen; man erhält so ein System von Längen und 
Bi-eitenkurven , welche einer real oder imaginär geometrischen Fläche 
angehören. Hier ist das Feld der Geometrieen auf Kui'ven resp. die 
geometrische Interpretation der Abel'schen Integrale. 
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C. KAPITEL IV. 

DIE KRUMME LINIE. 

§ 1- 
Erzeugung der krummen Linie. 

Die ki-umme Linie entsteht durch kontinuirliehe Setzung (Bewegung) 
mit stetiger Kichtungsänderung. Bei Entstehung der Kurve wirlst also 
ein Element (der Faktor Richtungsäuderung), welches bei Er- 
zeugung der Geraden nicht vorhanden ist. Da nun verschiedene Dinge 
oder Begriffe nur in Betracht der in ihnen vorhandeaen gleichen Fak- 
toren verglichen werden können, so werden im Allgemeinen gerade 
Linien durch gerade, Kurven durch gekrümmte messbar sein. Ab- 
solut gilt dies Argument für die Kurve konstant regelmässiger Ki"üm- 
mung, den Kreis; denn bei diesem stehen die beiden Faktoren „kon- 
stante Richtung — konstant geänderte Richtung" unvennittelt einander 
gegenüber. Anders kann das Resultat sein, wenn eine Kurve das Produkt 
aus zwei Bewegungen auf verschieden gekrümmten Kurven ist, wie 
z. B. bei den Evoluten. In diesem Falle kommen die Gesetze der 
in'ationalen Zahlen in Anwendung s. B. II. 4, deren Produkt von 
niedrigerer IiTationalitätsstufe sein kann als einer der Faktoren; wobei 
sogar rationale Verhältnisse entstehen können. 

Insofern gerade wie krumme Linien den Begriff der Längenaus- 
dehnung gemeinsam haben, müssen sie vergleichbar der Länge nach 
sein, wenigstens annähernd; genau nur in dem Falle, wo die Längen- 
ausdehnungen derselben in gleiche Elementarfaktoren zerlegbar sind. 
In dieser vergleichenden Messung dient der Pythagoraeische Lehrsatz, 
oder vielmehr die Funktion e "■ '■, als Reduktionsinstmment für die 
Ueberführung der Begriffe „Richtungsändemng in Entfernung" , und 
umgekehrt. 
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Hieraus ergibt sich nun auch die Zweckmässigkeit in der Analysis 
die Gerade Linie als eine Kurve von der Krümmung Null zu fingiren. 

Ein jedes kombinatorische Gebilde ensteht durch die Bewegung, 
werde sie nun mechanische oder Denkbewegung genannt; die Be- 
wegung ermöglicht aber die beiden Begriffe Entfernung oder Grösse, 
und Richtung. Wollen wir nun eine überallgültige Rechnungssehablone 
aufstellen, eine ailgemeine Methode, so muss dieselbe jene beiden Be- 
griffe enthalten , wobei dann je nach BedUrfniss der eine oder andere 
av^ser Betracht kommt, d, h. arithmetisch Null werden darf. Die 
Gerade wird demnach das allgemeine Längengebilde von der Krüm- 
mung 0, der Punkt von der Krümmung co. In der Begiiffsprache 
heisst dies: Linie ohne Krümmung; Gebilde ohne Krümmung und Aus- 
dehnung — Grenze jedes mögliehen Gebildes. Es wird kein Fehler 
begangen, wenn die Gerade symbolisirt wird als 

Kurve von der Krümmung — ^^ 

denn der Zweck dieses Symbols ist einheitliche Gestalt mit den Sym- 
bolen anderer Begriffe, ohne welche Gestalteinheit der kombinatorische 
Fortschritt nach Satz und Gegensatz nicht möglich wäre. Ein logischer 
Fehler ist es aber, wenn wir das Symbol als höheres instmirendes 
Wesen betrachten, statt als ein Mittel zu gewissen Zwecken, 
und obiges Symbol in der Begriffsprache lesen: „Kreis von unendlich 
grossem Radii^", 



§2. 

Tangente. 

Tangenten sind die Linien der EinhüUungsschaar der Kurve. Das 
Element der negativen Generationsweise eines Gebildes, s. C. II. 4. 

Zu jedem Punkte der Kui-ve gehört demnach eine bestimmte 
Tangente. Ein jeder Punkt der KuiTe ist eine Bestimmung sowohl 
der Kurve wie der Tangente; der Punkt ist gemeinsamer Ort beider 
Gebilde. Ein Schnittpunkt kann dieser Ort nur in dem Falle sein, 
dass die Kui-ve ihre Drehungsrichtung an demselben ändert, denn 
wegen dieser Aenderung erhält die generirende Tangeote verschiedene 
Bestimmungen, je nach den entgegengesetzten Richtungen ihrer Aus- 



Tangente wird aucli definirt als Richtung der Kurve an einem 
Punkte. Ein Punkt hat aber gar keine Richtung. Diese Definition ist 
ebenso fehlerhaft wie die Beschreibung einer Kurve durch Bewegung 
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eines Punktes. Dadurch, dass man sich die Tangente voi-stellte als 
entstanden durch das Zusammenrücken der beiden Schnittpunkte einer 
Sekante, kam man zu der Definition einer Tangente als: Linie, welche 
zwei aufeinander folgende Punkte mit der Kurve gemeinsam habe. Zwei 
Punkte' bestimmen aber eine gerade Linie; eine Kurve wäre demnach 
zusammengesetzt aus Geraden — was ihrem Begriffe widerspricht. 
Äehnliche WiderspiTlche häufen sich bei den entsprechenden Defini- 
tionen der Oskulation, zeichnen sich also als falsche. - Eine solche war 
Gauss' Auffassung einer Fläche als eines Körpers, dessen dritte Dimen- 
sion unendlich klein geworden. So unschuldig dergleichen Definitionen 
sich am Anfange geberden, so verhängnissvoll können sie bei weiteren 
Ausführungen werden ^^J. 



Krümmungsmaass. 

Um das Maass der Krümmung zu bestimmen , muss man die 
Drehung der Generationslinie — Eadius vector oder Tangente — mit 
der Länge des Kurvenstücks, innerhalb dessen jene Drehung beschrieben 
wurde, zu einem Ausdrucke vereinigen. Die hierzu erforderliche Nor- 
maleinheit kann nur von der gleichmässig geki-ümmten Kurve, dem 
Kreise, entnommen werden; denn nur bei diesem, wie auch bei der 
Geraden, stehen die beiden Begriffe „Ausdehnung, Kichtungsänderung" 
in einem konstanten Zusammenhang, nämlich Drehungswinkel und 
Kurvenlänge im Verhältniss der Radien. 

Die totale Krümmung einer KuiTe für eine gewisse Länge ist ge- 
messen durch den Winkel der beiden Tangenten an den Endpunkten. 
Da wir es stärkere Krümmung nennen, wenn ein grösserer Drehungs- 
winke] in verhältnissmässig kleinerer Ausdehnung, also bei kleinerem 
Radius vector, beschrieben wird, so ergibt sich als Symbol der Krüm- 
mung der reziproke Werth des Radius eines durch obige zwei Tangen- 
ten bestimmten Kreises. 

Man spricht auch von Krümmung der Kurve an einem Punkte, 
wQlche durch den Ausdruck — angegeben werde. Dieser Begriff ist 
ebenso unzulässig wie die Richtung der Kurve an jenem I'unkte-, diese 
Krümmung und Richtung der Kuiwe an einem Punkte wollen dasselbe 
besagen, zeigen aber schon durch die Anwendung zweier verschiedener 
Begriffe für dieselbe Sache, dass beide falsch sind. Richtig ist es zu 
sagen: an jedem Punkte der Kurve sind ihre Eigenschaften in Bezug 
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auf Krümmung, also ihre Tangenten, Normalen, Evoluten, Evolvenden 

ete. durch das Längenmaass — symbolisirbar ; und gleicherweise der 

Wechsel dieser Eigenschaften innerhalb einer bestimmten Strecke der 
Kurve durch die Äenderung dies^ Längenmaases in Quotientenform. 

Wenn die Vorzeichen -\ mit dem Ki-ilmmun^maass — ver- 
bunden werden, so bedeuten sie eine Qualität der Krümmung, weil sie 
Voi-zeiehen eines Quotienten im Sinne von Verhältniss sind. Die 
Qualität der Krümmung kann sich ihrerseits nur auf Richtung der- 
selben beziehen, weil Krümmung keinen anderen Begriff enthalt als 
„Veränderung der Richtung" . Hieraus ergibt sich die Bedeutung 
jener Zeichen als „konvex, konkav". 

Die gerade fortschreitende Bewegung der KuiTen im Räume er- 
zeugt einfach gekrümmte Flächen. Diese Gebilde sind nach C. 1. 8. 
symbolisirt durch das Produkt zweier Faktoren; von denselben enthält 
in dem vorliegenden Falle nur einer eine Bestimmung der Krümmung; 
also auch das Produkt. 

Aendert aber der eine Faktor (welchen wir Generationslinie zum 
unterschiede vom anderen als Fortschiittslinie nennen wollen) seine 
Bewegungsrichtung, so wird der Fortschrittsfaktor mit dei^elben Kiilm- 
mungsbestimmung behaftet wie der Generationsfaktor. Wir erhalten 
also ein doppelt gekrümmtes Gebilde mit der Krümmungsbestimmung 

— X — . Dasselbe Produkt entsteht, wenn wir die gekrümmte Fläche 
n »'s 

entstehen lassen durch Ki-ümmungsändemng der Generationskurve, 
während ihrer fortschreitenden Bewegung auf einer anderen Kurve; 
denn die Äenderung der Krümmung der Generationskurve kann nur 
ein plus oder minus ihi'er Krümmung bewirken, also ein kleiner oder 

grösser werden des Nenners im Quotienten — , nicht aber ein neues 

Produkt aus diesem und einem anderen Quotienten : weil, wie schon S. 305 
bemerkt, nur Eichtungsunterschiede arithmetisch bestimmt werden 
können, nicht aber Riehtungsarten — Vorhandensein des Richtung 
Unterschiedes bei Linien dieser oder jener Ebene. Die Bestimmung 
der Allziffer als eines zweidimensionalen Begriffs, ihre vollständige 
Repräsentation in der Ebene, erweist sich demnach als logischer Grund 
der Unmöglichkeit eines Gebildes der Flächenausdehnung von drei ver- 
schiedenen Krümmungen. 

Als Normaleinheit für die Vergleichung der Krümmungsverhält- 
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nisse doppelt gekrftmintei- Flächen ist aus demselben Grunde wie vor- 
hin bei den Kurven der Kreis, bei den Flächen die KugelSäche zu 

adoptiren. 

Der uniforme analytische Schematismus hat dazu verleitet, den 
Quotienten — auch auf andere Gebilde, wie Linie und Fläche, in der 
Bedeutung Krümmungsmaass auszudehnen, und sich hierzu formal be- 
rechtigt gefühlt durch die Behauptung, dass der Unterschied eines Ge- 
bildes von 2, 3 oder 4 Variabeleii nur ein Untei-schied der Zahl oder 
der Grösse sei. In Bezug auf das graphische Aussehen der Formeln 
ist das wahr; in Bezug aber auf eine logische Deutung, welche diesen 
Symbolen gegeben werden kann, ist es falsch, wie in der mannichfachsten 
Art hier bewiesen wurde. Ohne die prinzipiellen Sätze zu wiederholen, 
welche den Unterschied von schlechtweg unabhängigen und der 
Grösse nach unabhängigen Variabelen, von Zahlgrösse und Aus- 
dehnung, von Richtung und Addition etc. darlegten, auf Verkennung 
welcher Unterschiede jene Forraelkonstraktionen beruhen , sei nur der 
Alogismus dii-ekt gekennzeichnet, dessen die annaly tische Verbindung 

des Quotienten — in der Bedeutung Krümmung mit dem Pi-odukt 

X. y. s. in der Bedeutung eines Gebildes der Ausdehnung, sich schuldig 
macht, s. S. 142 u 13o Es zeigt sich hier wie sorgfältig man sich 
hüten muss ein Geh et lei Wis enschaft zu tiberschätzen , dessen Um- 
fang oder Inhaltslest n in"- euer Methode unterworfen ist; es 
kann dann geschel e i wen diesem Falle , dass die Methode für 
ßeallnlialt ei e W ''seis laft, einer Erkenntniss gehalten wird; 
es wird dann ein Chaos von Symbolen , ein Formeiwust erzeugt, 
welcher die Fähigkeit philosophischen Begreifens abstumpft. 



Oskulationen. 

Nach Analogie der Tangente, welche einen Diiferenzialkoeffizienten 
mit der Kurve gemeinsam hat, was man inteipretirt „zwei Punkte ge- 
meinsam mit der Kurve" , spricht man von Kurven , welche eine noch 
innigere Berührung miteinander haben sollen als die Tangente, Man nennt 
dieselben oskulirende KuiTen mit 3 oder mehreren aufeinander folgen- 
den Berührungspunkten; demgemäss Oskulationen zweiten oder höheren 
Grades. Nach dem gegebenen logischen Prinzip können nun weder 
Gerade noch Kurven mehr als einen gemeinsamen Punkt haben, 
wenn sie nicht aufhören sollen verschiedene Linien zu sein. Punkt ist 
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nur Ort, Grenze eines Gebildes, aber nicht ein Gebilde selbst. Eine 
Berührung an 2, 3 oder mehr aufeinander folgenden Punkten wäre die 
KonstruktiOE eines Gebildes aus Grenzen; das reale Loch, welches 
übrig bleibt, wenn man Metall herumgiesst und die Kanone wegnimmt. 
Die üi'saehe dieser Auslegung der Oskulation liegt in der Grenz- 
methode, welche verschiedene Punkte konvergiren lassen muss, um 
ihre anschauliehen Vorstellungen zu Stande bringen zu können. Rich- 
tig aber ist, dass die Entfernungen gleich lai^er Kurvenstrecken um 
so kleiner sind, je höher der Grad ihrer Oskulation ist. 

Die logische Definition der Oskulationen wird uns gegeben durch 
die Zerlegung der Kurvengleichungen nach ihren Differenzialkoeffizienten 
und ihrer Deutung nach B, VI. 

Eine Kurve, deren Differenzialgleichung von der Ordnung m ist, 
kann dergestalt gezogen werden, dass sie m voneinander unabhängigen 
Bestimmungen genügt, und zwei Kurven, deren m erste Differenziale 
gleich sind, haben nach B. VI. 9. m gemeinsame Charaktereigen- 
sehaften. Zwei solcher Kurven können also m solchen Bestimmungen 
an einem und demselben Orte genügen; dies ist der „Kontakt oder 
Oskulation" m"*' Ordnung. 

Es wurde aber auch ausgeführt, dass die durch die aufeinander 
folgenden Differenziale bezeichneten Charaktereigenschaften eines For- 
malgebildes eine Gliederung derselben nach einheitlichem Modus der 
Ueberordnung ist, welche bei Gebilden der Ausdehnung „geome- 
trische Äehnlichkeit genannt wird, 
Oskulation ist demnach kurzweg 

geometrische Äehnlichkeit von einer bestimmten Stufe 

— &rad der Äehnlichkeit — 
und aus dieser logischen Bestimmung folgen alle weiteren Sätze über 
Oskulation unmittelbar. 
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C. KAPITEL V. 

DAS IMAaiMRE m DER GEOMETRIE. 



§ 1- 
Das Imaginäre bei natürlichen Koordinaten. 

Bei den Methoden der neueren Geometrie entstellen Imaginär- 
formen unter sehr verschiedenen Umständen ; zuweilen sind jene For- 
men konstruirbar, bedeuten also Realitäten, zuweilen aber auch nicht. 
Vergeblieh hat man versucht, dieselben in ihrer Gesammtheit unter 
einem allgemeinen Gesichtspunkt mit dem aiithmetisch Imaginären 
zusammenzufassen; es will das immer nur fur bestimmte Gebiete ge- 
lingen und deshalb bleibt die Deutung solcher Formen, wenn sie auf 
dem Gebiete der Mechanik auftreten, dem rein subjektiven Eimessen 
überlassen, wodurch dann von einer Sicherheit oder Exaktheit der 
Resultate keine Rede mehr sein kann. Dieses negative Resultat legt 
uns aber eine Antwort auf die gestellte Frage nahe und dieselbe wird 
sich als kongniirend ausweisen mit deijenigen Antwort, welche sich 
aus der logischen Bestimmung des Virtuellen überhaupt, und 
seiner analytischen Definition B. III. 6. 

+ JT= (+ «.*)(- h-i) 
_ J7= {+ a.i)(+ h.i) 
direkt geben lässt. 

Die Verschiedenheiten des geometrisch Imaginären zeigen nämlich 
an, dass dieses neben der arithmetischen Virtualität noch andere Be- 
giiffe enthalten muss, kombinirt mit jenem logischen Widerspmch im 
Produktbegriff; denn ohne solche neue Faktoren könnten nach dem 
Identitätsatae keine Verschiedenheiten entstehen. Dies ist wieder ein 
Beweis für das Auftreten anderer Begriffe als desjenigen der Grösse, 
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oder der einfach logischen Setzung. Es ist aber C. II. gezeigt worden, 
welcher Art diese neuen Begriffe sind , und dass sie sich verändern 
mit der Wahl des Koordinatensystems; die direkte Folge davon ist, 
dass ein jedes Koordinatensystem seine speziellen Imaginärformen haben 
wird, wobei nicht ausgeschlossen ist, dass dieselben in Einzelfällen 
identisch sind, in allen Fällen aber koiTespoudiren, in einem bestimmten 
logischen Nexus stehen. 

Wir werden zunächst die Fonnen zu behandeln haben, welche bei 
dem natürlichen Koordinatensystem auftreten. 

Die reale Bedeutung, welche das m.i hat, wenn die Einheit als 
Unterbegriff eines zweidimensionalen Oberbegiiffs aufgefasst wird, ist 
schon in C, HI. behandelt worden. Wenn aber der zweidimensionale 
Begriff durch Koordinaten der E bene ausgedrückt wird, so ist diese 
Deutungsmöglichkeit des V — 1 ausgeschlossen ; was also damit an- 
fangen, wenn es im logischen Fortschritt der Kombinatorik entsteht? 

Ehe wir diese Möglichkeiten aus der logischen Definition des 
virtuellen Produktes entwickeln , wird es gut sein , die auftauchenden 
Fragen an einem konkreten Beispiele zu beleuchten. Es werde dazu 
das Beispiel von den. Schnittpunkten zweier Kreise gewählt. 

Wenn wir zur Lösung dieser Aufgabe aus zwei Kreisgleiehungen, 
deren Struktur dargestellt wird durch 

1) x^ + y^ ^ r^ 

die gemeinschaftliehen Orte suchen, so erhalten wir diese in der Fonn 
einer Liniengleiehung 

2) !/ = <KC + c 

auf welcher diese Orte liegen. 

Die stillschweigende Bedingung bei obiger Gleichung 1) ist, dass 

3) « ^ r ^ !/■ 

Wird diese Bedingungsgleichung aber ignorirt und arithmet^ehe 
Lösungen der Gleichungen 1) 2) berechnet für den Fall 

4) X ^r^y, 

so erhält man trotzdem Wurzelausdrücke, welche aber keine Kreis- 
punkte mehr sein können, weil die Kreise sich in dem Falle nicht 
mehr schneiden; man sagt dann: die Kreise sehneiden sich in imagi- 
nären Punkten. Diese Benennung hat vorab nur insofern einen Sinn, 
als damit ausgedi-ückt werden kann, dass die Struktur der Gleichungen 
1} 2) in einem logischen Nexus bleibt, einerlei, ob den Einheiten der 
X, y, r noch eine Bedeutung als Grösse gegeben wird oder nicht. Wir 
haben es also hier mit der Qualität einer arithmetischen Form, 
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nicht mit einem materlalen Inhalte derselben zu thun. Diese allgemeine 
Struktur a;' 4- j/^ ^ r^ kommt uns nun in zwei Spezialfällen vor 

welche ihrerseits wiederum zwei verschiedene Qualitäten bezeichnen, 
zwei verschiedene Kreise. Diese Kreise bleiben aber ihrer qualitativen 
Bestimmung nach das, was sie sind, einerlei ob sie einander so nahe 
liegen, dass sie einander schneiden oder nicht. Wenn die Kreise einander 
sehneiden, so wird das Verhältniss ihrer Bestimmung der Grösse und 
gegenseitigen Lage nach ~ also ihrer vollständigen Qualität nach — 
durch eine gewisse Linie angegeben, welche ihrerseits natürlich wie- 
derum eine bestimmte Länge und eine bestimmte Lage zu den beiden 
Kreisen haben muss. Der arithmetische Werth dieser Linie, 
welche ein ?/i ^ J/ä = ^^ enthält, 

ist das quantitative Symbol des qualitativen Verhältnisses der beiden 
Kreise, d. h, der Stinkturformen 



6) ir\—x\ — i'r\^x\ 

Wenn die Kreise auch soweit auseinanderrücken, dass sie einander 
nicht mehr sehneiden, so behalten sie doch ein gegenseitiges Ver- 
hältniss, weil sie ja nicht aufhören bestimmte Qualitäten, d, h, die 
bestimmten Ki-eise r-^ und r^ zu sein; und dieses ihr qualitatives Ver- 
hältniss wird nach wie vor durch ein quantitatives Symbol repräsentirt 
werden können. 

Dieses quantitative Symbol muss aber eine andere Einheit erhalten 
als diejenige, welche der Bedingung 3) entspricht, denn ihm liegt die 
kontradiktorisch entgegengesetzte Bedingung 4) zu Grunde. Da vrir 
nun hier mit Gebilden, d. h. Produkten (Gewordenem) zu thun haben, 
nicht aber mit Elementen, so muss die kontradiktorisch entgegen- 
gesetzte Einheit dM i sein, im Sinne von B. IIL S. 195. Die Stufen- 
folge dieser geometrisch entstandenen i Symbole wird aber ebenso dem 
Zahlbegriff gemäss vor sich gehen, wie diejenige der arithmetischen i 
überhaupt; diese Stufenfolge muss also auch konstruirbar sein. 

Um nun diese Konstruktion wirklich auszuführen, haben wir zu 
beobachten 

a) Die Bedingungsgleichungen 3) und 4) zerfallen die Ebene in zwei 
getrennte Gebiete, welche einander kontradiktorisch entgegen- 
gesetzte Bestimmungen einschliessen ; 

b) der Nullpunkt der i Eeihe für j/ = V r^ — x^ beginnt fllr einen 
jeden Kreis an dem Orte x ^ r und werden die imaginären y 
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rechtwinklig zu beiden Seiten der x Achse zu messen sein, ebenso 
wie die realen; 
c) das Längenmaass der i Einheit ist die stniktive Einheit aus 
der arithmetischen Form y^ + x^ ^^ r^, d. h. der Parameter 
dieser Form; die qualitative Einheit der geometrischen Aehn- 
lichkeit, die Basis der qualitativen Aehnlichkeits(Potenz)reihe, 
wie aus dem in der Forin enrechnung Entwickelten B. VI. 5 her- 
voi^eht. 




Die i Werthe der arithmetischen Form 1) können also konstrulit 
werden* auf vier Kurven ausserhalb des Kreises, welche mit ihren 
Scheiteln die xy Axen berühren. Die i Kurven zweier beliebigen Kreise 
werden also stets in zwei Punkten einander schneiden und die korre- 
spondirenden ^i j/^ oder aij x^ beider Kreise sind in diesen Punkten 
gleich lang. Zieht man von einem Punkte einer solchen Schnittlinie 
Tangenten an die Kreise, so werden dieselben gleich lang sein, wie 
sich durch Vergleichung der rechtwinkligen Dreiecke gebildet aus 
Tangenten, Kreisradien und Distanzlinien der Kreismittelpunkte ergibt; 
die konstruirte Schnittlinie ist also identisch mit der Chordale der 
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Maciit man die Gleichung der «Kui-ve real, d. h. bestimmt man 
die Kurve von dem ihr zugehörigen Gebiete aus, so erhält man 

y^ = X^ — 1 

also eine equilaterale Hyperbel mit dem Kreiszentrum als Mittelpunkt. 

Man sieht aber auch, dass umgekehrt die Kreislinie die i Kurve 
der Egnüateralhyperbel ist. 

Nach diesen Betrachtungen werden die logischen Folgerungen 
durchsichtiger werden, welche man direkt aus dem in A. gegebenen 
Begriff des Raumes und der in B. gegebenen Definition des virtuellen 
Produktes + JI ziehen kann. 

Zu diesem Zwecke erinnern wir uns, dass nach B. VI. 6 die ana- 
lytische Formel einer ebenen Kurve nicht die Linie, sondern ein ab- 
gegrenztes Flächengebilde repräsentirt, welches nach C. IL 4 sowohl 
positiv wie negativ definirt werden kann, d, h. in diesem Falle 
sowohl real wie virtuell. Hieraus ergibt sich unmittelbar, 
dass Irgend einer realen Bestimmung innerhalb des Gebildes eine 
«Bestimmung ausserhalb des Gebildes entsprecheo muss; dass, wenn 
demnach die stillschweigende Bedingungsgleichung eines Gebildes igno- 
rirt wird, und alle Allziffem als Lösung der analytischen Gleichung 
eines Gebildes zugelassen werden, dann die i Werthe der Wurzeln 
gewisse Bestimmungen ausserhalb des Gebildes korrespondirend reprä- 
sentii'en; und umgekehrt dass, wenn die realen Einheiten die Bestim- 
mungen eines negativ definirten Gebildes ausdi-ilcken , dann die virtu- 
ellen Einheiten sich auf das eingeschlossene Gebiet beziehen. 

Vorhin ergab sich der Gegensatz von Kreis oder Ellipse der 
Hyperbel gegenüber; daher der Nexus zwischen den hyperbolischen, 
elliptischen und goniometrischen Funktionen. 

Die i KuiTe der Parabel ergibt sich als eine kongraente und am 
Scheitel der realen entgegengerichtete Parabel; also dieselbe Mittel- 
stellung zwischen Ellipse und Hyperbel wie bei den realen Kurven. 
Hieraus ersieht man, wie der Name „parabolische Geometrie", welchen 
man aus Betrachtungen über das Krümmungsmaass den Euklidischen 
Gebilden gegeben hat im Gegensatze zu der Liniengeometrie auf kon- 
stant gekiHmmten Flächen, von philosophischer Anschauungsweise all- 
gemein gerechtfertigt werden kann. Denn die Stmktur der Parabel 
ist das reale einfache Produkt, welches in jeder Beziehung einem wirk- 
lichen und vollständigen Quadrate gleichgesetzt werden kann; und in 
einer solchen Strakturforra können nur kongruente Gebilde einander 
entsprechen ; dies ist aber nur ein anderer Ausdruck für das sogenannte 
Merkmal des Euklidischen Baumes, in welchem der identische Begriff 
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an jedem Orte konstniirbar sein muss — was gemeiniglich Merlcmal 
oder Bedingung der Transportirbarlceit genannt wird. 

Führt man diese Idee allgemein durch, so ist allerdings darauf 
zu achten, dass man nur mit solchen Kaumgebieten oder Kurven 
operiren darf, welche sich als begrenzte Gebiete bestimmen lassen, also 
wirkliche logisch vollständige Funktionen sind; sobald man hier Unbe- 
stimmtheiten mit in den Kauf nimmt, erhält man nur vieldeutige 
oder auch ganz bedeutungslose Foimeln, sogenannte transcendente 
Gleichungen ohne Wurzeln d. h. willkürliche Symbolkonglomerate. 

Diese Auffassung des Imaginären lässt sich auf Kurven beliebigen 
Grades anwenden. Auch ist sie nicht auf die Ebene beschränkt, denn 
ein Uaumvolum kann gleichfalls sowohl positiv wie negativ definirt 
werden. Der begrenzenden Fläche eines Raumvolums in einer analy- 
tischen Form von realen Einheiten werden demnach, wenn die Fläche 
eine geschlossene ist, je sechs «Flächen im äusseren Eaume entsprechen 
— nicht zu vergessen, ' dass hier immer das natürliche Koordinaten- 
system vorausgesetzt wird. 

Es können nun auch geometrische Bestimmungen von zwei Ver- 
änderlichen stattfinden, welche sich nicht auf ein bestimmtes Gebilde 
beschränken, sondern sich auf die unbegrenzte Ebene erstrecken und 
es fragt sich, was in diesem Falle die « Bestimmungen bedeuten. Der 
allgemeine Gegensatz von Inuerliall) und Ausserhalb findet 
auch hier Statt; die i Bestimmungen werden eben ausserhalb' der Ebene 
liegen und den koiTespondiienden Werthen derselben entsprechen. 
Hier ist nun zu unterscheiden , dass eine absolute Heterogenität der 
+■*■ und der +1 Wei-the möglich ist, aber auch eine relative. Absolut 
heterogen ist, wenn die «Ebene senkrecht auf der 1 Ebene steht, denn 
dann korrespondirt einer jeden Flächenbestimmung der einen nur eine 
Linienbestimmung der anderen , also eine qualitative Heterogenität in 
jeder Beziehung. Sind die beiden Ebenen aber geneigt gegeneinander, 
so hat man es mit Projektionsbeziehungen zu thun, die aber jedesmal 
in zwei Faktoren absoluter Heterogenität zerlegt werden können. In 
diesem Sinne ist es also strenger zu sagen: nur die senkrechte 
Ebene ist das ausserhalb zu einer gegebenen Ebene; wenn man 
auch zwei beliebige Ebenen ausserhalb einander nennt, so ist das 
meht m dem hier präzisirten Sinne gespi-ochen, weil man hierbei den 
Volumbegriff einführt und vermittelst desselben die beiden Ebenen in 
ein Projektionsverhältniss bringt, in ein Verhältniss zweier Flächen, 
welche zu einander in einem Grössenverhältnisse stehen ; dagegen stehen 
Linie und Fläche in keinem GrÖssenverhältniss. 
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Ebenso hat die Zahl, als eindimensionales Gebilde 
konstiTiirt, ihren virtuellen Gegensatz, ihr Aussen, in der zu ihr 
senkrechten Linie, denn eine jede Senkrechte bildet nur einen Punkt 
auf ihr. 

Ein erläuterndes Beispiel hierzu bietet die Mechanik. 

Nach der Xlndulationstheorie findet man, dass ein Lichtstrahl unter 
gewissen Verhältnissen nicht aus einem dichteren in ein dünneres Mittel 
austreten kann; es tritt dann totale ßeftexion auf der Trennungsfläche 
der beiden Mittel ein. Diese totale Reflexion findet aber nicht für 
einen bestimmten Einfallswinkel statt, sondeni dieser Winkel kann sich 
in gewissen Grenzen verändem. Fresnels FoiTneln ergeben bei diesen 
Verändemngen die Summe der Lichtintensität des reflektirten Strahles 
als bestehend aus einem realen und einem imaginären Theile. Eine 
imaginäre Intensität hat aber keinen Sinn ; den imaginären Theil durfte 
man aber auch nicht kurzweg als eine Null behandeln, wie das zu- 
weilen fehlerhafterweise geschieht, weil man nicht weiss, was damit 
anfangen ; denn der reale Theil der Formel gibt nicht die ganze Summt 
der Intensität. Fresnel kam nun auf den Gedanken, jenen imaginären 
Theil auf eine trotz aller totalen Reflexion stattfindende Brechungs- 
welle zu deuten. Eine logische Theorie des mathematisch Imaginären 
gab es nicht, und so blieb es dem subjektiven Ermessen eines Jeden 
überlassen, dergleichen Ausdrücke zu deuten, wie es ihm gut schien. 
Dazu hatte man ein wirkliches Eindringen des Lichtes in das dünnere 
Mittel bis zu einer wenige Wellenlängen betragenden Tiefe beobachtet; 
und fand deshalb jene Deutung des Imaginären eine Zustimmung in 
dem gleichen Maasse, wie jene Beobachtung wohl auch Fresnel zu 
seiner Erkläningsweise geführt hatte, obschon eine andere Deutungs- 
möglichkeit zur Zeit nicht ausgeschlossen blieb. 

Nach dem Vorherigen lassen sich aber auch die Fresnelschen 
Formeln logisch gar nicht andei-s deuten. Dieselben drücken die 
Grifese der Amplitude der beiden senkrecht zueinander polarisirt reflek- 
tirten Strahlen aus in Bezug auf die ßeflexi^cnsebene. Wenn 
aber die Summe der ganzen Lichtbewegung nicht in dieser Ebene liegt, 
so muss eben ein Theil dei-selben ausserhalb derselben liegen, und 
diese reale Bewegung ausserhalb der Ebene muss in einer von 
richtiger Hypothese gebildeten Formel als eine Summe von +/ Ein- 
heiten sich darstellen, weil diese eben ihrer logischen Natur nach das 
Ausserhalb zu den +1 Einheiten angeben. Jene «Einheiten be- 
zeichnen Etwas ebenso Reales, wie die realen Richtungen e"-'. Die 
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Liehtbewegung ist bei dieser Formulirung als ein zweidimensionaler Be- 
giiff eingeführt; eine dieser Dimensionen ist die Längsstrecke auf der 
Liehtwelle , die andere die Ausweichung der Amplitude (die Phase der 
Lichtschwingung; deshalb korrespondirt dem Begriff senkrecht in 
der zweidimensionalen Ebene der Begriff Verzögerung um ^ Lichtwelle 
in der zweidimeusionalen Aetherbewegung. Ob nun die Lichtgeschwin- 
digkeit resp. Fortschritt des Lichtstrahls bei der Reflexion, oder ob 
der Phasendifferenz die reale Einheit zugeordnet wird, ist gleichgültig; 
ist aber für eine von beiden Dimensionen die + 1 Einheit festgesetzt, 
so muss +i dem anderen ünterbegriffe in der Liehtbewegung zugetheilt 
werden. Als Zahlen sind jene letzteren Einheiten imaginär, als Reprä- 
sentanten eines Unterbegriffs in einem zweidimensionalen Begiiffe sind 
sie aber real. 

Dass nun das Ausserhalb der Reflexionsebene sich auf den Theil 
der zu ihr senkrechten Ebene bezieht, welcher unterhalb des einfallen- 
den und reflektirten Strahles liegt, ist gleicherweise dadurch noth- 
wendig geworden, weil der obere Theil als Bereich der realen Einheiten 
bei Aufetellung der Fonneln benutzt worden ist. 

Zu demselben Ergebnisse gelangt man, wenn man den Satz : „dass eine 
Lichtwelle in demselben Mittel nie reflekfirt wird, oder wie man auch 
sagt, dass an der Trennungsfläche zweier Mittel von gleicher Dichte 
und Elastizität keine Reflexion stattfindet" zum Ausgangspunkt der 
Formeln nimmt. Wie man an dem vorliegenden Beispiele sieht, ist der 
Satz in solcher Allgemeinheit nicht richtig, insofern dureh Interferenzen 
der Wellen, welche sehr nahe an einem dichteren Mittel liegen, diese 
Bewegung ruckläufig werden kann. Diese letztere Bewegung wird 
dann durch » Einheiten gemessen, weil diese das Real Geschehende 
ausserhalb des durch jenen Satz von einem begi-enzten Standpunkte 
aus Beurtheilten ausdrücken. 

Das mechanische Ausserhalb einer einseitig begi-enzten 
Hypothese wird danp ebensogut durch eine arithmetische Imaginärzahl 
ven-echaet, wie das geometrische Ausserhalb eines einseitig 
begrenzten StandpüL^ztes. Wollte man die Lichtbewegung durch Raum- 
koordinaten, d. h. 3 Variabele ausdrücken, so würden alle Imaginäi-- 
ausdiUcke überflü^ig werden. Eine solche Rechnung dürfte aber sehr 
komplizirt ausfallen, und deshalb gewinnt man technische Vortheile, 
wenn man die Imagioärformen logisch deuten gelernt hat und sich auf 
ein Gebiet von 2 Variabelen beschränkt. 
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§2. 

Das Imaginäre bei künstlichen Koordinaten. 

Reale nnd Imaginäre <x ferne G^ebilde. 

Wenden wir uns jetzt zur Deutung der ImaginärformeD bei An- 
wendung künstlicher Koordinaten, so können wir auch hier im Allge- 
meinen die realen Deutungen auf ein Innen und ein Aussen verfolgen. 




In der Poiarentheorie sucht man den vierten harmonischen Punkt 
auf einer Linie zu drei gegebenen; einem beliebigen Punkt y und den 
beiden Schnittpunkten y, y„ der Linie mit einem Kegelschnitt. Be- 
nutzt man zur Lösung dieses Problems die Kegelschnittgleichung 

{a^ Xi -\- Oi Xi -\- a^ XiY = o 
und die Liniengleichung 

a;i = yi + ^«i 

Xi = yi + ^i 

X3 = ys + ^3 
so gebraucht man nicht eine adäquate Symbolik, sondern eine theil- 
deutige; es lassen sich aus diesen Gleichungen Formen finden, welche 
gar nicht auf einen die Kurve aus y ti-eflfenden Strahl gedeutet werden 
können, was der Sinn des Ausdrucks ist „der betreffende Strahl treife 
die Kurve in zwei imaginären Punkten". Zwei solcher konjugirt ima- 
ginären Tormen sind aber bei obigem Koordinatensystem das richtige 
Symbol eines realen Punktes, welcher ausserhalb des Kegelschnittes 
liegt; und alle die solcher weise bestimmten Oerter bilden die Ver- 
längemng nach Aussen der in dem Kegelschnitte real bestimmten 
Geraden ^ = 0. Aus denselben Formeln erhält man reale Tangenten 
für äussere Punkte des Gebildes, imaginäre für innere; reale Radien 
für innere, imaginäre für äussere Punkte etc. Ueberal! findet sich 
also der logische Gegensatz, dass die Bestimmungen eines Gebildes 
von dem negativen Standpunkte aus, dem Äussengebiete , welches zu- 
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gleich virtuelles Iniiengebiet ist, auch virtuelle analytische Ausdrücke 
liefern müssen und umgekehrt. 

Man sieht also , wie im Allgemeinen das Studium der imaginären 
Foi-men ebensogut uns über die geometrischen Gebilde untenichten 
kann, wie das der realen, denn Imaginftr- und Realfonnen haben stets 
ein kombinatorisches, logisch koordinirtes Verhältniss zu einander. 
Man sieht zugleich, wie viele qualitative Bestimmungen häufig eine 
einfachere Form erhalten können, wenn sie von dem virtuellen Aussen- 
standpunkte aufgefasst werden. Das Folgende wird hierzu Beispiele 
liefeiii. 

Ein Beispiel, wie die Theildeutigkeit der Formeln sich durch Ge- 
brauch künstlicher Koordinaten vergcössert, bietet das schon behandelte 
Problem der Kreisschneidepunkte, Bei Verwendung homogener Koor- 
dinaten erhält man zur Bestimmung dei-selben eine Gleichung vierten 
Grades, also zwei Lösungen mehr als nothwendig ist, um die wirklichen 
Verhältnisse zu bestimmen. Jene zwei überäUssigen Lösungen kenn- 
zeichnen eine gewisse Verzerrung, welchen die Gebilde durch An- 
wendung solcher Koordinaten erleiden. Diese Verzermng bringt eine 
Ai-t des Imaginären zu Stande, weiche in der neueren Geometrie auf- 
tritt. Werde dies an einigen Beispielen erläutert. 

Im Allgemeinen wird durch eine jede Gleichung ei-sten Grades in 
Dreieekskoordinaten eine Linie dargestellt. Ein analytischer Spezial- 
fall dieser Gleichung ergibt jedoch für jede Individualbestimmung in 
dieser Form — deren Aequivalent in natürlichen Koordinaten ein be- 
stimmtes iCi j/i also ein bestimmter Punkt der Ebene ist — das Sym- 
bol CO. Um nun die einheitliche Benennung nicht zu stören , nennt 
man diesen an sich bedeutungslosen Fall der Lineaiform in Dreiecks- 
koordinaten „die zu der Koordinatenebene x y zugehörige unendlich 
ferne Gerade, welche alle unendlich fernen Punkte dei' x y Ebene 
enthält". "Weil dieser Spezialfall entstand aus der logischen Durch- 
führung eines willkürlich gewählten Systems, so sind hieraus richtige 
Resultate ableitbar, wenn jenes System auch den thatsächlichen Ver- 
hältnissen nicht adäquat entsprach, sondern dieselbe konsequent ver- 
zerrt ausdiUckte ; so wird es nothwendig, nicht bei jener imaginären 
00 fernen Geraden stehen zu bleiben, sondern dieselbe lediglich als 
Durchgangsstufe zu benutzen, um mit Anwendung derselben Verzerrung 
wieder aus dem Imaginären zum Realen zurückzukehren; die Anwen- 
dung zweier entgegengesetzter Transformationen muss die ui-spi-üng- 
liche Deutung erm(5glichen. Die Fruchtbarkeit einer solchen Methode 
liegt darin, dass ein solches willkürliches System ersonnen werden 
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kann , welches den technischen Bedürfnissen des Analytikers am Besten 
entspricht; und die Zweckmässigkeit der Verwendung der o und co 
Stellen als Durchgangstufen liegt darin , dass die analytischen Formeln 
an diesen Steilen jede individuelle Bestimmtheit abstreifen und sich 
dadurch als Ausgangspunkt für genetische Betrachtungen vorzugsweise 
eignen. 

Mit dieser analytischen Foi-m „co ferne Gerade" kann wie mit 
einem geometrischen Element operirt werden, weil sie den Gegensatz 
zu jener anderen Verzen'ung bildet, zufolge welcher die beiden ent- 
gegengesetzten Punkte der unbegrenzten Geraden das identische 
Distanzsymbol oo erhielten. Dem logischen Gesetze gemäss muss also 
die Kombination der beiden Imaginärformen realgllltige Sätze erzeugen. 
Es resultirt der Sata, dass jede Gerade von jeder anderen nur in einem 
Punkte geschnitten wird, und dieser Satz leidet in seinem schematischen 
Ausdrack keine Ausnahme für den geometrisch bedeutungslosen oder 
besser gesagt: für den logisch ganz undiskutirbaren und in Wirklich- 
keit ganz unmöglichen Fall 

X, y = cß =^ Xi, yi- 

Für die Linien höherer Ordnung gelten dann ebenfalls die schema- 
tischen Ausdrücke ausnahmelos. Diese Ansnahmslosigkeit hat aber nur 
für die Symbolik Bedeutung; die Sätze der natürlichen Koordinaten 
sind ebenso logisch ausnahmelos, denn obiger Fall ist eben ein 



Wollen wir aber in logischer Sprache sagen, was der technolo- 
gische Satz 

„zu jeder Ebene gehört eine unendlich ferne Gerade" 
bedeutet, so ist dies Folgendes: 

In jeder Ebene sind alle Richtungsunterschiede möglich, eine jede 
Richtung der Ebene wird symbolisirt durch eine Stelle in der ge- 
schlossenen analytischen Form, welche „co ferne Gerade" genannt wird; 
parallele Linien haben deshalb denselben oo fernen Punkt; der Rich- 
tungsuntei'schied zweier Ebenen wird nach demselben Modus symbolisirt 
durch zwei verschiedene oo ferne Linien. 

Was wir ausserdem noch von einem künstlichen, analytischen Be- 
quemlichkeiten, angepassten Koordinatensystem zu erwarten haben, lässt 
sich an einem einzigen beliebigen Beispiele zeigen. 

In homogenen Koordinaten ergibt sich für die Kreisschneidepunkte 
eine biquadratische Gleichung; also vier Lösungen, während nur zweie 
davon eine geometrische Bedeutung haben; was können die beiden 
anderen aussagen? Nach dem Dargelegten nichts Anderes als Bestim- 
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mungen über das Verhältniss , in welchem sieh das Kreisgebilde als 
qualitatives Individuum überhaupt in dem künstlichen System verzerren 
wird. Diese übei-fiüssigen Wurzeln sind: 
die Produkte aus den Verzerrungsmoduln des be- 
treffenden Koordinatensystems in die Qualität der 
Gebilde. Beim Kreise werden diese Produkte genannt: „die ima- 
ginären Kveispunkte auf der oo fernen Geraden". 

Je nach dem gewählten Standpunkt mag aus dem Kreise eine 
Linie, eine Ellipse oder gar ein Punkt werden und für alle Transfor- 
mationen in solche qualitativ verschiedenen Gebilde werden die zwei 
restirenden Wurzeln die betreffenden Anhaltepunkte liefern. Steilen 
wir die Sätze auf, welche sieh für die Kreisgebilde aus jener Gleichung 
vierten Grades ergeben; die hauptsächlichsten werden gesprochen; 

1) Alle Kreise der Ebene gehen durch dieselben beiden imaginären 
Punkte, die der unendlich fernen Geraden angehören; sie werden 
genannt „imaginäre Kreispunkte". 

2) Die Richtungen nach diesen Punkten, d. h. die Kreisasyraptoten 
sind bestimmt durch 

tg a = + V"^^. 

3) Die Asymptoten aller Kreise sind parallel; sie bilden mit allen 
anderen Richtungen denselben unendlich grossen Winkel. 

4) Während die Punkte, deren Entfernung von einem beliebigen 
Punkte unendlich gross ist, auf einer Geraden (der go fei-nen 
Geraden) liegen, umhüllen die Linien, welche mit einer beliebigen 
anderen Linie einen unendlich grossen Winkel bilden — die 
man deshalb als Linien von unendlich grosser Richtungsverschie- 
denheit bezeichnen könnte — ein Punktepaar, die imaginären 
Kreispunkte. 

5) Konzentrische Kreise haben gemeinsame Asymptoten ,- berühren 
sich also in den beiden Kmspunkten , können sich also nicht 
mehr sehneiden. Konzentrische Kugeln schneiden sich (oder be- 
rühren sich) in einem unendlich fernen Kreise. 

Um diese Ergebnisse der Analysis in logische Sprache zu über- 
setzen , brauchen wir nur das vorher gefundene Prinzip anzuwenden, 
nach welchem ein unendlich femer Punkt Richtung ist, und reale 
ve. Imaginäre Bestimmungen sich verhalten, wie Bestimmung aus den 
realen inneren Elementen zu solchen des Ausserhalb. Bei der 
projektivischen Auffassung wird nun ein Raumgebilde als real bestimmt, 
wenn es möglich ist, ein reales Bild desselben auf eine Bildfläche zu 
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erzeugen. Alles was aber nach dem gewählten Modus der Projektion 
ausserhalb der Bildfläche fällt, wird dadurch nach unserem Pmzip 
analytisch imaginär. Diese imaginären Werthe der virtuellen Bestim- 
mungen eines Gebildes sind deshalb in den Kaum ausserhalb der Bild- 
fläche zu konstiTiiren ; abzumessen auf Ebenen, welche zu dieser Bild- 
ääche senkrecht stehen. 

Die Asymptoten des Kreise ergeben sich dadurch als Linien, 
welche in naher Beziehung zu den Asymptoten der Equilateralhyperbel, 
als i Kurve des Kreises, stehen. Für jeden Kreis haben wir zwei 
Asymptoten, und ihre Richtung zu den Kreisaxen ist gegeben durch 

_^x__ 

Man nennt des Integralausdrueks wegen diesen Winkel unendlich 
gross; und mit dieser Deutung ist nichts anzufangen, weil sie keinen 
Sinn hat. Diese Deutung muss aber überhaupt fehlerhaft genannt wer- 
den , weil ihre Konstruktion als goniometrisehe Funktion nur unter der 
Bedingung gewonnen wird, dass a eine reale Grösse ist. Bei der hier 
aufgestellten Betrachtung qualitativ verschiedener Einheiten erweitert 
sieh jedoch jene Bedingung dahin, das arcus und tangente sich auf 
dieselbe qualitative Einheit beziehen müssen, sei diese nun real oder 
imaginär, oder sonst etwas. Wir müssen deshalb hier sagen: 

„Der Winkel, welcher einer imaginären Tangente entspricht, ist 
selbst ein imaginärer." 

Die Korrespondenz solcher imaginärer Tangenten und Winkel hat 
aber dieselbe arithmetische Stufenfolge wie bei den realen Bestimmungen; 
deshalb ist y^^ die struktive Einheit, gleich dem Radius des jenen 
Funktionen zu Grunde liegenden (imaginären) Kreises, ig a = i ent- 
spricht demnach einem Winkel von 45 ", dessen Anwendung jedoch nur 
in oem Aussengebiete des Gebildes erfolgen darf, von welchem ausge- 
gangen wurde. Ist dies Gebilde ein in der Ebene begrenztes — wie 
im vorliegenden Falle der Kreis, dessen imaginäre co ferne Punkte ge- 
sucht werden sollen — so bestimmen zwei vom Kreiszentrum aus unter 
45 " mit einer Koordinatenaxe gezogene Linien die sog. Asymptoten 
des Kreises; und deren Berührangspunkte mit der co fernen Geraden 
der Ebene, welche identisch sind mit den zwei a> fernen Punkten der 
i Kurve des Kreises, bilden die gesuchten imaginären Kreispunkte. Die 
00 fernen Punkte des entgegengesetzten Zweiges der i Kurve sind 
identisch mit den ersteren, weil die Punkte jener oo fernen Geraden 
Richtungen bedeuten, und nicht wie ihr Name sagt geometrische 
Punkte. Kimmt das reale Ausgangsgebilde dagegen die ganze Ebene 
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in Anspruch, so sind die <x> fernen Bestimmungen ebensogut wie alle 
imaginären in der zur Fundamental ebene senkrechten zu suchen. 

Hierdurch werden die angeführten barocken Sätze unmittelbar ver- 
ständlich und erweisen sieh als richtig. 

Konzentrische Kreise haben alle dieselben Asymptoten, weil sie 
alle denselben Mittelpunkt haben. Nicht konzentrische Kreise haben 
parallele Asymptoten, und deshalb dieselben imaginären Kreispunkte, 
weil die ganze Ebene auf ein festgelegtes Koordinatensystem bezogen 
wird. Konzentrische Kugeln haben einen oo fernen Kreis gemeinsam, 
weil der die Kugelöächen bestimmende um seine Axe sich drehende 
Meridiankreis zu jeder seiner verschiedenen Lagen ein neues Paar oo 
ferne Punkte bestimmt, welche insgesammt einen Kreis bilden. Besser 
wäre es, diesen letzteren Satz auszusprechen: Konzentrische Kugeln 
nach virtuellen Asymptoten bestimmt, haben deren Richtungen ge- 
meinsam. 

Diese ganze Theorie erleidet keine Ausnahmen, eben weil sie aus 
dem logischen Begriff des Virtuellen entsprungen ist. Alle Imaginär- 
theorien, welche bis jetzt aufgestellt worden sind, lassen sich insoweit 
sie brauchbare Resultate ergaben, als Spezialfälle dieser allgemeinen 
Theorie nachweisen*^). 

Man sieht nun, wie jedes neue Koordinatensystem neue und anders 
zu deutende Imaginärformen liefern kann. Es werden gerade Linien 
zu finden sein, welche in der realen Ebene liegen und trotzdem theil- 
weise real, theilweise imaginär sind; reale Linien, auf welchen imaginäre 
Punkte, und imaginäre Linien, auf welchen reale Punkte liegen; ima- 
ginäre Ebenen, welche die reale Ebene in einer realen Linie sehneiden; 
imaginäre Linien, welche viele, oder auch nur einen oder auch gar 
keinen Punkt mit der realen Ebene gemein haben etc.; Gebilde, wo- 
von mehrere bei der Konstruktion des Imaginären v. Staudt's auf- 
treten. 

Rationeller würde es aber sein, statt der jetzt üblichen, meist 
dui'ch projektivische Betraditungen hervorgerufenen Terminologie 
eine solche einzuführen, welche auf die qualitative Betrachtung der 
Straktui' kombinatorischer Foi-men gegründet ist ; denn zeigt sich 
einmal ein anderes künstliches Koordinatensystem als vortheilhaft zu 
anderen Zwecken, so müsste der ganze Sprachbau wieder geändert 
werden. So könnte man z. B. für die physiologische Optik ein 
bipolares Koordinatensystem aufstellen, oder auch eine Spaltenpro- 
jektion, 
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Man könnte aber sogar qualitative Koordinaten erfinden; solche, 
welche sich nur auf Gestaltveränderung der Kurven beziehen , welche 
in gegenseitiger , durch Wechselwirkung hervoi^erufener Bewegung be- 
findliche Körper beschreiben. Bei Fragen der Molekularmechanik, 
vielleicht auch schon bei dem asti'Onomischen Problem der drei Körper 
dürfte ein solches System Verwendung finden. Solche Koordinaten, 
würden wiederum ein Imaginärsystem ganz anderer Art bedingen, ob- 
schon denselben logischen Grundsätzen folgend. 
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D. KAPITEL I. 

aRUNDBEORIFFE DER MECHAJ^IK. 



§1- 
Die funktionale Verbindung der Gebilde f, im Nacheinander 

% (%)■ 

In der Arithmetik wurden die zu Komplexen verbundenen Elemente 
als ZahlgrÖssen , in der Geometrie als Ausdehnungen betrachtet. Ob- 
sclion irgend welche Gebilde der Kombinatorik nur in der Zeit, durch 
Setzung nacheinander, entstehen, so blieb doch die Betrachtung der 
Gebilde als ein Zusammen qp^, Hauptgegenstand jener Disziplinen; die 
Genesis jener Funktionen als g>r wurde mehr als ein Mittel der Auf- 
klärung in zweifelhaften Fällen erörtert. Die abstrakt logische Be- 
trachtung kann aber jetzt in ihren Kombinationen fortschreiten und 
eine Vielheit der Existenz zugleich als q>^ und tp^ zusammenfassen, 
also Komplexe bilden, welche sowohl der Zeit wie dem Räume nach 
funktional verbunden sind; dies ist die Aufgabe der Mechanik. Hier- 
mit wird aber auch der ganze Umfang logischer Kombinationen erschöpft 
sein, weil nur die beiden Denkformen „Nacheinander, Nebeneinander" 
möglich, weil nur der Satz der Identität eine Regel der Kombination 
sein kann, der Zusammenfassung des Vielen durch funktionale Bestim- 
mung des Einzelnen im Ganzen. 

Die Anfänge dieser Betrachtungen werden der Natur der Sache 
i schon durch das reine Empfindungsleben angeregt; eine jede 
[ung oder Veränderung des eigenen wie fremder Körper stellte 
Probleme der Mechanik. Deshalb wurden vor allem logischen Bewusst- 
werden dem Empfindungsleben entnommene Wörter für die hier noth- 
wendig auftretenden Begriffe geprägt, wie „Masse, Trägheit, Kraft, 
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Widerstand etc.", ehe man sich Rechenschaft darüber zu geben ver- 
anlasst fand, ob reine Denkbegriffe oder aber Empfindimgsbegriffe 
vorlagen; forderte doch die Sprache schon Wörter hierfür, ehe über- 
haupt ein wissenschaftlich ordnendes , geschweige denn ein logisch 
kritisirendes Bewusstsein auftrat; und hierin liegt eine der Haupt- 
ursachen, dass durch die Etymologie verleitet, in heutiger Zeit noch 
so viele 'jener Begriffe für empirische, d. h. der Sphäre des Empfin- 
dungsleben zugehölige, angesehen werden. 

Hier dagegen wurde durch dialektische Entwickelung der Denk- 
thätigkeit zum Generalproblem der Mechanik aufgestiegen, ohne darauf 
Rücksicht zu nehmen, ob die entstehenden Gebilde oder Begriffe irgend- 
wie einer äusseren (uns fremdartig aufgedrungenen) Welt korrespon- 
diren ; diese letzte Frage wird erst bei Betrachtung physikalischer 
Hypothesen zum Austrag kommen. Es wird jedoch vor weiterem Ein- 
gehen auf Fragen der Mechanik zweckmässig sein, die kurrenten Gi-und- 
begriffe dieser Disziplin nach ihrer Genesis aus dem Empfindungsleben 
gegenüberzustellen ihrer Bedeutung in rein logischer Auffassung. 



Masse. 

Wenn wir einen Komplex von Zahlgrössen — im einfachsten Falle 
einen Zahlköi-per — mit einem solchen von Äusdehnungsgrössen ver- 
binden, 80 erhalten wir ein kombinirtes Gebilde, in welchem wir die 
Anzahl des ersten Komplexes beliebig über die Ausdehnungen des 
zweiten vertheilen können, weil uns die beiden verschiedenen Begriffe 
„Ausdehnung, Zahl" gar keine Regel vorschreiben, nach welcher die- 
selben zu verbinden sein miissten. Denken wir uns die Zahlen gleich- 
massig übei- das Ausdehnungsgebilde vertheilt, so erhalten wir vorläufig 
einen imaginirten (Jogisch zusammengesetzten) Gegenstand von gleich- 
massiger Beschaffenheit in allen seinen Theilen; werde dei-selbe Massen- 
körper genannt, im Gegensatze zu dem geometrischen Volumkörper, 
welcher nur Ausdehnungen enthält, und im Gegensatz zu dem Zahl- 
köi-per der Arithmetik, welcher nur Zahlen enthält; ausserdem zur 
Bezeichnung, dass es sich hierbei um Körper handelt, welche sowohl 
im Nacheinander wie Nebeneinander betrachtet werden, wodurch ihr 
Beziehungsbegriff von der zeitlosen mathematischen Funktion zum Kraft- 
begriff umgewandelt wird, was im nächsten Paragraphen zu erläutern 
ist. Hiei-mit ist der logische Begriff des Massenkörpers gebildet, wie 
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ihn die Mechanik gebraucht; Zahlgrösse (oder hier Masse) und Aus- 
dehnungsgrösse stehen demselben als Unterbegiiffe zugeordnet. Ob 
dieser logische Körper zur Erlilärung irgend welcher Vorgänge in der 
Natur brauchbar ist, bleibt vorderhand ganz dahingestellt; genug, dass 
kein innerer Widei'spruch seine Bildung (Fiktion) untei^gt. Hier- 
durch sind zugleich alle möglichen Verschiedenheiten solcher Körper 
und die Regeln ihrer Verbindung zu funktional bestimmten Ganzen 
festgestellt. 

Punkt- TS. Ausdelmuugs - Maskenkörper. 

Weil die Zahl selbst keine Ausdehnung hat, so steht es uns frei, 
dieselbe auf zwei vei-sehiedene Weisen mit dem Volum zu verbinden; 
entweder stetig oder diskret, um einen Massenkörper zu erzeugen, 
welcher homogen ist in den Grenzen, wie die Mechanik ihn gebraucht. 
Ordnen wir die Einheiten der Zahl aequidistanten oder auch nach 
irgend einer konstanten Regel vertheilten Punkten eines Volums zu, 
so erhalten wir Punktmassenkörper, dessen sich die atomistisehe 
Theorie in der Physik bedient; ordnen wir die Einheiten den Aus- 
dehnungen selbst zu, seien dies nun Linien, Flächen oder Volumina, 
so entsteht der Massenkörper der dynamischen AuiFassung. Es kommt 
ganz auf den Begriff an, welchen man bei physikalischen Hypothesen 
jener Zahl substituirt — „"Wirkungsfähigkeit, Widerstand, Kraft etc." 
— ob in einem von diesen Körperbegriffen ein Widerspruch entsteht; 
solange wir bei der abstrakten Zahl bleiben, ist keiner vorhanden, 
und können wir deshalb alle mathematischen Kombinationen mit beiden 
vornehmen. Bei Punktsystemen werden Summenfunktionen, bei Aus- 
dehnungssystemen Integralfunktionen auftreten ; die letzteren natür- 
lich auch als abgekürzter Ausdruck für Punktsysteme in Einzelfällen 
verwendbar. 

Arlthmctlsclies Symbol des Massenkörpers. 

Es ist jetzt nothwendig für den Massenkörper, ein adäquates 
Symbol zu konstmiren , um ihn in die Rechnung einführen zu können. 

Sei der Zahlkörper M, der Volumkörper V, so müssen wir in dem 
kombinirten Gebilde 

Massenkörper = f (M, V) 
die arithmetische Funktion f aufsuchen , welche der begrifflichen Ver- 
bindung, also dem zwischen Mxmü V stattfindenden Eeziehungsbegriff& 
entspricht. Hierzu dient folgende Betrachtung: 
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Wir kömien MasseiikÖi-per bilden 
von verschiedenem Volum f (M, 1 Y) f (M, 3 V) f (U, 3 V) 
und von vei-sehiedener Zahl f (1 M, V) f (3 M, V) f (3 M, V) 

Wir werden die ersteren also von gleicher Masse und ver- 
schiedenena Volum, die zweiten von gleichem Volum und verschie- 
dener Masse nennen; und nach B. VI. 5 Körper, welche in der Volum- 
einheit gleiche Masse, oder der Masseneinheit gleiche Volumina ent- 
halten, von gleicher Qualität; weil die Struktur der Funktion 
dieselbe bleibt, ihre Vergrösserung durch eine Multiplikationszahl 
außerhalb des Funktionszeichens angezeigt werden muss, in der Fonn 
n[f(M, V)] 

Weil nun diese Funktionen f, d. h. die Qualität der Köi-per, sich 
durch gar nichts Anderes untei-seheiden , als durch die direkte Grösse 
der Unterbegriffe M und 7, und uns kein fremder Maassstab zur 
Abmessung dieser Grösse aufgedrängt wird, wir deshalb den arith- 
metischen (direkt logieehen) hierzu anwenden, deshalb ist jene Funktion 
nichts Anderes als ein einfaches Produkt, bestimmt durch die beiden 
Unterbegriffe M und V als Faktoren. Wir erhalten das Symbol 
die Qualität „Massenkörper" =^ M . V 

Was also nicht heisst , dass die zwei heterogenen Begriffe M und 
F miteinander multiplizirt werden sollen, sondern dass If und F in 
einem Oberbegiiffe funktional verbunden und verschiedene arithmetische 
Abstufungen dieser qualitativen Verbindung möglich sind. 

Einer dieser beiden Begriffe kann nun wieder als Einheit der 
Grösse gesetzt werden, und bleibt dadurch der andere als Bestimmung 
der Qualität reservii-t. Weil wir gewohnt sind, dass Attribut „Gross" 
bei Vergleichungen der Aussenwelt voraugsweise der Qualität „Aus- 
dehnung" beizulegen, so nennen wir die Körper von homogener 
Beschaffenheit, wenn sie sich nur der Ausdehnung nach unter- 
scheiden; es bleibt dadurch die auf die Volumeinheit bezogene Anzahl 
der Zahlkörper (deshalb Dichte genannt), als qualitative Bestimmung 
des Massenkörpers übereinstimmend mit dem Spraehgebrauche des 
gewöhnlichen Lebens, 

Der empirische Massenlbegrlff. 

Der Massenbegriff des praktischen Lebens ist natürlich empirischen 
Ursprungs, Es sind die Empfindungen des Tastgeftthls, welche wir 
bei einer gewissen Intensität „Dmek, Widerstand etc." nennen. Die 
räumliehen Veränderungen (Bewegungen der Köi-per) welche wir in 
Begleitung dieses Gefühls wahrnehmen, können wir bewältigen durch 
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andere köi-perliche Bewegungen, welche einem spontanen Befehle unseres 
Ich , unseres Willens, oder was immer sonst es sein mag, zu gehorchen 
scheinen; dieses G-efÜhl, welches wir als eigene innere Kraft zu erzeugen 
glauben , nennen wir Muskelkraft. Mit der Grösse der zu bewegenden 
Körper, oder mit einer qualitativen Beschaffenheit derselben, welche 
wir „Dichte, Gewicht" nennen, wächst der Widerstand, welchen sie 
unserer Muskelkraft oder unserem Willen entgegensetzen; das Maass 
der aufzuwendenden Kraft, um jenem Widerstände zu begegnen, liber- 
tragen wir als eine Eigenschaft auf den äusseren Körper, benennen es 
„Masse des Körpers". 

In dem Maasse, wie verschiedene Empfindungen zur Bildung des 
Mf^senbegriffes mitwirkten, oder derselbe zu verschiedenen Anwen- 
dungen gemodelt, vieldeutiger oder einfacher gestaltet werden musste, 
ging der Sprachgeist und das logische Bewusstwerden seines Thuns 
viele Entwickelungsstufen durch , von der vielgestaltigen inhaltreichen 
des Poeten und des Kindes bis zu dem logisch einfachen des Mathe- 
matikers, bei welchem nur noch die historische Eotwiekelungsgesehichte 
seinen rein logischen Charakter zweifelhaft macht ; aber die Thatsache, 
dass der Mensch erst gehören und erzogen werden, Empfindungen 
haben und vergleichen lernen muss, ehe er zu der Erkenntniss gelangen 
kann, dass er gewisse Begnffe unabhängig von aller Spezialerfahrung 
bilden kann, ändert nichts an der anderen Thatsache, dass dieses 
Letztere stattfindet; und weiter, dass gar keine anderen Begriffe sich 
der mathematischen Behandlung ausnahmelos zu fügen fähig sind , als 
solche, welche auf rein logischem Wege — hier „Denkbegriffe" ge- 
nannt — eraeugt werden können. 



Bewegung, Geschwindigkeit. 

„Es existirt eine Welt, eine Vielheit in Veränderung" war der 
A. I. gewonnene Satz, dessen abstrakt logischer Gehalt sieh zur Auf- 
gabe der Mechanik gestaltete. Diese Vielheit wurde D. I. 1 näher 
präzisirt als eine Vielheit von mechanischen Körpern (M.V). Es 
bleibt tlbrig den zweiten im obigem Satze gewonnenen Begriff, die 
Veränderung, analytisch zu fonnuliren. 

Die subjektive Veränderung wurde in A. Denkthätigkeit oder 
Denkbewegung genannt; die objektiv aufgefasste Veränderung, die 
Beziehungen jener Denkgebilde, welche wir ausserhalb unser setzen 
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milssen, um sie betrachten, kombiniren zu können, welche wir 
demgemi^s in einer objektiven Zeit- und Raum -Existenz vorhanden 
voraussetzen, diesen mechanischen Begriff nennen wir in der gewöhn- 
liehen Sprache „Bewegung". Die Mechanik, die allgemeinste Zusam- 
menfassung der Denkgebilde, muss die ganze Welt als ein funktional 
verbundenes Ganze auffassen, in welchem eine jede Einzelheit sowohl 
dem Raum wie der Zeit nach bestimmt, ein integrirender Faktor 
in dem ganzen "Weltprodukte ist. Man abstrahirt allerdings häufig 
von dem einen dieser Begriffe, spricht von dem Ablaufen einer von 
Vorgängen nicht erfilllten Zeit, oder aber von konstanten Dingen, die 
ganz unabhängig von einer verlaufenden Zeit existiren; dergleichen 
Abstraktionen sind aber rein künstliche , zum Zwecke einer einfacheren 
Uebei-sicht, zur bequemeren Behandlung eines Problems fingii-t. Die 
wirkliche Existenz solcher Abstraktionen muss in dem mechanischen 
Pi-oblem negirt werden, weil dann nur eine Theilbetrachtung der 
Arithmetik oder Geometrie stattfindet. Dass noch ausdrücklicher in 
der Natur die Existenz solcher Abstraktionen negirt werden muss, dass 
man nicht von einer objektiven, isoUrt zu ihrem eigenen Zwecke oder 
Vergnügen verlaufenden Zeit, und ebensowenig von einem objektiven 
Ding an sich oder Raum an sich, sondern nur von Vorgängen in der 
Natur zu sprechen berechtigt ist, wurde bewiesen A. IX, 

Der mechanische Bewegungsbegriff drückt demnach die Verändemng 
aus, welche irgend ein Körper MV oder auch die absolute Position M 
als Massenpunkt während einer gewissen Zeit im Räume erlitten hat; 
sie ist also zu messen 

1) nach der Grösse der räumliehen Verändenmg , nach der Entfer- 
nung zweier Raumpositionen; heisse dies Transport; 

2) nach der Grösse der Zeit, welche während dieser Veränderung 
verfloss; dem Zeitaufwand. 

Aus diesen „Transport und Zeitaufwand" als Unterbegiiffen bilden 
wir den Oberbegriff G-eschwindigkeit, als Ausdruck der räum- 
lich-zeitlichen Veränderung. Das arithmetische Symbol dieses Begriffs 
wird demnach sein 

velocitas = f (spatium , tempus) oder v = f (s, t). 

Die Funktion f wird bestimmt durch dieselbe Argumentation wie 
in § 1 der mechanische Körper; wobei nur zu beobachten, dass dem 
Sprachgebrauche gemäss die Geschwindigkeit grösser genannt vrird, 
wenn derselbe Raum in küi-zerer Zeit durchlaufen wird. Deshalb ist 
die Funktion als einfaches Quotientenverhältniss zu setzen 
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BelatiTität des Bewegungsbegriffes. 

Wenn wii- bedenken, dass der Begriff der Verändening in Raum 
und Zeit nur durch Vergleiehung vei^chiedener Positionen nacli ihrem 
Raum- und Zeit-IIntcrscliiede entstand, dass gar keine Voraus- 
setzung über einen festen Ausgangspunkt des Raum- und Zeitmaasses 
stattfand oder nothwendig war, dass der Haumunterscliied derselbe 
bleibt, ob er gemessen wird durch Bewegung von a nach h oder 
h nach a, oder auch durch Addition dieser nach einem beliebigen 
"Vei-hältniss zwischen den beweglichen Punkten a und h vertheilten 
Distanz oder Geschwindigkeit ah, so erhellt, dass der BewegungsbegiifE 
ein ganz relativer ist; dass es uns bei seinem Gebrauehe absolut 
anheimgestellt bleibt, bei irgend einem mechanischen Problem beliebig 
einen Punkt oder Körper als mhend zu betrachten und alle Bewegung 
den übrigen zuzuschreiben. 

Dass diese Relativität bei dem logischen Begriff der Bewegung, 
uüd den fingirten Köiiievn der abstrakten Mechanik vorhanden seiu 
muss, das konnte erst in dgr Neuzeit bezweffelt werden von denjenigen, 
welche die Logik für eine empirische Wissenschaft hielten. Anderer 
Art ist jedoch der Zweifel, welcher sieh geltend machte, ob dieser 
logische Begriff auf Vorgänge der Natur anwendbar sei. Die Para- 
ijoxien, welche diese Skepsis konstruirte, sind aber sämmtiich geeignet 
diese Anwendung zu beweisen, und damit zugleich einen neuen Beleg 
fttr die subjektive Genesis der Begritte „Raum, Zeit" zu liefern. 

Die Analyse einer Paradoxie der Neuzeit, welche die Fehler- 
kaftigkeit eines relativen Bewegungsbegiiffes darlegen seilte, und deren 
Argumentation zahlreiche Anhänger gefunden hat, soll dies zeigen*'). 

„Nehmen wir an, dass unter den Sternen sich einer befinde, 
der aus flüssiger Masse besteht, und der wie etwa unsere Erdlcugel 
in rotirender Bewegung begrift'en ist um eine durch seinen Mittel- 
punkt gehende Axe. In Folge einer solchen Bewegung, in Folge 
der durch sie entstehenden Zentrifugalkräfte wird alsdann jener 
Stern die Form eines abgeplatteten Ellipsoids besitzen. Welche 
Foi-m, fragen wir nun, wird der Stern annehmen, falls plötzlich alle 
übrigen Himmelskörper vernichtet würden? Jene Zentrifugalkräfte 
hängen nur ab von dem Zustande des Steraes selber; sie sind völlig 
unabhängig von den übrigen Himmelsköipem. Folglich werden, so 
lautet unsere Antwort , jene Zentrifugalkräfte und die durch sie be- 
dingte ellipsoidisehe Gestalt ungeändert fortbestehen. Wir können 
aber, falls die Bewegung als etwas nur Relatives, nur als eine rela- 
tive Ortsverändernng zweier Punkte gegeneinander definirt wird, zu 
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einer ganz entgegengesetzten Antwort gelangen. Denken wir uns 
nämlich sämmtliclie übrigen Weltkörper veniiclitet, eo sind jetzt im 
Universum nur noch diejenigen materiellen Punkte vorhanden, aus 
(lefiea der Stern selbst besteht. Diese aber besitzen keine relative 
Ortsveränderang, befinden sich also (auf Grund der für den Augen- 
blick acceptirten Definition) in Ruhe. Folglieh wird der Stern — 
so lautet unsere gegenwärtige Antwort — von dem Augenblicke an, 
wo die übrigen Weltkörper vernichtet sind, sich im Zustande der 
Kühe befinden, mithin die diesem Zustande entsprechende Kugel- 
gestalt annehmen. Ein so unleidlicher Widerspruch kann nur da- 
durch vermieden werden, dass man jene Definition, die Bewegung 
sei etwas Relatives, fallen lässt; also nur dadurch, dass man die 
Bewegung eines materiellen Punktes als etwas Absolutes auffasst." 
Ein Widerspruch existirt gar nicht bei Zugrundelegen des Be- 
wegungsbegriffes als eines relativen, sobald man keines der logischen 
Elemente vergisst, welche nothwendig waren, um jene Kombination 
des rotirenden flüssigen Efiipsoids zu bilden. Dieses mechanische Ge- 
bilde ist ein Produkt der logischen Setzung, einerlei ob wir zu dieser 
Setzung durch Empfindungen oder durch welche besondere Art von 
Empfindungen {Wahrnehmung der Sterne etc.) bewogen worden sind; 
denn jenes Gebilde kann ebensogut rein apriori dui-ch Kombination 
der Denkbegriffe entstehen. Jen^ rotirende Ellipsoid existirt also gar 
nicht isolirt, kann auch nicht isolirt gedacht werden, weil immer 
ein Subjekt da sein muss (wir), die es denken oder voi-stellen; ob 
ausserdem noch andere Himmelsköi-per existiren oder nicht, ist ganz 
gleicligültig. Das denkende Subjekt, das logische Bewusstsein, bringt 
aber mit sich zu der Anschauung jenes rotirenden Ellipsoids, alle die 
Untei-schiede der logischen Setzungsmöglichkeit des Ausgedehnten, d. h. 
ein Koordinatensystem, und von diesem festen Koordinatensystem 
aus wird das Ellipsoid betrachtet und beurtheilt. Will man mit den 
Sternen aber auch dieses logische TJrtheil und die Bedingungen eines 
logischen Urtheils über Ausdehnungshegriffe überhaupt aus der Welt 
schaffen, so hat es ja keinen Sinn mehr von Ellipsoid oder irgend 
etwas Anderem noch zu sprechen; denn mit diesem Ilrtheil verschwindet 
auch der Begriff eiuer Gestalt überhaupt. 

Wer nicht die subjektive Genesis des Raumes anerkennt, könnte 
filauberi jenes Ellipsoid dürfe fortbestehen, auch wenn alle denkenden 
Wesen vernichtet seien. Bis zu diesem Punkte der Darstellung ist 
auch hier die absolute Existenz einer äusseren Welt mit Ausschluss 
alles subjektiven Denkens weder zugegeben noch zurückgewiesen wor- 
den ; ihre Erörterung wird später eret folgen , weil es fur die hier 
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vorliegende Frage ganz irrelevaiit ist. Aber es muBS auf das Ent- 
schiedenste als Denkfehler gezeichnet werden, dass, wie in obiger 
Paradoxie, etwas über jene äussere Welt, weder ihre Form noch ihren 
Inhalt, ausgesagt werden bann, wenn das subjektive Denken nicht 
mehr zugleich mit jenen Formen existiren soll. Es ist doch zu einfach, 
dass es nicht mehr angeht, tibei jenes absolut einsame X, welches, 
sobald ein subjektives Denken mit da ist, ein rotirendes EUipsoid wird, 
tlber dieses hypothetische X etwi*! luszu^agen, zu behaupten, dasselbe 
zu beurtheiJen, wenn gleich voihei die Bedingung gestellt worden ist: 
es solle kein Sagen, Behaupttn Eeuitheilen mehr existiren, sondern 
nur noch Punkte in relativer Ruhe. Nach solchen Bedingungstellungeti 
überhaupt noch etwas fragen wollen, ist ebenso wie die Frage: was 
ist der Schall, wenn Nichts in der Welt Schall macht? 

Interessant ist noch die Bestimmung jener Absolutheit von Be- 
wegung, wozu der Erfinder obiger Paradoxie durch die mathematische 
Methode gelangt. 

Er findet nämlich, dass alle Widersprüche aufhören, sobald folgende 
Hypothesen zugegeben werden, 

1) Es muss irgendwo im Weltall ein absolut unbeweglicher Körper 
Alpha existiren, von dem aus die Bewegung messbar ist. 

2) Der Köi'per Alpha ist ein System von mindestens drei starr ver- 
bundenen Punkten. 

3) Der Körper Alpha kann ersetzt werden durch die Hauptträgheits- 
axen eines nicht starren materiellen Körpers — oder auch durch 
die Hauptträgheitsaxen des Weltalls. 

Die Hypothese 1) 2) wäre ziemlich identisch mit der indischen 
Schildkröte worauf das Weltall ruht. Dieser Körper entstand, weil 
die geradlinige Bewegung erklärt werden sollte, weil der Be- 
griff „Geradheit" nicht definirt war; statt dieses Begriffes wurde die 
sinnlich leichter fassliche Anschauung des starren Körpei-s substituirt. 
Logisch ist hiei-mit allerdings nichts geleistet, denn das Attribut 
starrer Köiper, oder, starre Verbindung von Punkten, ist nur ein 
anderes "Wort für gerade; die sinnliche Vorstellung beruhigt sich 
aber leichter bei dem starren Körper und fragt nicht weiter, aus 
welchen Begriffen er gebildet sei. 

Satz 3) dagegen ist bedeutsam, insofern er zeigt, wie auch der 
Mathematiker zur Einsieht kommt, dass ein rein ideeller Begriff für 
das mechanische Problem dasselbe leistet, wie ein sinnliches Ding; 
oder vielmehr: dass jenes sinnliche Ding nur insofern etwas zur Lösung 
des Problems zu leisten veimag, als in seiner Maske ein rein ideeller 
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Begriff „das System der Trägheitsaxön" gedacht wird; man kann des- 
halb auch die Krücke der Anschauung, jenes sinnliche Ding Alpha 
5>anz wegwerfen, sobald man erkannt hat, dass logische Begriffe selb- 
ständig zu schreiten vermögen. 

Es ist ausserdem unrichtig, "dass die Trägheitsasen eines Körpers 
oder des Weltalls irgendwie von Bedeutung für diesen Begriff sind. 
C. N. kam zu dieser Auffassung dadurch, weil er die Trägheit für 
eine unerklärhare Eigenschaft der Dinge hielt, welche demgemäss in 
allen weiteren Definitionen als bestimmendes Element mitzuwirken oder 
zu figuriren habe. Deshaib schlägt er auch ausseiet komplizirte 
iteehnungen vor, um jene Axen zu bestimmen. Dieselben sind ebenso 
unausführbar wie überflüssig für den beabsichtigten Zweck. 

Scheiden wir demnach die einzige richtige und wesentliche Be- 
stimmung aus den Hypothesen 1) 2) 3) aus und sagen: „die Bewegung 
ist als etwas Absolutes aufzufassen in Bezug auf das logische Koor- 
dinatensystem der Ausdehnung, dessen Ausgangspunkt und Lage der 
drei Bestimmungselemente beliebig gewählt werden darf, eben weil 
nur ein logisches Koordinatensystem überhaupt in Frage kommt" — 
so stimmt dies sowohl mit der von uns gegebenen Lösung der gestellten 
P\radoxie, als es auch eine gegen die Absicht eines Mathematikers 
gevionnene Bestätigung des Satzes ist, dass Bewegung sowohl wie 
riumliche Gestalt nur eine Existenz haben, sofern ein Denken, ein 
Bewusstsem mitexistirt, welches diese Begriffe subjektiv produzirt und 
nach ihien Unterschieden zu einem geregelten Ganzen gruppirt. 

Der Eleat Zeno erklärte die Bewegung für einen widerspruchs- 
vollen Begriff überhaupt. Die Paradoxien, welche er konstruirte, um 
dies zu beweisen, gingen aber von einer falschen Auffassung der Be- 
wegung aus. Der fliegende Pfeil, welcher trotzdem in jedem Augen- 
blicke ruhen sollte, berahte auf der irrigen Zerlegung des stetigen 
Raumes und der Zeit in eine unendliche Zahl diskreter Theile, deren 
Name „Punkte, Augenblicke" die sinnliche Voi-stellung irre führt, imd 
sie nicht zum Bewusstsein kommen lässt, ' dass es sich hierbei nicht 
um Vorstellungen sondern um reine Denkbegiiffe handelt, Zeno 
beging also denselben Fehler wie die Erklärer des Infinitesimalkalkuls, 
welche sich lediglich auf den Begriff der Grösse stützen wollen. 

Eine wesentlich andere Fehlerquelle liegt der Paradoxie des Sehnell- 
läufers zu Grunde, welcher die Schildkröte niemals erreichen soll. Es 
wird hierbei unbewusst eine begrenzte Zeit vorgeschrieben, auf welche 
sich die Betrachtung beschränken soll. Das Resultat ist ganz richtig, 
dass der Schnellläufer während dieser Zeit die Schildkröte nicht 
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eixeichen kann. Seien die Geschwißdigkeiten 10 und 1 Fuss pro 
Sekunde, so ist das Maass der betrachteten Zeit , wenn die Schildkröte 
10 Fuss Vorsprung hat, gleich (1 -H yV + ttüt + -ri-as ■ ■ ■ ■) Selmnde, 
eine ganz bestimmte endliche Zeit, obgleich ihr arithmetischer Aus- 
druck hier die Form einer unbegrenzten Reihe hat. Diese Reihe lässt 
sieh Summiren, und ihre Summe gibt genau den Zeitpunkt an, in 
welchem die Schildkröte eingeholt wird. Der Fehler liegt also nicht 
am Begriff der Bewegung, sondern an der falschen Beurtheilung eines 
bestimmten Inhaltes in Foi-m einer Summe von unbegrenzt vielen 
Theilen. 



§4- 

Der FunktionalbegrJlf in der Mechanik. 

Unsere logische Welt wurde bestimmt als eine Vielheit von Kör- 
pern MV iu zeitlieh räumlicher Veränderung, Wenn ein solches 
Gfanzes überhaupt zugänglich sein soll einer logischen Betrachtung, die 
sich der Wahrnehmungen erinnert, das Gleiche vom Ungleichen unter- 
scheidet, so muss dasselbe gleichwie ein jedes kombinatorische Gebilde, 
ein solches Ganzes sein, in dem alle Elemente oder Einzelfaktoren 
funktional bestimmbar, zu diesem Ganzen verbunden sind; Willkilr- 
lichkeiten müssen demnach in einer verständlichen Welt ausgeschlossen 
sein. Die konstituirenden Begriffe dieser Welt, die Einzelfaktoren 
dieses logischen Produktes sind: 

Masse (Zahl), Ausdehnung, Ort, Zeit. 

Es handelt sich also danim die Funktion, oder die Funktionen, 
wenn mehrere möglieh sind, zu bestimmen, nach welchen jene Einzel- 
faktoreu verbunden sein müssen, damit das Ganze als ein bestimm- 
tes Ganzes (der Weltbegriff) identisch bleibt, 

Konstanz der Materie. 

Die erste Frage ist, ob die Masse der Körper, also die Vielheit, 
bestimmt als 2M, sich verändern kann. 

Die Masse isolirt betrachtet können wir veränderlich denken, 
ebensogut wie wir verschiedene Zahlen denken können. Diese Ver- 
änderung der Masse können wir gleichfalls als einem bestimmten Ge- 
setze folgend denken, also gleichmässig abnehmend oder zunehmend 
in korrespondirenden Zeiträumen. In dem Ganzen der Welt müsste 
dann aber ein anderer Faktor existiren, welcher als zureichender 
Grund diese Veränderung der Masse in der Zeit bewirkt. Wir haben 
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aber keine anderen Faktoren als Masse und Zeit — die Raitmver- 
hältnisse werden einstweilen als konstant gedacht — . her zureichende 
Grund müsste also in der Zeit gesucht werden, d. h. die Zeit wüi'de 
bei dieser Hypothese als wirkend , und auch verschiedentlich wirkend 
gedacht; dies widerspricht aber dem Zeitbegriff als reiner Denkfoim, 
in Folfie dessen sie absolut gleichartig ist, und weiter nichts besagt 
als das gleichgültige Nacheinandei-stellen vieler Setzungen des Denkens. 

Nehmen wir jetzt die Zeit als konstant an , und setzen die Hypo- 
these verschiedener Massen, die grösser oder kleiner werden dadurch, 
dass sie von einem Orte des Raumes an einen anderen versetzt gedacht 
■würden. Wir kommen hierbei zu demselben Widei'Spruch gegen die 
Definition des Raumes als einfacher Denkfonn. Ein Raum, welcher 
wirkt, wäre eben kein reiner Raum mehr, sondern ein mit Masse 
ei-ftlllter Raum, Machen wir irgend eine Beobachtung, nach welcher 
scheinbar eine Masse sich verändert, jenachdem sie an dieser oder 
jener Stelle des Raumes hinversetzt wird, so müssen v,i\ zur Wahrung 
des logischen Konnexes jenen Raum wiederum in ein Wirkendes {MasssC) 
und Raum zerlegen. 

Zu demselben Resultate gelangen wir auch wenn wn beobachten, 
dass weder im Raum- noch Zeitbegriffe ein festei iusjanä^spunlit 
statujrt wird, auf welchen alle Veränderungen bezogen werden müssten 
Weil ein solcher Zeit- oder Raumanfang nicht existiit, deshalb kann 
auch keinem Theile der Zeit oder Orte des Raumes era spezifisches 
Vermögen zugesprochen werden. 

Das Resultat ist demnach: 

In der logischen Welt als Vielheit in Verändening ist dei- Faktor 
Masse absolut konstant. Ohne Setzung dieser Konstanz ist keine 
logische Verbindung der Einzelzustände, keine Welt möglich. 

Die Veränderungen der Vielheit haben wir also zu denken, wenn 
wir die Weltzustände auf Zeitmomente (ausdehnungslose Zeitpositionen) 
beziehen, als Verändemng der räumlichen Lage der Massen, als eine 
Folge verschiedener Positionen; dagegen als eine Folge verschiedener 
Bewegungszustände (Gescliwindigkeiten) dieser Massen an verschiedenen 
ausgedehnten Raumbereichen, wenn wir die Weltzustände auf Zeiten 
(in Grenzen eingeschlossene Zeitausdehnungen) beziehen. Die erstere 
Betrachtung kann man Momentanzustände, die zweite Welt- 
zustände überhaupt, besser Vorgänge nennen. 

Jene Momentanzustände sind logische Fiktionen , denen man jede 
Existenz als objektive Wirklichkeit absprechen kann, denn sie sind 
gar nicht wahrnehmbar; wahrnehmbar ist nur das Ausgedehnte sowohl 



y Google 



Der Funktionalbegriff in der Mechaiiili. 343 

der Zeit wie flem Baume nach. Ebensoweaig lässt sich auch das Welt- 
ganze in eine Vielheil von Momentanzuständen zerlegen, denn dies 
wäre SummiiTjng'des "Weltgeschehens aus einer Vielheit yon Nullen 
des Geschehens. Die Logik bildet aber jene Momentanzustände als 
Durchgangsstufen, oder als Grenzen, um die Betrachtung eines Vor- 
gangs zu fixiren, aus dem Weltganzen abzugrenzen. 

Wir stehen jetzt an der Aufgabe die Funktion zu suchen, nach 
■welcher sowohl der Momentanzustand eines Einzelköi-pei^, als auch ein 
nach Zeitgrenzen bestimmter Vorgang eines Komplexes von Körpern 
mit allen übrigen verbunden werden muss, um ein bestimmtes d. h. 
identisches Ganze zu wahren. 

Setzen wir eine ruhende unveränderliche Welt, so bestimmt sieh 
<ier FunktionalbegrifE wie bei den arithmetischen und geometrischea 
Körpern, ist nicht von der geometrischen Rulie, der kongi-uenten Be- 
stimmtheit verschieden, und kann deshalb nie den als Ruhe bestimfn- 
ten Zustand verlassen. Dasselbe hat für einen Komplex von Körpern 
zu gelten, den wir als so konstruirt hypostasiren , dass er zu einer 
beliebigen Zeit in relativer Ruhe ist. Der ruhende oder starre Körper 
der Mechanik kann deshalb nie selbst den zureichenden Grund liefeni, 
dass sein Bewegungszustand verändert wird; denn da die Bewegung 
ein relativer Begriff ist, so gilt für jeden konstanten Bewegungszustand 
dasselbe, wie für die Unveränderlichkeit (Ruhe) des Körpers sich selbst 
gegenüber. 

Das beste Wort um den Fuuktionalbegriff zwischen Körperzustänclen 
odei Voigangen auszudrücken, ist Wechselwirkung; denn es besagt, 
dass die Veränderung eines Theilkomplexes ebenso abhängig ist von 
allen übrigen, wie diese Letzteren von dem Ersteren, eben weil sie 
alle sich zu einem funktional durch seine Einzelfalitoren bestimmten 
Ganzen zufeammenschliessen müssen. 

Die zu suchende Funktion ist nun zu bestimmen aus der Be- 
dingung, dass bei Zerlegung des Ganzen in zwei Theile, welche ein 
jeder für sich vorderhand als konstant betrachtet werden, der eine 
Theil den zureichenden Grund für alle Veränderungen des anderen 
enthalten muss; denn nur durch diese Bedingung kann die Identität 
des Ganzen gewahrt werden. Die einfachste Methode um einer solchen 
Fiktion der Konstanz beider Theile zu genügen, besteht darin, dt^s 
man dieselben auf zwei Massenpunkte reduzirt, und deren Verände- 
rungen dem logischen Koordinatensystem mit festem Ausgangspunkte 
gegenüber betrachtet. Den zureichenden Grund der Veränderung sub- 
jektivii-t man durch das Wort „Kraft", welche man als subjektives 
Vermögen dem Massenpunkt beilegt im Verhältniss zu seiner Eestim- 
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muiigsgrösse in dem Produkt „Weltganzes". Diese Kraft ist also ein 
und dasselbe mit dem Beziehungsbegrifi' (Funktionalbegrilf), vei-mittelst 
welches die Einzelnen zum Ganzen der mechanischen Betrachtung ver- 
bunden werden. Die Bestimmung dieses Begriffs je nach den ver- 
schiedenen Verhältnissen von Ort, Zeit und Masse der aufeinander zu 
beziehenden Körperkomplexe, also die Art ihrer Wechselwirkung, wird 
uns ein Kraftgesetz oder Kräftegesetze ergeben, welche nichts anderes 
sind als die logischen Gesetze des Denkens innerhalb der logisch kon- 
struirten Körperwelt. 

Analytisches Symbol des Kraftgesetzes. 

Zur Bestimmung des analytischen Ausdrucks für die Wechsel- 
wirkung oder das Kraftgesetz, haben wir zuerst zu bemerken, dass 
dieser Ausdruck unabhängig sein muss von dem Orte im Räume oder 
der Stelle in der Zeit, eben weil in diesen Begriffen kein absoluter 
Ausgangspunkt statuirt wird. Sodann haben wir die subjektiv wirkende 
gedachte Kraft proportional der objektiv gedachten Masse zu setzen, 
eben weil es nur subjektiv oder objektiv fonnulirte Wörter für ein 
und denselben Begriff sind, weil wir die Masse nach ihrer Wirkungs- 
iähigkeit als Kraft heurtheilen, und umgekehrt die beobachtete Wirkung 
einer wirkenden Masse zuschreiben. Die Wirkungen verschiedener 
Massen aufeinander haben wir aus demselben Grunde proportional zu 
setzen dem Produkte aus den Zahlen, welche wir diesen Massen bei- 
legen, weil wir dieselben zählen nach Masseneinheiten, und eine jede 
Einheit allen übrigen gegenüber eine Masseneinheit ist, oder wie wir 
sagen; weil eine jede Einheit auf alle übrigen wirkt. Es bleibt nur 
noch zu bestimmen, ob oder inwiefeni die Wirkungsfähigkeit der kon- 
stant bleibenden Massen sich ändert, wenn sie in verschiedenen Ent- 
fernungen von einander sich befinden. Das einzige Mittel zur Ent- 
scheidung dieser Frage ist wie überall in der Logik, der Identitätsatz. 
Diesem zufolge ist, was einmal als eine bestimmte Masse bezeichnet 
worden, immer und überall dasselbe seiner Wirkungsfähigkeit nach. 
Dazu ist zu beobachten, dass ebenso wie Raum und Zeit keinen abso- 
luten Anfangspunkt, so auch kein absolutes Maass haben, nach welchem 
wir sie bestimmen müssten, sondern dass wir nur Verhältnissbestim- 
mungen ihrer Unterschiede machen, eben weil wir sie subjektiv setzen. 
Dasselbe gilt für den Kraftbegriff. Es wird uns kein absolutes Maass 
der Kraft oder Masseneinheit von einer äusseren Welt aufgedrungen, 
nach welchem wir zu beurtheilen hätten, sondeni wir vergleichen nur 
die Verhältnisse der Wirkung in unserer eigenen Welt, und wälilen 
eine Einheit dieser Verhältnisse je nach Gutdünken. 
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Aus dieser Konstanz der gebrauchten Begi'iiFe „Masse, Zeit, Raum", 
der Nichtexistenz eines für sie geltenden Anfangs, und der Relativität 
ilires Maasses (ihrer Beurtheilung durch uns) ergibt sich nun — dass, 
wenn dieselben Massenpunkte in geometrisch homolog gebauten Systemen 
auftreten, alle Veränderungen der Zeit wie dem Räume nach homolog 
sein müssen; denn sind diese verschiedenen Systeme auch verschieden 
nach einem absoluten Maasse gemessen, so sind sie doch gleich ihren 
inneren Verhältnissen nach , müssen für qualitativ gleiche 
Systeme erklärt werden, in welchen alle Bewegungs- und Kraft- 
gesetze identisch sind. Es gibt aber nur einen einzigen analytischen 
Ausdruck,- welcher dieser Bedingung genügt, oder vielmehr welcher 
diese Bedingung ausspricht, und sagt, dass die Kraftwirkung der 
Massen gerechnet werden muss nach dem umgekehrten Quadrate 
ihrer Entfernungen. Es ergibt sich hiemach der analytische Aus- 
drack der Kraftwirkung eines Massenpunktes m^ auf einen anderen 
m^ als 

keine andere arithmetische Funktion der M^sen oder der Entfernung 
ist möglich für den hier definivten Beziehungsbegriff Kraft. 

Obiger Ausdruck sagt nichts Anderes als das OTj , m^ in der allge- 
meinen Kombinatorik, unmittelbare Verbindung zweier Denkpositionen; 
als arithmetische Elemente die unmittelbare Folge einer Permutation, 
in der Geometrie Verbindung durch eine gerade Linie, in der Mechanik 
Wirkung in gerader Linie und verhältnissmässig zum betrachteten 
Kaume, d. h. im Verhältniss der nach der Entfernung (qualitativ 
gleichen) ähnlichen Fläche, welche verbunden dem wirkenden Massen- 
punkte die Verhältnissbestimmung des betrachteten Raumvolums ist. 

Newton gelangte induktiv zu obiger Fonnel, als eines allgemein- 
gültigen Ausdrucks, um die Bewegungen des Sonnensystems schematisch 
zusammenzufassen; er nannte es Gesetz der Gravitation. Mög- 
licherweise folgt aber die Ei-scheinung , welche wir Gravitation nennen, 
nicht genau dieser Formel, weil sie vielleicht nicht die unmittelbare 
Wirkung von Zentralkräften ist, s. E. IL 5. 

Wollten wir Betrachtungen machen Über Massenkörper , deren 
Masse stetig über ihre Ausdehnung verbreitet ist, so würde obige 
Fonnel nicht mehr gültig sein; da aber aus später darzulegenden 
Gilinden eine solche Konstruktion von Körpera kein Interesse hat, wird 
nicht weiter darauf eingegangen, s, E. II, I. 
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Obige Formel wird das logische Kraftgesetz genannt werden und 
im Folgenden dargelegt, dass alles, was man sonst noch Kraft genannt 
hat, wesentlich davon verschieden ist; dass eine Verallgemeinerung 
des Kraftbegriffs in den mathematischen Wissenschaften aber unzulässig 
ist, weil es sich hierbei um einen Lenkbegriff und nicht um den 
Empfindungsbegiiff des folgenden Paragraphen liandelt. 

Der cmpiriselic Kraftbegriff. 

Unter den Wahrnehmungen , welche wir als Veränderung der 
Aussenwelt erklären, giebt es solche (die Bewegungen unseres Körpers), 
welche gleichzeitig oder unmittelbar nach einem Willensgefühle folgen; 
wir benennen dieselben „erfolgt durch unseren Willensimpuls". Ob 
diese Meinung nun auf Wahrheit oder Täuschung beruht, ist gleich- 
gültig, — genug ist zur empirischen Bildung eines hier nothwendigen 
Begriffs, dass wir psychologisch uns veranlasst fühlen zu behaupten, 
dass wir als wirkende Individualitäten jene Bewegungen schöpferisch 
verursachen, uns Kräfte beilegen, welche jene Bewegungen bewirken; 
es ist die Kategorie der Kausalität, welche auf die Gefühlsphäre ange- 
wendet einen empirischen Begriff gestaltet. Diese psychische Genesis 
des empirischen Kraftbegriffs veranlasst eine jede Bewegung als Wirkung 
einer Ursache (Kraft) zuzuschreiben, wodurch dann eine sogenannte 
Verallgemeinerung des Begriffes „Kraft" entsteht , dessen Spezialfälle 
gleichei'weise rein empirische Begriffe sind, obgleich die daraus abge- 
leiteten Schlüsse zuweilen mit den logischen koiTespondiren. Daraus 
entsteht aber ein vager Gebrauch des Wortes „Kraft" und eine Un- 
klarheit über seine verschiedentliche Bedeutung, welche sich in den 
philosophischen Versuchen selbst derjenigen rächt, die am allermeisten 
auf den Gebrauch dieses Wortes angewiesen sind. Ueberall findet 
man, dass das wissenschaftliche Denken sich nicht von der Auffassung 
des Sprachgebrauchs losringen kann, welcher getreu der Sphäre wo 
er entstand , beliebige Veränderungen als Ursache und Wirkung ver- 
bindet, nicht zu der Einsicht durchdringt, dass im Gebiete der Denk- 
begriffe die Kraft ein eindeutiger und jede Verallgemeinerang aus- 
sehliessender abstrakter Beziehungsbegriff ist. Einige Beispiele mögen 
dies erhärten. 

„Was nun jenes Band betrifft, welches die Molekel aneinander 
fesselt, so kann dasselbe entweder in abstrakten Kräften bestehen, 
die in die Ferne wirken, oder es ist Folge der Einwirkung eines 
Mittels. Die erste Erklärung ist mir durchaus unverständlich, denn 
auch die Kleinheit der Zwischenräume hebt nicht den Widerspnich, 
den sie enthält; es bleibt also nur die zweite übrig." 

Secchi, Einheit der Naturkräfte. 
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Hier zeigt sicli eine Opposition gegen öen Begriff „in die Ferne 
wirliende Kraft", weil das naive Bewusstsein die anschauliche 
Vorstellung von dem räumlichen Zusammenhang des wirkenden Körpers 
und des in Beweguog gesetzten fordert, weil ihm auf diese Weise 
zuerst eine Anwendung des Kraftbegriffs deutlich wurde ; anschau- 
lich und greifbar vorstellen kann man sich allerdings nicht, wie 
Etwas dort wirkt wo es nicht ist ; aber bei mechanischen Pro- 
blemen handelt es sich nicht um Vorstellungen, sondern um logisches 
Zusammenfassen (Begreifen). In einem funktional bestimmten Ganzen 
ist aber Alles zusammen, gerade wie auch in einem geometrischen 
Gebilde alles zusammen da ist, Begi'enzung, Abseissen, Ordinalen, 
Radien etc. und wie alle anderen möglichen Bestimmungselemente 
heissen mögen ; in dem f {x, y) ist all dies vorhanden , sei es hinge- 
zeichnet oder nicht; das Ganze wäre ein anderes, wenn einer seiner 
möglichen Bestimmungen fehlte. Es handelt sieh nicht darum, ob eine 
psychologische "Wirkung, eine Vorstellung zu Stande kommt, sondern 
um das Band „Funktionalbegriif"; dieses ist es, welches die 
Molekel aneinander fesselt, und dasselbe kennt keine Entfernungen^*). 

, Unter dem Worte Kraft verstehe ich einen Druck, welcher 
eine Wirkung auf die Bewegung freier Körper hervorbringt." 

Airy, six lectures on astrononiy at Ipswich, 
In mehr philosophischer Fassung erscheint dieser Gedanke bei 
Biemann. 

„Das Bewegungsgeseta der Trägheit "kann nicht aus dem Prinzip 

des zureichenden Grundes erklärt werden. Dass der Körper seine 

Bewegung foi-tsetzt, muss eine Ursache haben, welche nur in dem 

inneren Zustand der Materie gesucht werden kann." G. W. S. 496. 

Die Definition der Kraft als Ursache der Bewegung überhaupt ist 

unrichtig, weil der Begriff eines isolirteu bewegten Köipers gesetzt 

werden kann, „Ursache" aber ei-st einen Sinn bekommt, wenn ein 

Vieles existirt. Ein isolirter Körper als mhend bestimmt, fordert 

ebensowenig eine Ui-sache dieser Buhe, wie der isolirte bewegte KÖi'per 

eine Ursache der Bewegung. Das naive Bewusstsein geht allerdings 

bei solchen Fragen seinen historischen Entwickelungsgang durch, repetirt 

sich die Beobachtung, dass ein ruhender Körper durch eine empirische 

Kraft in Bewegung gesetzt wird, und betrachtet deshalb die Ruhe als 

den primären Zustand des Körpers, welche erst durch Hinzukommen 

einer Ui^sache in Bewegung umgeändert werden könne. In der Logik 

gibt es aber keine primären und sekundären Zustände; ihre Bewegung 

ist ein relativer Begriff, welchen man beliebig auf ruhende Körper 
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übertragen kann, sobald man nur den dem subjektiven Ermessen gänz- 
lich anheimgegebenen Standpunkt wechselt. Die genaueste astrono- 
mische Berechnung vermag nicht unsere anschauliche Vorstellung von 
der Bewegung der Sonne zu ändem; will man aber Astronom sein, so 
muss man diese Vorstellung als unwissenschaftlich bei Seite legen, und 
statt ihrer den Begriff der relativen Bewegung adoptiren; denn nur 
mit diesem kann mathematisch operirt werden. 

Ebenso muss auch der Begriff des ruhenden Körpers , der Begvitf 
Trägheit, sich von der Anschauung emanzipiren, wenn man Logiker 
sein will. Die Trägheit verlangt keinen zureichenden Grund, sondern 
es wäre einfach ein Fehler gegen den Identitätsatz, wenn das, was 
jetzt als Masse in Bewegung begrifflich bestimmt' worden, zu einer 
anderen Zeit etwas Anderes, Masse in Ruhe, sein sollte; denn das mv 
ist nicht ein selbthätiges Gespenst , welches Unordnung in der Natur 
je nach seinen persönlichen Launen, dem Zustand der Materie, an- 
richten könnte, sondern es ist reines Produkt unserer Begriffbestimmung. 
Sobald ein Körper dieser logischen Bestimmung mv nicht genügt, 
z. E, wie eine flüchtige Flüssigkeit verschwindet, so sagen wir: jenem 
Körper kommt nicht die einfache Bestimmung m zu, sondern er muss 
aus einer Vielheit von Elementen in Wechselwirkung bestehen; und 
nun verändern wir so lange unsere Besehreibung jenes Körpers, bis 
wir einfache konstante Elemente übrig behalten; oder wenn wir keine 
solche anschaulich finden, dann imaglniren wir dergleichen. Ebenso 
wenn wir einen Körper im Räume seine Geschwindigkeit ändern sehen, 
sagen wir nicht, ,oener Stern muss eine andei-sartige Natur wie die 
gewöhnlichen haben, sondern, er muss einem Hindernisse begegnen. 
Dui-ch die Bildung des Begriifs der Trägheit wird es uns möglich alle 
diese verschiedenen Hindernisse oder Ursachen der veränderten Be- 
wegung, wenn es durchaus nicht möglich ist äussere zu entdecken, in 
einen logischen Konnex zu bringen, die innere Konstitution des 
Körpers auf gleichartige Faktoren mit seinen Mitkörpern zui-ückzü- 
führen und das vage Gespenst einer uuerklärbaren inneren Natur zu 
eliminiren. 

„Es ist wahrscheinlich, dass eine Menge von Eigenschaften der 
Körper ihre Erklärung finden können mit Zugnindelegung der An- 
schauung, nach welcher dieselben aus einem System von Kräfte- 
zentren bestehen; aber keine noch so komplizirte Anordnung der 
Kraftzentren kann über die Thatsache Rechenschaft geben, dass ein 
Körper eine gewisse Kraft in Anspmch nimmt, damit in ihm eine 
Aenderung des Bewegungszustandes eintrete; und diese Thatsache 
drücken wir aus, indem wir saeen. dass der Kömer eine gewisse 
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inessbai'e Masse hat. Kein Theil dieser Masse kann der Existenz 
jener angenommenen Kraftzentren zugesehrieben werden." 

Maxwell, Theorie der Wärme. 
Eichtig ist in diesem Satze die Zurückführung der Kraft auf die 
Aenderung des Bewegungszustandes, an Steile der so häufigen 
Definition von Kraft als „Ursache der Bewegung". Lässt man sieh 
nun nicht durch die zwei verschiedenen Wörter „Kraft, Masse", welche 
dasselbe besagen, irre machen, so gelangt man zu dem entgegen- 
gesetzten Schlüsse. Denn wenn der Körper, d. h. Masse in einem 
gewissen relativ bestimmten Bewegungszustande =^ Mv, nichts Anderes 
ist als ein Komplex von Kräftezentren, so kann eine Aenderung in 
diesem Mv nur hervorgebracht werden durch einen diesem homogenen 
Faktor M'v\ durch dessen Einwirkung das erstere Mv eine andere 
Geschwindigkeit erlangt, weil das M zufolge seiner Definition identisch 
bleiben muss. Das Verhältniss der Einwirkung zweier solcher Kom- 
plexe aufeinander ist nun eben, was wir Masse nennen; ihr Begrifi 
ist also identisch mit demjenigen der Anzahl der Kraftzentren, im 
Falle wir diese letzteren als gleich in ihrer Wirkungsfähigkeit annehmen, 
oder in irgend einem bestimmten Zahlverhältniss zu dieser Anzahl, im 
Falle wir uns veranlasst sehen dieses Vermögen der einheitlichen 
Kraftzentren als von verschiedener Grösse anzunehmen. 

Es ist nur eine Reminiszenz an die naive Vorstellung des Kraft- 
begriffs, welche sich unter „Masse" einen todten, indifferenten, aber 
doch greifbai-en und deshalb gar keiner weiteren Erkläning bedürftigen 
Stoff vorstellt, dagegen die Kraft als ein jenem ganz heterogenes 
ätherisches Wt^en. Ist das Denken gezwungen mit solchen Vorstellungen 
zu operiren, dann allerdings ist es unbegreiflich wie dergleichen ganz 
heterogene Faktoren aufeinander wirken sollen. Die einzige Hülfe 
hiergegen, die aber auch ganz radikal ist, besteht darin, die empiri- 
schen Vorstellungen dem praktischen Leben zu überlassen, aber statt 
dessen logische Begriffe zu bilden, wenn man sich die Aufgabe stellt 
logische Fragen lösen zu wollen. 

Ueberall wo die naive Auffassimg der Aussenwelt zwei Erscheinungen 
mit Recht oder Unrecht als Ursache und Wirkung verbindet, gebraucht 
sie den Ktaftbegriff. Hieraus entstanden die wesentlich verschiedenen 
Kräfte, als Dmck-, Feder-, Centripetal-, Centrifugal-, Momentan-, 
kontinuirliche , beschleunigende etc. Kräfte. Diese Verallgemeinerung 
des Kraftbegriffs ist der Logik nicht gestattet; überall wo sie zum 
Gebrauche der exakten Wissenschaften versucht wird , stiftet sie Ver- 
wirrung. Es entstand daraus die Meinung, dass auch für den rein 
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logischen Begriff der Wechselwirkung von Massenpunlcten, verschiedene 
Arten solcher Wechselwirkung, Kraftgesetze nach verschiedenen Funk- 
tionen der Entfernung, oder die von der Koexistenz einer gewissen 
Anzahl von Massenpunkten oder gar von der Zeit und Geschwindigkeit 
abhängig , Kräfte ohne Potential etc. möglich d. h. logisch zulässig 
seien; salonfähiger wurden noch solche Meinungen, wenn sie in einer 
eleganten mathematischen Formel dargestellt werden konnten. Bei 
aüen diesen empirischen Beobachtungen wird immer nur ein Theil des 
Geschehens betrachtet, dasjenige was gvade am augenfälligsten ist, 
statt dessen der logische Gebrauch des Kraftbegriffs die funktionale 
Verbindung der Gesammterscbeinung fordert. So zum Beispiel 
kann eine Feder so konstruirt werden, dass ihre Zurückpressung auf eine 
bestimmte Ausdehnung in sehr verechiedenen Verhältnissen zu der 
einem Köiper ertheilten Bewegung zu stehen scheint; und man glaubt 
dabei ein Beispiel zu haben von einer anderen Kraft (Federkraft), 
welche ganz anderen Gesetzen folgt wie die Massenanziehung. Die 
Täuschung liegt darin, dass man nur die Wirkung an zwei isolirten 
Punkten beti achtet, anstatt dass die Analyse aller Einzelbeweguagen 
ihrer Molekel erforderlich wäre, um das Kräftegesetz zu bestimmen. 

Die Draekkraft, bei welcher keine Bewegung beobachtet wird, 
sobald das pressende System ein gewisses Bewegungsmoment nicht 
übersehreitet, ist gleichfalls nur die Betrachtung eines Theiles von dem 
wirklichen Geschehen; alle Molekularbewegungen werden dabei ignorirt. 
Die Centripetal- und Centiifugalkräfte sind nur bestimmte Zustänfle 
des Gleichgewichts, welche zerstört werden, sobald ihre Bedingungen 
nicbt mehr eiiüllt sind; dann natürlich wird eine neue Bewegung an- 
sehaubar, und es wird gesagt „es hat eine Kraft in jenem drehenden 
Körper gesessen". Ganz dasselbe sitzt aber in jedem nihenden Körper, 
wir finden uns nur nicht veranli^st demselben im gewöhnlichen Leben 
eine diesen nihenden Zustand bewirkende Kraft anzudichten. 

Die meiste logische Verwiri-ung richtet die den Schein von Exakt- 
heit tragende Unterscheidung von momentanen und kontinuirlichen, be- 
wegenden und beschleunigenden Kräften an. Eine Monientankraft ist 
ganz unmöglich; was nicht eine gewisse Zeit wirkt, leistet überhaupt 
Nichts; was dagegen wirkliche Kraft ist, wirkt beständig, denn Kraft 
heisst nichts Andei-es als Bestehen (Kontinuität) der Leistungsfähigkeit, 
Was man in den Formeln mit Momentankraft bezeichnet ist keine Kraft, 
sondern additive Uebertragung des Bewegungszustandes M'v, von einem 
Komplex auf den anderen; eine solche Uebertragung ist durch den 
Wechsel des subjektiven Standpunktes gerechtfertigt. Ausserdem wer- 
den diese Mcmentankräfte in den Lehrbüchern der Mechanik benutzt, 
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um (ien Ditferentialausdiuck für den Kraftbegriff der empiiisclieti An- 
schauung plausibel zu machen. Ea werden dazu dieselben zwei fehler- 
haften Hypothesen, ■wie m der Geometrie bei ßektifikation der Kurven 
benutzt, wekhe hiei wie dort ihre Fehler gegenseitig konipensiren. 
Von dorn Druck als emei verständliehen Vorstellung, weil er empfunden 
und der Zusammenhang des Drückenden und Gedi-iiekten gesehen wird, 
geht man du>^, legt ihm als Momentankraft ein gewisses konstantes 
Beweguugsmoment Mv als Wirkung bei. Der logische Fehler dieses 
Kraftbegriifes wird kompensirt durch Zerlegung der kontinuirlichen 
Zeit in eine Anzahl diskreter Theile, in einem jeden welcher eine 
neue Quantität Druck hinzuspringen soll, um das Bewegungsmoment 
zu vergrössern. Die Vorstellung beruhigt sich allerdings psychologisch 
bei der Vorführung solcher Prozeduren ; zum logischen Beweise sind 
aber widerepruchfreie Begriffe nothwendig. 

Das Resultat des Vorhergehenden lässt sieh folgendermaassen zu- 
sammenfassen : 

Wird das Wort „Kraft" gebraucht, um eine Erklärung von Vor- 
gängen der objektiven Welt zu geben, so ist darunter der logische 
Beziehungsbegriff zu verstehen, die Kategorie der funktionalen Ver- 
bindung des Einzelnen im und zum Ganzen. In unserer vorgedachten 
logischen Welt, reduzirt auf eine Vielheit von Massenpunkten, die 
einzige welche aus später zu erörteraden Gründen einer physilialisehen 
Erklärung dienlich ist, gibt es nur eine einzige Art solcher Kraft, 
eben, weil sie hier den rein logischen Funktioiialbegriff bezeichnet. 

Ihr analytisches Symbol ist gegeben durch den Ausdruck K^ 

Der empirische Kraftbegriff entsteht gleiclifalls durch Anwendung 
der Kategorie „Kausalität" zur gesetzmässigen Verbindung auf Er- 
scheinungen der Aussenwelt. Der Kraftbegriff bleibt aber hier unbe- 
stimmt, weil er nicht auf Denkbegriffe wie „Massenpunkf, unmittelbare 
räumliche oder zeitliche Verbindung, Wechselwirkung etc.", sondern 
auf Vorstellungen angewendet wird, welche mehr oder weniger der 
naiven Beobachtung, nicht dei Auflösung des Weltganzen in letzte 
Elemente, entstammen; odei es weiden aus dem Ganzen des Welt- 
geschehens einzelne unset Interesse besonders ansprechende Erschei- 
nungen miteinander verbunden, dei Rest des Geschehens aber ignorirt; 
z. B. bei den Bewegungen eines Koipers in einem widerstehenden 
Mittel wird alles ignorirt, was m diesem Mittel vorgeht; die Verände- 
rungen des Mittels, welche vei-scbieden sein müssen jenachdem ein 
fester Körper eine verschiedene Geschwmdigkeit innerhalb des Mittels 
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hat. Weil es bis jetzt nicht Kclungen ist, solche Mittel analytisch zu 
(lefiniren, und deshalb die theoietischen Foiineln bei dergleichen Ge- 
legenheiten unbestimmt bleiben, sagt man ,,es wiiken hier Kräfte, 
die kein Potential haben, wii wisssen nicht ob liei Korper nach der 
Hypothese des Massenpunktsystenis konstituirt ist, eb, gibt also wohl 
noch andere Kräfte etc " Odei -hu ]ast,en uns \eileiten, zeitlos wir- 
kende Kräfte, odei"; kiäfte ohne 'V^iikung — viie beim 'steine, welcher 
auf der Erde ruht — zu iniigimien, duich welche Redensarten wir 
den logischen Fehlei veidecken den wn begehen duich die Ignorirung 
alles dessen, was bei dei scheinbaien Euhe von Stein und Erde in 
diesen beiden vorgeht Es ist ein Fehlei dieses zu ignoriren, wenn 
man ein generelles Ge'ietz des Geschehens, Wirkung der Kraft, aus 
einer solchen unvollkommenen Beobachtung ableiten will 

Der empirische Kraftbegiiff isat demnach ein \agei und vieldeutiger; 
sein analytischer Ausiiruck ist abhängig von jedem Einzelfall. Ganz 

andere Ausdrücke als das Obige -j~ mögen also gültig sein für die 

Beschreibung der Einzelheiten, welche uns bei solchen Einzelfällen 
interessiren ; sie bilden abei nicht ein logisches Kraftgesetz, sondern 
nur eine in gewissen Grenzen genaue analytische Besehreibung ge- 
wisser Bewegungen empirischer Körper, nicht logischer Massenpunkte. 
s. E. IL 1. 

Das Parallelogramm der KrSfte. 

Einen Beweis flir diesen Satz fordert die Logik ebensowenig, wie 
einen solchen für das sich Nichtschneiden paralleler Linien; denn die 
Kräfte sind keine geheimnissvollen Wesenheiten, deren Natur wir aus- 
zuforschen hätten, von denen es zweifelhaft wäre ob sie sich aiith- 
nietisch vermehren oder aber theilweise vertilgen. Die hier definirte 
Kraft, als Ausdruck gegenseitiger Beziehung von Massenelementen, hat 
ebensowenig eine separate Existenz wie der Theilstrich im arithme- 
tischen Quotienten. Ebenso wie eine Zahl als Summe vieler Zahlen, 
ebensogut kann eine Geschwindigkeit oder Bewegungsmoment oder 
Eeschleunigungsursaehe oder eine Wirkung (Arbeit) als Summe vieler 
homogener Begriffsbestimmungen betrachtet werden. Für die Arith- 
metik gilt dabei das einfache Summiren der Zahl; für die Veränderung 
im Räume das Summiren der geometrisch beschriebenen Einzelver- 
änderungen. In der Arithmetik trägt man kein Bedenken, die sog. 
komplexen Zahlen zu addiren ; dass man bei Addition der Kräfte solche 
Bedenken hegte, lag an der vermeintlich geheimnissvollen Natur der- 
selben. Sie sind aber auf eine Linie mit jenen Zahlgebüden zu stellen, 



y Google 



Das Parallelogramm der Kräfte. .'^53 

als logisch gerechtfertigte Komplexe mehrerer Begriffe, der Zeit, fies 
Raumes und der funktionalen Beziehung. 

Insofern wir nicht isolirte Kräfte, sondern Wirkungen in der 
Natur beobachten, vollführt der empiiische Mechaniker vorerst eine 
Dekomposition der Wirkung (der Kräfteresultante) und konstruirt 
sich daraus erst ein Gesetz für die Komposition der Kräfte; ist es 
da zu verwundern, dass dies Gesetz nichts Anderes sein kann als der 
umgekehrte logische Prozess, den er vorerst selbst gemacht? Es ist 
nur die unvollkommene Emanzipation von der naiven Vorstellung, 
welche nicht erkennen lässt, dass man hier seinen eigenen logischen 
Prozess der Dekomposition vorfindet; man will ihn als Komposition 
fremder , isolirt für sich bestehender Kraftwesen , geheimnissvoller 
Individualitäten, durchaus einer äusseren Natur, als eine Eigenschaft 
der Dinge aufbürden; und deshalb schliesst die naive Auffassung, es 
könnte auch anders sein. Für eine thatsächlich stattfindende Kompo- 
sition der Naturkräfte hat man allerdings keinen anderen Beweis als 
die beobachtete Bewegung eines Gegenstandes, auf welchen von meh- 
reren muskelkräftigen Individualitäten gleichzeitig eingewirkt wird. 
Diese Wahmehmung ist der naiven Auffassung hinreichend, um eine 
jede andere Bewegung als analog bewirkt zu behaupten, und sich jeder 
i\eiteren logischen Analyse der Wahmehmung selbst für überhoben 
zu erachten. Der Mathematiker, welcher ein Gesetz der Mechanik 
iiufstellen will, wird allerdings etwas anderes vorgeben; etwa die Be- 
wegungen dreier Gewichte beobachten, welche an Fädeu wirken, die 
in verschiedenen Richtungen gespannt sind. Wenn er nun sagt, die 
Resultante von zweien dieser Gewichte bringt die Bewegung des di-itten 
hervor, so thut er das doch nur, weil er sich logisch für befugt hält, 
eine gewisse Richtung in zwei andere zu dekomponiren , und weil er 
zu dieser Dekomposition bei einem jeden Gewichte das gleiche logische 
Recht beansprucht. Der Sat2 vom Parallelogramm ist also weiter 
nichts als unsere apriorische logische Prozedur rückwärts gelesen. 
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D. KAPITEL II. 

DAS OEUNDaESETZ DER MECHANIK. 

§ 1- 
Logische Form des Grundgesetzes. 

Der ewige Grandsatz der Logik heisst: 

"Was ist, das ist; das Existirende beharrt, sonst wäre es ja nicht 
das Exiftirende , kann sich nicht verändera als mehr odev weniger 
Daseiendes, sonst wäre es eben keine logische Bestimmung als iden- 
tisches Ganzes. 

Unser Weltbegriff ist „Vielheit in Veränderung", die trotz 
dieser Yerändeningen ein identisches Ganzes bleibt. Aus diesem 
Oberbegriffe sind alle seine Unterbegriffe, die Faktoren im Weltprodukte, 
abzuleiten. 

Diese Vielheit wurde vorhin bestimmt als eine Vielheit von 
Elementeü als Massenpimkte, deren Anzald oder Gewicht d. h. ihre 
Bedeutung als materialer Inhalt des Weltbegriffs, identisch (konstant 
nach mathematischer Terminologie) bleiben muss. Diese Anzahl allein 
konstituirt aber nicht den ganzen Weltbegriff, sondern weil dieser eine 
Vielheit in räumlich zeitlicher Verändening besagt, so liegen in ihm 
die weiteren UnterbegrifFe von Bewegungszustand der Eirizel- 
elemeute und Lage der Einzelelemente zu verschiedenen Zeiten, 
Unsere logische Welt der Massenpunkte wird also zu verschiedenen 
Zeitmomenten eine verschiedene verhältnissmässige Vertheilung der 
Elemente im Räume aufweisen. Verschiedene Weltpositionen 
in Zeitmomeiiten betrachtet, sind aber nicht identisch; um also die 
Identität des Weltganzeu zu wahren, muss der Bewegungszustand 
der Einzelelemente abhängig sein von ihrerLageimg 
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betrachteten Weltzustande ; und weiterhin muss fliese Abhängigkeit 
eine absolute sein, d. h, Position der Elemente und Beweguugs- 
zustand derselben müssen sich vollständig gegenseitig zu dem Welt- 
geschehen, dem Weltbegrift', bestimmen, weil Position und Bewegung, 
Existenz einer Vielheit und Veränderang dieser Existenz nach Raum 
und Zeit, die einzigen funktional zu verbindenden Begriffe waren, 
welche den Weltbegriff unserer logischen Mechanik bildeten. 

Nun scheinen die Begriffe „Position und Bewegung" einander 
heterogen, und deshalb sieht man nicht, wie sie iu funktionaler Ver- 
bindung stehen können. Diese scheinbare Heterogenität liegt aber nur 
im Sprachgebrauche des praktischen Lebens, nicht in ihrer logischen 
Bedeutung. Es handelt sich ja hier nicht um rein geometrische Oerter, 
sondern um Positionen der Massenelemente, welche a)s Massenelemente 
Veränderungen des Bewegungszustandes anderer Massenelemeiite be- 
wirken. In dem Beziehun^begriff „Kraft" liegt also das Band, welches 
die beiden Funktionen „Position des Massenelementes und Aenderung 
des Bewegungszustandes dei^elben" zu homogenen Faktoren in der 
Weltfoimel macht Dieselbe heisst: 

Das Massenelement als Eraftpunkt bewirkt Aenderung des 



Ein Kraftpunkt in relativer Bewegung verändert die Bewegung 
eines anderen Kraftpunktes. 

In dieser Fonnel ist der Kraftbegriff das Verbum, welches das 
Subjekt Massenpunkt mit dem Objekt Aenderung des Bewegungs- 
zustandea verbindet. Wir werden demnach die Weltfoimel analytisch 
darstellen, wenn wir die Kraft das einemal subjektiv, das anderemal 
objektiv formulirt als die beiden Seiten einer Gleichung gegenüber- 
stellen , und dann sagen : der materiale Inhalt dieser Gleichung muss 
bei allen formalen Veränderungen identisch bleiben, oder die Summe 
der solchergestalt repräsentirten Kräfte ist der Inhalt des Weltbegriffs, 
welcher als solcher identisch bleiben muss. 



§2, 

Analytischer Ausdruck der Kraft. 

Wir haben zuvörderst einen Ausdruck zu suchen für die Kraft 
ein^ Massenpunktes, die Bedeutung, welche er hat für andei'e Massen- 
punkte. Diese seine Bedeutung oder seine Wirkung auf die anderen 
wird zu messen sein nach der Aendening, welche er auf den Bewegungs- 
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zustand der anderen ausübt, also durch den Unterschied dieser Be- 
wegungszustände , wenn er da ist und wenn er nicht da ist. Sei der 
Einfachheit halber die Betrachtung auf 2 Massen beschränkt m' und m". 
Das m" habe eine gewisse Geschwindigkeit v von einem festen Koor- 
dinatensystem aus beurtheilt. Wenn wir jetzt m' an den Anfangspunkt 
dieses Koordinatensystems versetzen, also aus der m"v Welt eine solche 
von {m' , m"v) wird , so muss sich die Geschwindigkeit des m" 
ändeiTi. Die Grösse dieser Aenderung entsprechend einer gewissen 
Zeit Jt wird gegeben durch den Differenzenausdruck 

t + Jt 7 ^^ 

Die Bedeutung des Faktors m' in dem Komplexe wt', m" d. h. 
also die Kraft f, mit welcher er auf m" wirkt, bleibt beständig 
dieselbe, so lange er mit m" zusammen in der Welt ist, weil dieses 
f als wesentliche Bestimmung des m' identisch bleiben muss. Diese 
seine Identität ist demnach der bestimmende konstante Faktor für alle 
Formen, welche obiger Ausdruck erhalten mag, werde nun die Ver- 
änderung der Geschwindigkeit während langei' oder kurzer Zeit, an 
diesem oder jenem Orte des Raumes, bei Einwirkung einer kleinen 
oder grossen Kraft betrachtet. Oder, nach der Sprache der Formen- 
rechnung: jener Falctor f muss das von der Grösse der betrachteten 
Differenzen Jv, Jt, unabhängige Glied in obigem Ausdrucke sein, 
die Charakteristik der Geschwindigkeitsänderung; in Symbolen 

f-di *" 

Sobald also in einem bestimmten Falle die Verändeiiingen der 
Bewegung durch einen spezifischen Ausdruck gegeben sind, hat 
man das von den Grössen Jv, Jt m diesem Ausdrucke unabhängige 
Glied als quantitatives Symbol für die Bedeutung des Faktors m' in 
dem Gesammtkomplexe , also für quantitativ gleich (oder vielmehr 
proportional) seiner Kraft zu setzen. 

Für viele Zwecke der analytischen Behandlung ist es nothwendig, 
dem Ausdrucke b) eine andere Form zu geben. Die Bewegung wird 
nämlich meistens nach Veränderung der Raumkoordinaten bestimmt, 
welche die Lage des bewegten Köi"pers angeben. Hierzu dient die 
Gleichung 

t i 

in welcher die Begriffe „durchlaufene Entfernung und Zeit" funktional 
verbunden, den Begriff der Geschwindigkeit bilden. Hieraus erhellt, 
dass die Geschwindigkeit als Charakteristik aller möglichen Verhältnisse 
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von s und t aufzufassen ist; sie ist der konstante Faktor bei allen 
Positionsverändei'ungen , mögen dieselben sich auf grosse oder kleine 
Eäume und Zeiten beziehen; demnach kann sie analytisch geschrieben 
\yerdeo 

__ cJi 
" ~ dt 
Hieraus folgt, dass b) geschrieben werden kann 

f-jp *=' 

oder wenn man durch den Zahlfaktor m die Gi'össe der Kraft in Bezug 
auf eine bestimmte Krafteinheit bezeichnen will 

welcher Ausdruck die im Kraftpunkte vereinigten Begriffe des prak- 
tischen Lebens von Masse und Wirkungsfä-higkeit anschaulieh verbindet; 
dadurch aber auch Veranlassung zu logischen Fehlschlüssen gibt. 

Dass nun bei Anwendung der Differenzialzeichen auf Begriffe der 
Mechanik diesen ebensowenig die Bedeutung von kleinen Zeit-, Raum- 
und Geschwindigkeitstheilchen beizulegen ist wie bei der Anwendung 
dieser Zeichen in der geometrischen Ausdehnung, braucht wohl nicht 
nochmals hervorgehoben zu werden; dagegen mttssen die mannichfachen 
Versuche, in weiteren Difi'erenzlrungen neue Kräftearten entdecken zu 
wollen, etwas beleuchtet werden. 

Die Thatsache, dass in dem zweiten Differenzialquotienten von 
Distanz nach Zeit ein adäquater Ausdruck für den Ki-aftbegi'iif zu finden 
sei, war ziemlieh überraschend, und bei der unerklärten Natur des Kraft- 
wesens und der Mystik des Unendlich Kleinen lag es nahe, in neuen 
Differenziationen neue Kräftearten suchen zu wollen; kon-espondiite doch 
schon der erste Differenzialkoeffizient mit dem, was man Monientan- 
kraft zu nennen beliebte, was aber, wie im Vorbeigehenden gezeigt, 
der sprachlicii fehlerhafte Ausdmck für etwas ganz Anderes als Kraft 
ist. Wie verfehlt aber eine jede solche Idee ist, in den verschiedenen 
Ordnungen der Differenzialien verschiedene Unterarten eines logischen 
Begriffes zu suchen, wozu gar keine andere Veranlassung als die 
mathematische Tenninoigie vorliegt, welche qualitativ heterogene Aus- 
drücke unter dem Allgemeinnamen „Differenzialquotienten" bezeichnet, 
geht aus unserer Definition dieser Koeffizienten als Charakteristik einer 
Funktion hervor; es geht daraus hervor, dass, wenn ein Differenzial- 
quotient adäquater Ausdruck des Kraftbegriffes ist, dann sicher alle 
Differenzialquotienten anderer Ordnung aus demselben analytischen 
Ausdrucke auf etwas dem Kraftbegriffe durchaus Heterogenes zu 
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deuten sincf ; denn die qualitative Natur eines jeden solclien ist ver- 
schieden von allen übrigen , sonst könnte er eben nicbt die qualitative 
Charakteristik einer bestimmten Funktion, eines bestimmten Ober- 
begriffs sein. 



§3- 

Analytischer Ausdruck für die Kraftleistung. 

Im vorigen § wurde das Subjekt unseres Satzes: 

die Kraft (der Massenpunkt) bewirkt eine Leistung 
analytisch foimulirt. Wir haben jetzt dasselbe mit dem Objekte 
„Wirkung, Leistung" auszuführen. 

Alle Wirkungen in unserer logisch konstruirten Welt sind zeitlich 
räumliche Verändemngen unserer Vielheit, demnach Massentransporte 
ausgeführt in kleineren oder gi'össeren Zeiträumen. Die Wirkung der 
Kraft, ihre Leistung, besteht in zeitlich räumlicher Veränderung der 
Massenelemente. Jenachdem man eine spezielle Betrachtung wählt, 
kann diese Veränderung nun sein, Transport der Massen oder Ver- 
ändeiTing ihrer Bewegungszustände. Die allgemeinste Betrachtung 
^vird sich auf alle Veränderungen beziehen, welche ein Bewegungs- 
moment mv während einer bestimmten Zeit, in welcher es einen be- 
stimmten Weg' im Räume zurücklegt, erleidet Dies ist, was man 
speziell mit dem Worte Arbeit in der Mechanik bezeichnet. Bezieht 
man eine solche Arbeit auf eine einheitliche Kraft und die Zeiteinheit, 
so wird diese Arbeit zu bezeichnen sein als ein Produkt, welches 
erzeugt wird dadurch, dass die Kraft f als bestandiger Faktor auf 
die Masse m, oder das relative Bewegungsmoment mv wirkt, während 
die Masse m mit verschiedenen Geschwindigkeiten den Weg s zui-ück- 
legt. Sei diese Geschwindigkeit Vg am Anfange, Vs am Ende des 
Weges. Das Gesetz dieser Aenderuogea wird gegeben durch die Kraft 
f, weil dieselbe die einzige Ursache dieser Äenderungen des Faktors 
V innerhalb der zu suchenden Funktion ist; diese konstante Ursache f 
ist demnach die Charaktei-istik jener Funktion , ihr Formalgesetz, 
welches über den Weg s sich erstreckt, wie dies ja auch schon in der 
früher gefundenen Formel 

äv 
' ät 
ausgesprochen ist. Diese Arbeit ist demnach das Integral von f{ds) 
nach den Sätzen der Formen rechnung. Um dieses Integral in Funktion 
der Geschwindigkeit zu erhalten, verbinden wir die Bestimmung 
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Arbeit = Jf(ds) 
mit Jen frülieren Fonneln und finden 

Arbeit = ff(ds) =^ m j- ds ^ mfväv 

Arbeit = | mva^ — \ mv„^ 
Per Ausdruck ^mv^ verliält sich also zu unserem Kraftbegriff 
iw-TTj wie Integral zu seinem Differential. Eben dieses Verhältniss 

■wird aber auch durch unsere Definition der Begriffe „Kraft und Kraft- 
leistung" gefordert, da ja die Kraft als konstant wirkende in der Leistung 
ist, der charakteristische bildende Faktor (Formalgesetz) in dem Ober- 
begriß'e Ai"l)eit, der Funktion, in welcher sich Beweirungsmoment 
tind Weg als ünterbegriffe gegenseitig bestimmen nach dem l''onn- 
^esetze Kraft. 



§4- 

Analytische Formulirung des Grundgesetzes der Mechanik. 

Nach diesen Vorbereitungen können wir den analytischen Ausdruck 
des Weltbegriffes aufstellen , also des Satzes 

„Die Vielheit in Veränderung bleibt identisch bestimmt nach 

Kraftpunkten und Bewegungszustand derselben," 
Denn die Bewegungszustände können wir nach dem Vorigen aus- 
di-ilcken als proportional einer Summe von Kräften ; Kraftpunkte und 
Bewegungszustände sind also in homogenen Formen darstellbar, 
man kann eine arithmetische Gleichung aus ihnen bilden. Dass diese 
Zusammenstellung heterogener Begiilfe in einer Gleichung möglich, ist 
aber nicht lediglieh ein analytisches Tasehenspielerstuckehen , sondern 
hat eine logische Begründung; im anderen Falle hätte diese Weltformel 
nur einen schematischen, nicht aber einen Werth für die Erkenntniss- 
theorie. Dieser logische Grund liegt in der Relativität des Begriffs 
„Bewegungszustand", korrespondirend dem relativen Bewegungsbegriffe. 
Inwiefern ein Ki'aftpunkt ein grösseres oder geringeres Bewegungs- 
inoment hat (lebendige Kraft hat, Arbeit liefert), hängt ganz von dem 
subjektiven Standpunkte ab, den wir zur Beurtheilung derselben wählen; 
liefert ein Kraftpunkt Arbeit, beurtheilt von einem äusseren. Stand- 
punkte, SU verliert er diese vollständig, ist in der Formel auf nichts 
weiter denn Kraftzentrum zu reduziren, sobald wir unseren Stand- 
punkt in ihn selbst verlegen. 
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Die allgemeine Formel der Mechanik , ihr Grundgesetz , kann 
nach flem Vorigen zwei Gestalten haben, eine subjektive und eine 
objektive. 

SubjektiTo Form des Crrundgesetzes. 

In der subjektiven Gestalt heisst sie: 

„Die Summe der Kräfte, d. b. die Summe der Massenpunkte 

als Kraftzentren definirt, vermehrt um die Summe der Kräfte, 

welche das Aequivalent der geleisteten Arbeit repräsentiren , ist 

konstant," 

Dieser Satz wird gewöhnlich ausgesprochen : „die Summe der 

Spannkräfte und lebendigen Kräfte, oder, die Summe der potentiellen 

und aktuellen Energie ist konstant." 

Beide Ausdilicke haben den Fehler, dass sie unter einen Allge- 
ineinbegriff „Kraft oder Energie" zwei heterogene Begriffe subsumiren. 
Dieser Allgemeinbegriff entstand dadurch, dass man das schematisehe 

Symbol -jty der richtig gefundenen Weltformel beidemale auf dieselbe 

Weise interpretiren zu müssen glaubte; man wählte also ein Haupt- 
wort, welches je nach dem beigefügten Adjektiv zwei vei-schicdene 
Begriffe ausdrilckt und kam, durch die Sprachhildung verleitet, zu der 
Meinung, dass hier ein Allgemeinbegriff von zwei Spezialfällen vor- 
liege; das schloss sich wieder der üblichen empirischen Ansicht von 
verschiedenartigen Kraftwesen an. Die vielfach empfundene Schwierig- 
keit jedoch, welche sich hei den hervoiTagendsten Mathematikern seit 
dem Streite zwischen Descartes und Leibnitz über lebendige und todte 
Kräfte bemerklich machte, und welche fortwährend zu einer neuen 
Modelung des sprachliehen Ausdrucks allgemein anerkannter Formeln 
aufforderte , zeigt hinlänglich , dass das logische Problem nicht gelöst 
war; hauptsächlich deshalb, weil man nicht merkte, dass es ein rein 
logisches sei *'), 

Objektive Form des (ÜTiiiidgesctzes. 

Stellen wir nun den objektiven Ausdruck der Weltfovmel auf, so 
wird derselbe heissen: 

„Die Summe der von den Massenpunkten geleisteten Arbeit 

vermehrt um die Summe der Arbeiten, welche das AequJvalent der 

Massenpunkte als Kraftzentren repräsentirt , ist konstant." 

Um die hier vorliegenden Aufgaben abzuschliessen, haben wir 

also das Arbeitsaequivalent der Massenpunkte {der sog. Spannkräfte) 

aufzustellen und den betreffenden Ausdruck logisch zu intei-pretiren. 
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Wenn wir zwei Massenpunkte m' und m" , abgesehen von ihrer 

Bewegung, der Betrachtung unterziehen, dieselben also als ruhende 

Massen ftngiven , in welchen Kräfte residiren und sich in der Distanz 

d voneinander befinden, so wirken dieselben dem Denkgesetz zufolge 

mit einer 

Kraft ="""*. 
er 

aufeinander. Wenn diese Kraft nun durch Veränderung unseres Be- 
urtheihm^standpunktes als Arbeit erscheint, oder nach gewöhnlicher 
Tei-niinologie auf andere Massen übertragen werden könnte, so würden 
diese, in eine gewisse Bewegung versetzt, ein Quantum Arbeit aus- 
führen , dabei aber die Massen m' m" mitsammt ihren Kräften sich in 
Nichts auflösen müssen. Da die Existenz von m' und m" nach den 
festgestellten Begriffen nicht aus dem Weltganzen ausgestrichen werden 
darf, so rauss bei obiger fingirt übertragenen Arbeit zur Wahrung des 
analytischen Zusammenhanges der gebrauchten Fonneln eine solche 
zeitlieh räumliche Veränderung mit jenen Massen vorgenommen werden, 
dass ein analytisches Aequivalent diese N 1 tex stenz, d, h. der Nicht- 
wirkung von m' auf m'\ nach vollsta d e t. Wandlung ihrer Kraft 
in Arbeit resultirt. Die einzige Mö 1 cl ke t de auszuführen, besteht 
in einer Versetzung dieser beiden Massenpu kte in die gegenseitige 
Entfernung co ; in dieser Distanz ke e nich dem Kontinuitäts- 
gesetze der Analysis nicht aufeinander ; dieses Ä ^= co ist Symbol ihrer 
Nichtexistenz für einander in der Welt. 

Wenn nun m' m" verschiedene Entfernungen haben, oder nach 
veränderlicher Entfernung in ihrem Daseinswerthe für die Welt be- 
messen werden, also alle Stadien ihres möglichen Daseinswerthes von 
der Nichtexistenz d = oo bis f? = r durchlaufen, so ist es beständig 
m' m'' 
~d' 

Wechselwirkung, bestimmt. Dies Denkgesetz ist also ein Formalgesetz, 
welches sich Über das ganze Gebiet der Kraftleistung ei-streckt, ist 
Charakteristik der Funktion, welche die Arbeitsgrösse ausdi-ückt, also 
ein Differenzialkoeffizient, dessen Integi'a! gesucht wird, gerade wie im 

§ 3; und der Weg, über welchen das Fonagesetz — -^^— zu erstrecken 

ist, ist oben der Weg von d ^ co his d = r nach real arithme- 
tischer Stufenfolge. Das gesuchte Integral, ein Arbeitsquantum , wel- 
ches der Bedeutung der Zentralkräfte m' m" in den Formeln aequi- 
valent (eigentlich proportional) gesetzt werden daif, ist 



das Denkgesetz — -jg — , weiches ihren Daseinswerth , die Grösse ihrer 
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, , .^ m' m" 

Arbeit ^= — — ^ — 

Mit einer etwas tropisetien aber deshalb iiiclit minder exakten 
darf man sagen : 
Wenn zwei Massen m' m" mit der Entfernung r iu den Eaum 
werden , so war die zu dieser Schöpfung aufgewendete Arbeit 

ihrer Grösse nach = , wenn man die gegenseitige Wirkung 

dieser Massen als ihre Individualität behauptend, d. h. mechanisch 
repulsiv wirkend, auffasst. Diese Arbeit mag man als eine Schöpfungs- 
kraft, als ein durch Schöpferkraft in m' m" niedergelegtes Vermögen 
ansehen; alles, was sie demgemäß empfangen haben, können sie 
auch wiederum leisten , wenn sie dieser Leistung gemäss in ihr 
fi-tiheres Nichts zurückkehren. Die Potential genannte mathematische 
Funktion ist also die Arbeit, welche nach logischem Gesetze noth- 
wendig wäre, um sie aus dem Nichts in das Dasein in jener be- 
stimmten Lage hervorzubringen." 

Aehnlich wie hier für zwei Massenpunkte, kann nun der ganze 
Daseinswerth eines Komplexes von Kraftpunkten, also seine geome- 
trische Koraplexion in einem bestimmten Zeitpunkte des Weltgeschehens 
dargestellt werden, als eine Summe von Schöpferkraft, oder aufge- 
wendeter Arbeit; und hieraus ergibt sich in Verbindung mit dem Be- 
wegungsmoment der Massen in jenem selbigen Zeitpunkte die objektiv 
dargestellte Weltformel : Die Welt ist Leistung einer Kraft. 



§5. 

Rückblick und Konsequenzen. 

Alle weiteren Sat^e der Mechanik eigebeu sich als unmittelbare 
Folgerungen aus dem Vorigen; andere komplizirte Beweise sind nicht 
nothwendig, um ihre logische Wahrheit zu festigen. 

Die Massenpunkte des logisch mechanischen Systems sind die 
räumiich fixirten (subjektivirten) Faktoren dieses funktional bestimmten 
Ganzen; weil die Einzelmomente dieses Ganzen als Veränderungen im 
Ganzen aufgefasst werden, deshalb.muss jenen Faktoren der Funktional- 
begriff in der Gestalt von wirkender Ursache subjektiv zugetheilt 
werden. In der Vereinzelung betrachtet, sind diese Kraftpunkte ebenso 
wirkungs- und bedeutungslos wie ein jedes Subjekt ohne Objekt; in 
Bezug auf diese Einzelbetrachtung werden sie Massenelemente, Träger 
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der Kräfte, genannt. Diese gegenseitige Isolirtheit, io welcher sie 
Kraftnullen sind , kann symbolisirt werden , indem ihnen die gegen- 
seitige Entfemung oo zugeschrieben wird. Steht ein solches Punkt- 
system in realen Entfernungen (wozu also jenes Ä = k> nicht gezählt 
werden darf), so stehen sie in Wechselwirkung, wirken als Kräfte, oder 
sind aus der begrifflichen Abstraktion „indifferente Materie" 
Kraftelemente geworden; und diese Wechselwirkung ist logischerweise 
desto intensiver, je intensiver ihr Zusammensein, je geringer ihre Ent- 
fernung ist. 

Die gegenseitige räumliche Konstitution eines Systems giebt uns 
seinen Daseinswerth, genannt „potentielle I'lnergie'' einem jeden sub- 
jektiven Standpunkte gegenüber; dei'selbe wird bestimmt als mathe- 
matisches Potential des Systems, als die Arbeit, welche aufgewendet 
werden musste, um seine Elemente aus der gegenseitigen Entfernung cc, 
dem Null der Wechselwirkung, in jene bestimmte Lage zu bringen, in 
welcher sie das System als solches bilden. 

Das Potential ist demnach nur abhängig von dieser räumlichen 
Bestimmung, nicht aber von einer Zeitbestimmung, denn wir aner- 
kennen dieses System als identisch seinem Lagenbegriff, seiner Körper- 
gestalt nach , einerlei ob es heute oder morgen in jener bestimmten 
Lage existirt, ob lange oder kurze Zeit darauf verwendet worden ist, 
um einen Körper von dieser bestimmten Gestalt und chemischen Be- 
schaffenheit herzustellen. Ist ein solches logisches System seiner Lage 
nnd seiner Bewegung nach zu einer bestimmten Zeit gegeben, so 
ist dasselbe aJIen seinen Begriffselementen nach gegeben und ein jeder 
Zustand desselben zu einer anderen Zeit muss sieh deshalb finden 
lassen. 

Ebensowenig wie die Wechselwirkung also ihrem Begi'iffe nach 
abhängig sein kann von der Zeit wann, und der Stelle des Raumes 
wo sie stattfindet, kann dieselbe abhängig sein von einer Kombination des 
Zeit- und Raumbegriffes. Die Fiktion von Kräften ,, die abhängig sind 
von der relativen oder absoluten Geschwindigkeit der Massenpunkte, ist 
deshalb alogisch. 

Betrachtet man die Wechselwirkung zweier Systeme, so folgt, dass 
wenn die Lage des einen Systems konstant bleibt, seine Bewegung 
aber, als sog. aktuelle Energie gemessen, sich verändert hat, diese 
Veränderung der Einwirkung des anderen Systems, dem einzigen noch 
•vorhandenen Faktor als zureichender Grund der Veränderung 
ziigesehiieben werden muss; aus die?li- Grösse der Veränderung kann 
dann wiederum die Konstitution des unbekannten Systems abgeleitet 
werden. Werden verschiedene Zustände eines isolirten Systems 
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betracbtet, so muss jedesmal die Abnahme seiner potentiellen Energie 
einer aequivalenten Veränderung der aktuellen koiTespondiren , weil 
die Summe beider konstant bleiben muss , wenn das System bleiben 
soll, was es ist. 

Diese Scheidung aller Veränderungen in solche, welche durch 
eigene (innere) und fremde (äussere) Einwirkungen hervorgebracht 
werden, ist der Hauptkunstgriif in der analytischen Behandlung mecha- 
nischer Probleme; er hat vorzugsweise gedient zur Aufstellung mecha- 
nischer Prinzipien. 
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D. KAPITEL in. 

DIE 800. PRINZIPIEN DER MECHAOTK. 

§1- 
Definitionen und Prinzipien. 

Ebenso wie man in der Geometrie Axiome aufstellte, welche die 
Lücke zwischen Nominaldefinitionen und positiven Sätzen über geome- 
trische Gebilde auszumerzen bestimmt waren, — was nach unserer 
EntwickeluDg nur nothwendig wurde, weil die betreibenden Nominal- 
definitionen Mängel enthielten, nicht aus dem reinen formalen Denk- 
akte, dem Xlrelemente aller Kombinatoiik, logisch aufgebaut wurden 
— ebenso fand man sich in der Mechanik genöthigt, prinzipielle Sätze 
aufzustellen, mit Hülfe derer die mangelhaften Nominaldefinitionen der 
Gnindbegriffe erst einer Anwendung zur Lösung mechanischer Probleme 
iähig wurden. Es waren gewisse Beobachtungen bei sehr einfachen in 
der Natur beobachteten Bewegungen, welche zum Aufstellen solcher 
Prinzipiensätze der Mechanik fübi-ten, und deshalb blieb es in Er- 
mangelung einer exakten und vollständigen Erkenntnisstheorie dahin- 
gestellt, inwiefern der Nerv solcher Sätze der Evfahrang, den zur Zeit 
uns zugänglichen Wahl-nehmungen, oder aber dem logischen Schlüsse 
seine Existenz und seinen Werth verdankt. Jenaehdem ein solches 
Prinzip aus einer einfacheren oder komplizirteren Beobachtung hervor- 
ging, oder auch jenaehdem die zur mathematischen Formulirung eines 
solchen Prinzips nothwendigen Begriffe der sinnliehen Vorstellung 
mehr oder weniger sich anschmiegten, der üblichen Dai-stellungsweise 
mehr oder minder geläufig waren , hat man denselben einen grösseren 
oder kleineren absoluten Werth zugesprochen. Der mathematische 
Erfolg, die Erzielung analytisch identischer Resultate, gleichviel welches 
Prinzip als Ausgangspunkt diente, hätte aber schon auf einen identi- 
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sehen logischen Werth oder Unwerth schliessen lassen müssen. Dass 
dies nicht geschah, war Folge einer nicht hinreichend ausgebildeten 
Erkenntnisstheorie. 

Von dem in D. II. entwickelten Grundgesetz, welches eine Zu- 
sammenfassung der aus dem Denkgesetz entwickelten Definitionen 
alier kombinatorischen ürnndbegilife enthält, sind weitere Prinzipien, 
unnöthig. Es soll in Gegenübei^stellung zu diesem Grundgesetze nun. 
dargelegt werden, dass auch alle in der bisherigen Mechanik aner- 
kannten Prinzipien den logischen Wahrheiten zugezählt werden müssen ;, 
dass sie abgesehen von allen Umstanden, welche zu ihrer historischen 
Entdeckung und alim'äligen Vervollkommnung in sprachlichem oder 
analytiscliem Ausdracke führten, direkt aus dem Deiikgesetz erschlossen 
werden können, 



§ 2. 

Prinzip der virtuellen Geschwind igl<eiten. 

Die Beobachtung, dass zwei an den Endpunkten einer einfachen 
Maschine (Hebel, Flaschenzug, schiefe Ebene) wirkende Gewichte, 
denen der Charakter einfacher oder einheitlich wirkender Kräfte zuge- 
sprochen wurde, im Gleichgewichte stehen, wenn bei einer durch 
äussere Einwirkung hervorgerufenen Verschiebung jener Endpunkte 
die von diesen durchlaufenen Wege im umgekehrten Verhältniss jener 
Gewichte stehen, führte zur Aufstellung dieses Prinzips^"). 

Sieht man die zur Formulirung dieses Prinzips nothwendigen Be- 
griffe „Kraft, Gewicht, Gleichgewicht, Angriffspunkt, Weg, äussere 
Einwirkung" für empirische an, so ist es unmöglich, dass irgend eine 
Erfahrung oder unbegi'enzte Anzahl von Beobachtungen uns die Rich- 
tigkeit des Satzes verbürgen können. Wir wissen ja gar nicht, inwie- 
fern unsere Instmmente genaue Beobachtungen ermöglichen, ebenso- 
wenig ob mit der Zeit eine langsame Veränderung unserer Sinne 
vorgeht, ob also zwei zu verschiedenen Zeiten gemachte Beobachtungen 
koiTCSpondiren. 

Man kann aber die Aufgabe stellen zu untersuchen , ob ein 
logisches System (nach empiristiacher Teiminologie ein „ideales, fingir- 
tes, imaginäres, illusorisches") konstmirbar ist, welches jenem Prinzip 
widei-spruehsfrei entspricht; und dann nachsehen, ob die Vorgänge 
der Katur einem solchen System gemäss klassifizirbar sind. Man kann 
ä fragen: 
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Liegt kein Widerspruch in der Fiktion eines Systems von ruhen- 
den Kr'aitepunkten oder geometrisch starren Massegebilden, in welchem, 
wenn die Lage seiner Bestimmungspunkte durch die Einwirkung 
äusserer Kräfte verändert wird , alle Bewegungsmomente, oder um den 
allgemeinsten Begriff der Mechanik anzuwenden, alle Arbeiten dieser 
Massenpunkte sich gegenseitig aufheben, eine arithmetische Summe 
gleich Null liefern? Die Formel dieses Satzes ist: 

^ (X3a: + Ydy + Zöz) = o 

Ein solches System steht im Gleichgewicht, relativer Ruhe. Das 
Bemühen, diese Formel und die in ihr gebrauchten Differenzialzeichen 
wörtlich nach quantitativen Begrüben als Verhältnisse sog. unendlich 
kleiner virtueller Verschiebungen , Geschwindigkeiten oder Arbeiten 
auszudocken, wie dies gewöhnlieh geschieht, macht die logische Be- 
deutung des Satzes unvei-ständlich , wenn es auch der Anschaulichkeit 
zu heJfen seheint. 

In obiger Bedingungsgleichung liegt kein logischer Widei-spruch, 
denn jede mögliche Summe kann man durch Hinzufügen neuer Glieder 
der arithmetischen Null gleich machen. Die gewählte Verbindung der 
in dieser Formel gebrauchten Begriffe ist also logisch unbedenklich. 
Die zweite bei jedem Satze philosophisch zu erörternde Frage bleibt 
uns übrig; nämlich die Priifung der gebrauchten Begi-iffe „Gleich- 
gewicht, Angrififspunkt der Kräfte" auf ihre Widerspnichsfi-eiheit. 

Das Gleichgewicht 

nennen wir einen solchen Zustand des Systems, in welchem seine 
konstituirenden Elemente keine Veränderung der gegenseitigen Lage 
erleiden. Beim starren geometrischen System liegt diese Zustands- 
bedingung in dem Begriff der Stai-rheit. Ob das System sich andei-n 
gegentlber bewegt, bleibt gleichgültig, weil Bewegung ein relativer 
Begriff ist. Sobald also dieser Begi-iff der Starrheit und gleicherweise 
dei'jenige des Angrififepunktes bestimmt definirt ist, wird der Satz ein 
rein kombinatorischer, und ebenso logisch unbedenklich, wie die Defi- 
nition irgend einer geometrischen Figur. 

Mit einem solchen System ist aber in der Natur sehr wenig an- 
zufangen Man reduzjrt diese Fiktion deshalb auch gewöhnlich auf 
ein System starrer Linien oder starrer Flächen , auf welchen sich die 
Systempunkte bewegen. Eine generelle Anwendung erfordert aber die 
Elimination auch dieser imaginären Elemente, die Reduktion des 
Systems auf das einfachst mögliche Element, den Massen- oder Kraft- 
punkt. Die Frage ist also: Kann ein System von Kraftpunkten im 
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Gleiehgewiehte stehen, und können die identischen Kraftpunkte eines 
solchen Systems in verschiedener gegenseitiger tage im Gleichgewichte 
stehen ? 

Der Begriff eines solchen Systems widei-spricht sich im Allge- 
meinen, weil er die Veränderung einer Vielheit, das Existirende negirt. 
Der absolute Stillstand ist gleichbedeutend mit „Nichtexistenz"; der 
geometrische Körper ist starr in Ruhe , der mechanische aber in steter 
Verändemng. Die starre mechanische Linie ist nichts Einfaches, weil 
sie Theile hat, sie ist nicht konstruirbar aus den Elementen Kraft 
und Ort, den einzigen, welche die Logik als Elementarbegriffe 
dei Mechanik inzueikennen vermag, weil nur bei diesen die begriff- 
liche Anilise an emei absoluten Position anlangt. Diese absolute 
Position ist abei nicht als eine 'schranke der Erkenntniss, oder eine 
Beschränktheit unseies undehniiten und deshalb mystisch vei-scliwom- 
menen Intellekts aufzufassen w le dies häufig in der unbestimmten Phrase 
{,eschieht denn diese veimeintliche Sehranke ist der absolute Denk- 
al t die einzige Möglichkeit eines synthetischen Denkens. Eine starre 
Linie konnte rui konstiuut werden aus einer Vielheit von Kraft- 
punkten, wie intensiv diese Kiäfte aber auch angenommen würden, 
sie müssten doch beeinflusst werden durch andere Kräfte, denn die 
Hypostase sogenannt unendlich grosser Kräfte, um die absolute Starr- 
heit zu konstruiren, ist ein wiederholt gekennzeichneter Alogismus. 
Hierin liegt die Ursache, warum in letzter Analyse kein anderes 
System als ein solches von Massenpunkten für die Erklärung etwas 
leisten kann, mag immerhin die Fiktion von absolut starren Ge- 
bilden als Hüllsbegriff für annähernde Rechnungen grosse Dienste 
gewähren. 

Die Möglichkeit bleibt allerdings offen, dass in einer Vielheit in 
Verändening eine Anzahl von Kraftpunkten ihi'e relative Lage beibe- 
halten, und man könnte dieselben zu einem relativen System innerhalb 
des Allgemeinen zusammenfassen. Ein solches System müsste aber 
im Allgemeinen eine solche Lage haben, dass sowohl innerhalb wie 
ausserhalb desselben Kräftepunkte des allgemeinen Systems liegen, 
welche ihren Ort und Bewegung verändern. Das betreffende Gleich- 
gewichtssystem müsste man sich also vorstellen wie eine Anzahl von 
Kräftepunkten , welche in gegenseitig unveränderter Lage in einer 
Flüssigkeit schwimmen. Das wäre kein System, .welches wir Körper 
zu nennen pflegen, denn hier wäre ja ein Körper von einem anderen 
durchdrangen. In letzter Instanz wird sich allerdings zeigen, dass wir 
trotz dieser Widersprüche gegen die naive Auffassung solche Systeme 
doch Körper nennen, dass die gegenseitige Durchdringung von Kraft- 
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[)uiikteii zwar ein Widerspruch ist, aber nicht ilie DuichrhitiiiTinK von 
Systemen, welche wir Köiper nennen. 

Soll das Gleichgewieht^system eine Gruppe von Punkten dai-stellen, 
welche innerhalb ihrer keine fremden Ki-äftepunkte enthtlt, so ist dies 
nur in dem speziellen Falle möglich, wenn da&fcelbe in dei Symmetne- 
ebene zwischen paarigen Systemen homolog im Räume ^ ei-theiltei 
Kräftepunkte liegt. Da nun dieser Fail wohl nie und nugendb m d<.r 
!Natur anzutreffen ist, so wäre das aufgestellte Pimzip tui die Ei 
kläiTing der Natur werthlos. Werthvoll wiid dasselbe abei daduich, 
dasa in einer grossen Anzahl von Fällen, und hauptsächlich denjenigen, 
welche sich auf das praktische Leben beziehen, annähernd jene Be- 
dingungen des absoluten Gleichgewichts erfüllt sind, indem alle Kiäfte- 
punkte, welche der homologen Lage nicht entspieehen, lelatn in so 
grossen Entfernungen zu dem beti'achteten System liegen, dass ihre 
Einwirkung die Gleichgewichtelage des sog. freien Systems wenig stört, 
und dieses deshalb annäbemd als ein geometrisch starrer Köi-per be- 
trachtet werden kann. 

Es erhält besagtes Prinzip jetzt aber auch einen absoluten Werth 
für die Gesammtheit der Natui'erklärung , weil die vorläufige Annähe- 
rung, welche en'eicht wird durch die Fiktion starrer Körper, dazu 
dienen kann, Schlüsse auf die wirkliche Konstitution der Körper zu 
ziehen; denn alle Abweichungen, weiche die Beobachtung der Körper 
und die Beurtheilung ihrer Bewegung ergeben, werden eben nichts 
Anderem als der nur annähernd stattfindenden Starrheit des 
Körpers zugesehrieben werden müssen. Aus dem vermeintlichen Fehler 
des Prinzips ist also die wirkliche Konstitution des Körpers abzuleiten. 

Der Angriffspunkt 

war der zweite zu prüfende Begrifif. Im logischen System existirt so 
etwas nicht , denn jeder Kräftepunkt wirkt auf alle anderen, gi-eift alle 
anderen an. Dass die Summe der Bewegungen eines Systems auf den 
Massenmittelpunkt geometrisch bezogen werden kann, verhindert nicht 
eine verschiedenartige Einwirkung aller Paare von Kräftepunkten. Als 
vorläufiger Hülfsbegriff ist dieser Angriffspunkt aber ebenso dienlich, 
wie die starre Linie. Der gewählte gemeinsame Angriffspunkt äusserer 
Kräfte dient nach dem aufgestellten Prinzip zu einer Annäherungs- 
rechnung, und alle von dem so gefundenen Resultate abweichenden 
Beobachtungen dienen zur Auflösung des gemeinsamen Angriffspunktes 
in eine Vielheit solcher, d. h. wiederum zu einem Schluss auf die von 
der naiven Beobachtung abweichende wirkliche Konstitution des 
Systems. 
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Das ganze Prinzip ist also eine Definition des Gleichgewichts aus 
den als bekannt vorausgesetzten Begriffen von Geschwindigkeit, Kraft, 
Arbeit; oder auch umgekehrt. 



Prinzip der verlorenen und gewonnenen Kräfte. 

Zur Aufstellung dieses Satzes führte die folgende Aufgabe; 

Sei gegeben ein System von Körperu, die gegenseitig aufein- 
ander wirken , und werde jedem derselben eine besondere Bewegung 
ertheilt, der er nicht folgen kann wegen der Wirkung der anderen 
Körper, so soll die Bewegung jedes einzelnen gesucht werden. 
Zerlegt man die jedem einzelnen Körper mitgetheilte Bewegung 

A, S, C in zwei andere a, et — h, ß — c, y, sodass, wenn 

nur die eine a, b, c beibehalten wird, die Köiper sich so bewegen 
würden, als wenn sie unbeelnflusst von den anderen wären (frei, keinen 
Systembedingungen unterworfen) und wenn die anderen a, /9, -y .... 
beibehalten würden, die Köi'per in Folge der Verbindung unter ein- 
ander in Buhe blieben (ein Gleichgewichtssystem darstellten), so ist klar, 
dass die Köi-per wirklich die erstere Bewegung a, b, c ... annehmen, 
wegen ihrer gegenseitigen Wirkung, es müssen also die a, ß, y sieh 
das Gleichgewicht halten. 

In dieser Fassung ist das Prinzip ein rein logischer Satz , welcher 
zu analytischen Zwecken so formulirt ist, dass die Systembedingungen 
als homogene Begriffe mit den äusseren Kräften auftreten, also beliebig 
ineinander verwandelt, gegenseitig ausgetauscht werden können. Gleiche 
Ursachen nach entgegengesetztem Sinne heben einander auf, oder auch : 
Bei allen Bewegungen eines Punktes, welche als Wirkung einer oder 
mehrerer Kräfte aufgefasst werden, können wir noch eine beliebige 
Anzahl anderer solcher Kräfte als wirkend auf jenen Punkt fingiren; 
wenn diese letzteren Kräfte einander aufheben, so wird an der Be- 
wegung des Punktes nichts geändert; wir erlangen dann für analytische 
Zwecke den grossen Vortheil, nach Belieben eine Anzahl sich gegen- 
seitig aufhebender Kräfte aus der ganzen Summe derselben ausscheiden 
zu dürfen. 

Aus den Bewegungen, oder den Wirkungen äusserer Kräfte, wird 
dann auf die innere Konstitution des Systems geschlossen, gerade wie 
im vorigen Prinzip. Wird der Satz auf die Bewegungen empirischer 
Köi-per angewendet, welche durch Drähte, Stangen, Ketten, Gleit- 
Öächen etc. verbunden sind, so lassen sieh die Formeln des allgemein 
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logischen Systems sehr vereinfachen, weil dann die imaginären Gebilde 
der starren Linien und Flächen mit hinlänglicher Genauigkeit einge- 
führt werden können. Das Prinzip wird also nach empirischer Termi- 
nologie in dem Grade richtig sein, als es gelingt, den sinnlich wahr- 
genommenen Objekten logisch entsprechende Punktsysteme zu sub- 
stituiren. 



Prinzip des kleinsten Zwanges. 

Interessant insofern der logische Schlnss in anderer Form zum 
Ausdmck gelangt als bei den zwei vorhergehenden Prinzipien, ist der 
von Gauss aufgestellte Satz, welcher in einfachster Fassung aussagt: 
„Die Bewegung eines Köii)ersyst«ms geschieht in möglichst 

grösster Uebei'einstimmung mit der freien Bewegung, oder unter 

möglichst kleinem Zwange". 
In diesem vernünftigen Satz haben die Mathematiker Atistoss an 
dem Begriff „Zwang" genommen und that dies wahrscheinlich Gauss 
selbst zuerst. Er gab deshalb dem Eegriife „Zwang" eine mathe- 
matische Form, oder vielmehr substituirte diesem Begriffe eine mathe- 
matische Formel, welche in jedem Zeitelemente arithmetisch gleich ist 
der Summe der Produkte aus dem Quadrate der Ablenkung von der 
freien Bewegung in die Masse für einen jeden Punkt. Mit dieser 
mathematischen Formulirung verschwindet aber die logische Evidenz, 
denn Zeitelemente gibt es nicht, und die Produkte aus Ablenkungen 
in die Massen fallen nicht unter den logischen Kraftbegiiff. In dieser 
Fassung ist der Satz eine Methode der Wahrscheinliehkeitsreehnung, 
aber kein mechanisches Prinzip; er ist beschränkt auf die statische 
Abstraktion, gestattet aher keine unmittelbare Anwendung bei dyna- 
mischen Fragen. 

Der Opposition gegen Verwendung des Begriffes „Zwang" muss 
bemerkt werden, dass derselbe Tadel auch gegen den Begriff der Kraft 
statthaft wäre, solange dieser Begriff nur als Erapfindungsbegriff aus 
der Erfahrung aufgenommen und nicht als eindeutiger Beziehungsbegriff 
des logischen Kombinirens festgehalten wird. Aber ebenso wie diesem 

logischen Kraftbegriffe das eindeutige Symbol ^rfzugetheilt wird, kann 

auch bei dem Zwange Aehnliehes geschehen. Um diese Umwandlung 
des Zwanges aus einem Empfindungs- in einen Denkbegriff auszuführen, 
können wir ihn bestimmen als den Arbeitsaufwand, welcher noth- 

24* 
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wendig ist, um die Systempunkte aus den Lagen, welche sie bei freier 
Bewegung unter Einwirkung äusserer Kräfte erhalten hätten, in jene 
Lagen überzuführen, welche , sie unter Mitwirkung der inneren Kräfte 
des Systems (durch die Systembedingungen) thatsächlich erhalten haben. 
Die unlogischen Zeitelemente und Momentankräfte sind hier unnöthig 
und der Gauss'sehe Satz wird ein reiner Sehluss von Denkbegviffen, 
Die Grösse der Arbeit als ein Minimum bestimmt, wird der zureichende 
Grund dieses Schlusses. Der „möglichst kleinste Zwang" nach Gauss 
ist die blosse Umkehrung der zureichenden Ursache, indem die freie 
Bewegung als das anzustrebende Ziel gedacht wird, deshalb das wirk- 
lich erreichte Resultat, die Ablenkung von jenem Ziele, als Zwang 
empfunden oder bezeichnet wird. 

Wenn nun Gauss sagt: „Es ist merkwürdig, dass die freien Be- 
wegungen, wenn sie mit den nothwendigen Systembedingungen nicht 
bestehen können, von der Natur gerade auf dieselbe Art modifizirt 
werden , wie der rechnende Mathematiker nach der Methode der klein- 
sten Quadrate Erfahrungen ausgleicht, die sich auf durch nothwendige 
Abhängigkeit verknüpfte Grössen beziehen" , so ist nach dem Vor- 
herigen der innere Grand dieser Merkwürdigkeit klar gelegt. Es 
ist nicht das einemal der Mathematiker, das andcremal die 
Natur, welche handelt, sondern in beiden Fällen ist der Mathe- 
matiker thätiges Subjekt. Zuerst führt er die logische Methode 
der kleinsten Quadrate aus, das anderemal konstniirt er ein mathe- 
matisches KÖipersystem , dessen Bedingungsgleichungen seiner Methode 
genügen; und er modelt so lange an diesen Bedingungen, bis er seinen 
Beobachtungen, dem objektiven Dinge des naiven Bewusstseins, jenen 
fingirten Köi'per substituiren kann. Es ist derselbe Prozess wie 
bei dem Parallelogi'smm der Kräfte. Ui-sprünglich wurde hierbei eine 
wahrgenommene Bewegung als Wirkung einer Ursache entgegengesetzt, 
und diese wahrgenommene Bewegung nach dem Summationsgesetz in 
mehrere fingirte Bewegungen, oder Ursachen derselben, zerlegt; wird 
dann der Begriff einer solchen Komponentenkraft einer neuen 
Summation zu Grunde gelegt, so muss natürlich nach demselben Gesetz 
eine Resultante zum Vorschein kommen. 



Prinzip der l<lejnsten Wirkung. 

Im engsten Zusammenhange mit dem Vorigen steht dieses Prinzip; 
ist als seine ümkehrung aufeufassen. 
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„Die Natur erreicht ihre Wnkunseii mit liem kleinsten Kiift- 
aufwand, oder: die Veränderung einei Bewegung-, welche duieli einen 
bestimmten Kraftaufwand hervorgebiacht ■ftiid ist die (.löhbtuio,, 
liehe, welche jener Kraftaufwand uberhiupt eizielen kinn 
Das Prinzip sagt eigentlich nichts weitei lis da<!S bei dei Sum 
mation von Naturgrössen auch wiikh(,h die ganze Summe heiius 
kommt. Kein Prinzip hat so viele Anfechtungen zu eileiden gehibt 
wie dieses, und doch ist in keinem andeien dei logische Kein lus den 
gebrauchten Begiiffen so leicht herauszuschilen Min du f dabei allei 
dings nicht in den Fehler verfallen, die "\\iikungen dei veimemtlich 
objektiven und fremden Natur nach teleologischen Ansichten beurtheilen 
zu wollen, wie dies so mannigfach geschehen ist; z. B. dass man den 
vom Liebte hei der Brechung durchlaufenen "Weg zwischen zwei Posi- 
tionen für eine Kraftvergeudung dem geraden Wege gegenüber definirt. 
Alle Wirkungen in der Mechanik dürfen sich nur auf zeitlich räumliehe 
Verändemngen beziehen, und ist es hierbei selbstverständlich, dass 
nur solche Positionen nach dem knappen Ausdruck des vorliegenden 
Piinzips verglichen werden dürfen, welche innerhalb der Grenzen 
durchaus gleicher Bedingungen liegen; än<lern sich diese Bedingungen, 
finden Bewegungen in aufeinanderfolgenden verschiedenen Mitteln statt, 
so ist es Aufgabe der Analysis, eine Gesammtformel aufzustellen, die 
diesen verschiedenen Bedingungen Rechnung trägt.. Dies ist die Ant- 
wort auf die vermeintlich aothwendige Beschränkung des Prinzips auf 
hinreichend nahe liegende Positionen. 

Der Satz ist eine Definition des unmittelbaren (direktesten) 
Verbindungsbegriffes zweier Positionen, seien dies nun räumlich 
zeitliche Orte, Bewegungszustände, Thätigkeitsmengen etc.; er definirt 
was wir Maass der Veränderung nennen, nämlich Differenz in arith- 
metischem Sinne, gerade Linie in geometrischem, Wirkung der Kraft 
in gerader Linie in mechanischem. Es ist der in Folge des Gebrauchs 
von Empfindungsbegriffen undeutliche Ausdruck des erkenntnisstheore- 
tischen Satzes; 

Wir konstruiren die geraden Linien der Natur nach 
den kleinsten Kraft mengen, welche nothwendig sind, 
um von einer Wahrnehmung zu einer anderen überzu- 
gehen, nicht aber nach einem der Natur heterogenen Maassstabe, 
welcher uns von irgend woher aufeedi-äugt wird. Deshalb leiten wir 
unser Maass der Kraft ebenso wie das der Ausdehnung, von dem 
zureichenden Grunde, dem Minimum wahrgenommener oder gedachter 
Wirkung ab. Wenn dem nicht so wäre, wenn uns eine Alternative in 
der Bestimmung bliebe , oder je nach der Zeit und dem Orte wo wir 
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uns befinden , von der Natur oder irgend einem Fremden aufgeschwatzt 
würde, so wäre die Wahrnehmung einer gemeinsamen Natur unmögiich, 
das Chaos oder die Welt der Wunder wäre hereingebrochen. 

Die mathematischen Ausstellungen, welche man gegen den Satz 
geltend gemacht hat, berühren den Werth des Prinzips gar nicht, 
sondern nur die Ünvollkommenheit der mathematischen Formulirung; 
man gelangte dabei zu Betrachtungen liber Eigenschaften gewisser 
Gleichungen in der Meinung, man habe es mit den Konsequenzen, 
eines mechanischen Prinzips zu thun. Wenn z. B. der Satz in der 
Form mv.ds = o symbolisirt wird, so ist es ganz gleichgültig, ob 
dieser Ausdruck auch ein Integralmaximum zulässt, denn eben nur 
das Integralminimum entspricht dem geforderten Begrift'e. Ebenso 
in'eleVant für die Beurtheüung des Prinzips ist es, ob die Variation 
mv^dt verschwinden kann für Fälle, wo weder ein Maximum noch 
Minimum eintritt. Dergleichen kann aber ein Fingerzeig sein für die 
richtige Aufstellung der Bedingungsgleichungen. Werden aber die 
vollständigen Bedingungen aufgestellt, so wird sich zeigen, dass kein 
Maximum existirt, sobald eine eindeutig bestimmte Aufgabe vorliegt. 
Wenn Euler den Widerstand eines Mediums nicht unter diesen Satz 
einzureihen vermochte, so liegt dies an der Schwierigkeit ein wider- 
stehendes Medium seinem Begriff nach zu concipiren und einen adä- 
quaten analytischen Ausdruck dafür aufzustellen. 

Alle Schwierigkeiten, welche man bei diesem Prinzipe gefunden 
hat, sind also nur erkenntnisstheoretischer Natur; sie haben ihren Sitz 
in der mangelhaften Definition der Begriffe , Kraftaufwand, Thätigkeits- 
menge, Wirkung d. h. unserer Entwickelung zufolge, letztinstanzlich 
in Definition der Kraft. Solange diese logische Definition nicht ein- 
deutig feststand, war auch kein Kriterium zu finden, welches über den 
Werth der analytischen Definitionen entscheiden hätte können. 



§6. 

Werth und Anwendung dieser Prinzipien sätze. 

Man spricht gewöhnlich diesen Sätzen einen verschiedenen relativen 
Werth zu, insofern der eine besser als der andere zur Naturerklärung 
dienlich, oder auch weil der Grad ihrer Exaktheit ein verschiedener 
sei. Nach dem Vorigen muss ihnen allen, wenn auch nicht die gleiche 
anschauliche Evidenz, so doch der gleiche logische Werth zugesprochen 
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werden, weil sie eben nichts Anderes als logische Sätze sind, Ihr 
Inhalt ist derselbe wie deijeoige des Satzes, welcher D. II. als Gnind- 
gesetz der Mechanik hingestellt wurde. Ein jeder allgemeiner Prin- 
zipiensatz der Mechanik kann keinen anderen Inhalt haben, als eine 
Verbindung der Begi'iffe, welche in dieser Wissenschaft wesentlich sind ; 
demnach der Begriff'e „Zeit, Raum, Masse, Kraft, Geschwindigkeit, 
Arbeit". Dieselben sind in einem Satze so zu verbinden, dass jeder 
Begriff durch die anderen definii-t wird, sie also zusammen als Einzel- 
faktoren (Unterbegriffe) ein funktional bestimmtes Gebilde, den Ober- 
begriff Weltexistenz, Vielheit in Veränderung" ausdrticken. Sieht 
in de mehr oder weniger gelungenen Form ab, sowohl der- 
jen ^en le p ichlicben Ausdrucks als der Form einer nicht immer 
best mute u l eindeutigen analytischen Symbolik, so leistet ein jeder 
iei Ol gen Satze das Geforderte. Je nach der speziellen Natur des 
Pro! le s elcl es man zu behandeln hat, ist allerdings der eine Satz 
als Ausgangspunkt passender als der andere. Im Allgemeinen wird 
eine solche analytische Form die zweckmässigste sein, welche ein 
Uebergehen von einer Betrachtung zur anderen, von statischen zu 
dynamischen oder umgekehrt, die Eliminirung oder Einführung des 
einen oder anderen nothwendigen oder nicht in Betracht kommenden 
Grundbegriffs, und den gleichen Wechsel neuer Variabein und Be- 
dingungsgleichungen , am bequemsten fllr die Operationen der Analysis 
zulässt. Diese im Allgemeinen passendste Form ist Hamiltons Formel 



= ['' dt (6T ~ 



ü) 



wobei T = i- S mv''\ ü ^ 2 [XÖx + Ydy -j- Z62) 
dessen Aussage vollkommen gleichbedeutend mit dein Lagrange'schea 
und d'Alembert'schen Prinzipe ist. 

Der generelle Kunstgriff, um diese analytischen Formulirungen 
zu Stande zu bringen, besteht darin, dass man ein beobachtetes 
Geschehen {eine Wirkung) auf verschiedene Ursachen bezieht, welche 
diese Wirkung hervorgebracht haben sollen. Hierbei ist es durch die 
Art der einfachsten Beobachtungen nahe gelegt, vornehmlich zwei 
Sorten von Ursachen zu wählen, nämlich sog. innere, welche sich 
auf ein dem Räume nach verhältnissmässig ziemlich 
System beziehen (korrespondirend einem objektiven Dinge, 
solches Ding seinen Einzeltheilen Bedingungen der Bewegungsfähigkeit 
vorsclu-eibt) , und äussere Ureachen, welchen der ganze übrige Theil 
der Wirkung zuzuschreiben ist. Jenachdem nun entweder die inneren 
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oder äusseren Kräfte einer anderen Kontrole oder unmittelbarer 
Beobachtung zugänglich sind, gestaltet sich die Wahl der Ausgangs- 
fonnel. Ist das Ding annähernd vertausehbar mit dem starren geome- 
trischen Ding, so ist ein statischer Zustand als Angelpunkt der 
Betrachtung vorzuziehen ; ist es eine Bewegungsbahn , weiche der 
Beobachtung immittelbarer zugänglich ist, so wird die dynamische 
Forme] d'Alemberts als Definitionsgleichung entstehen. 
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B. 

METAPHYSISCHE KONKLUSIONEN. 
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E. KAPITEL I. 

PHYSIK UND METAPHYSIK. 



Sobald die Denkthätigkeit hinausgeht über die Stufe, welche wir 
dem animaüschen Leben zuschveiben , nach der gewöhnlichen Ansicht 
bestimmt als Beginn des eigentlichen (menschlichen) Denkens, macht 
sich neben der sinnlichen Anschauung das Bedüifniss geltend, die 
Verschiedenheit und Veränderung der Dinge aus einem Grunde 
zu erklären; denn es ist ja eben dieser logische Prozess, als ein 
psychisches Bedürfniss empfunden , welcher eine vergleichende An- 
schauung, ein Wissen von einer Vielheit der Objekte möglich macht; 
wenn dies auch vorab ein Wissen von allernaivster Fonn bleibt, über 
dessen Zustandekommen als logischen Prozess man sich gar keine 
Rechenschaft gibt. Der sinnlich angeschauten Aussenwelt als dem un- 
mittelbai' Gegebenen wurde deshalb schon mit dem Beginne wissen- 
schaftlichen Denkens ein verborgenes nur durch die denkende Thätig- 
keit erschliesshares Sein oder Wesen gegenübergestellt, dem vermeint- 
lich so klaren Naturbilde ein dunkler Hintergnmd ; die Natur als 
Erscheinung sollte hinweisen auf ein ei-scheinendes Wesen, welches den 
Erkenntniss- und Eealgrund der Ei-scheinung enthalte. Die Wissen- 
schaft theüte sieh demzufolge in Physik und Metaphysik. Entstand 
nun das letzte "Wort aus Zufall oder Missverständniss, wie man ge- 
wöhnlich annimmt, so kann es nichtsdestoweniger für zweckentsprechend 
und richtig gebildet gelten^'). 

In mannigfachster Abstufung wurde im Laufe der Zeiten dieses 
Wesen verständlich zu machen gesucht, von den „Ideen" des Piaton 
bis zu „Kraft und Stoff" der modernen Materialisten; denn über die 
Bestimmung dessen, was der metaphysische Grund leisten sollte, war 
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man woh! einig, nicht aber' darüber, ob die Ausführungen dieses odei- 
jen^ Systems der beanspnichten Leistung genügten. Im Allgenaeinen 
stellte man die Forderung, dass der Inhalt der Erfahrung sieh aus dem 
metaphysischen Gmnde ableiten lassen solle, aber selbst keine der im 
Inhalte der Erfahrungen auftretenden Bestimmungen enthalten dürfe, 
weil ja sonst nur eine Tautologie zu Stande käme. In ei-ster Linie 
war hiermit eine Theorie der Begriffe und das Wesen des Begriffs im 
Gegensatz zu Alledem, was durch Begriffe bestimmt wird, gefordert. 
Eine solche unzweideutige Theorie kann aber nicht urplötzlich ent- 
stehen, sondern musste sich dem Gange alles Lebens gemäss entwickeln. 
Solange sie nicht als exakte Wissenschaft vorlag, war es für die Kritik 
nicht schwer, in jedem umfassenden metaphysischen System, mochte 
es noch so viel Wahres enthalten, Punkte aufzufinden, wo irgend ein 
Verhältniss der Wirklichkeit aus seiner konkreten Erscheinung nur in 
eine abstrakte Fassung gebracht worden war, und in diesem Gewände 
den Erfinder selbst über seine wahre Abstammung und innere Bedeu- 
tung täuschte. Häufig aber wurde auch die Bedeutung eines Ausdmcks 
oder Begriffs von der Mitwelt anders aufgefasst; denn es spricht ein 
jeder seine eigene Sprache , sobald Empfindungsbegiiffe vei-wendet 
werden ; nur in den Denkbegriffen ist eine gemeinsame Sprache möglich. 
In der Verzweiflung über die unzureichenden Versuche einiger 
weniger Jahrtausende erklärten dann die Empiristen, dass alles 
Suchen nach einem metaphysischen Grunde unvernünftig, dass Meta- 
physik keine Wissenschaft sei, dass es eben nur Erfahrungsobjekte 
gebe. Dieselben müssten um konsequent zu bleiben dann aber auch 
zugeben, dass alles Erklären Wollen überhaupt sinnlos sei, dass 
der vernünftige Mensch nur beschreiben dürfe. Zu dieser Resignation 
verstehen sith ibei die Uegner metaphysischer Spekulation nicht ein- 
mal, sondem sie suchen ihrerseits doch wieder aus den Wirkungen 
von Kraft und Stofl zu erklären; denn diese Kraftwesen und Stoff- 
substanzen sind ^ledeium metaphysische Produkte, die durchaus nichts 
gemein haben mit dei Materie und Kraft des sinnlich interessirtfin 
Ansehiuens der \ubien^elt. Man mag noch so sehr und mit Recht 
den Aeisuch des Einzelnen als misslungen bezeichnen, der es unter- 
nimmt den ^inzen dunklen Hintergrund der Welt dem Menschengeiste 
zugänglich zu machen; ohne jenen Hintergrund würden die Erschei- 
nungen der Aussenwelt in ein Chaos von Heterogenitäten zerfallen; 
und wenn der Menschengeist in einem titanenhaften Ringen gegen das 
grosse Unbekannte nicht seine Kräfte üben, seine Fragen stellen lernen 
durfte, so würde es bald vorbei sein mit dem Fortsehritt der Erkennt- 
niss. Glücklicherweise für die Wissenschaft sind jene Empiristen mehr 
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Metapliysiker, werden häufiger durch Deduktion inspirii't als sie 
glauben. 

Die beschreibende Natuiforschung gebraucht meist empirische 
Begi-iff'e, d. h. solche, welche darauf abzielen, in der Erinnerung den- 
selben Voretellungsinhalt wie in der unmittelbaren Wahrnehmung zu 
erwecken. Ihr ist das Feuer ein wannendes, brennendes, rothgelbes, 
nach oben zuckendes — Etwas. Das Subjekt ist eben Subjekt, und 
interessirt weiter nicht; die blosse Empfindung hat genug an den 
Attributen. Aber der ganze Mensch fragt nach mehr. Wenn der 
Unnensch das Feuer eine Art 7on Schlange nennt, und seine Nach- 
folger es bezeichnen als Lebensluft, Feuerstoff, glühendes Gas — dessen 
Bedeutung wir von dem Erfinder dieses Woi-tes erklärt eriialten als 
„spiritum incognitum hactenus voco gas, a verbo chaos" — und wenn 
diese Beschi-eibung in der Neuzeit lautet: stark bewegte kleine Koi-per- 
chen von gewisser noch unbestimmter Art etc., so sind dies alles Stufen 
metaphysischen Erklären Wollens, von denen auch die letzte dem 
exakten Metaphysiker noch ebenso unzureichend erscheinen muss 
wie die erste, obschon eine jede Erklärungsstufe mit gewissei' Vor- 
nehmheit auf die frühere, als einer in den Fesseln abgethaner Meta- 
physik schmachtend, niederbückt. 

Was demgegenüber die exakte Metaphysik leisten soll, ist definirt 
worden A. VI. Sie darf nur Denkbegriffe verwenden, welche aus dem 
Element aller Denkthätigkeit synthetisch konstruirt werden können, 
und diese mit den uns unmittelbar bekannten Empfindungsbegriffen 
verbinden. Sie ist es, welche den mathematischen Begriffen ihre Be- 
deutung, den Methoden ihre Rechtfertigung gibt Sie bestimmt aber 
auch die Grenzen des vernünftigen Erkläiens und weist die Frage nach 
einem metaphysischen Grunde des Denktns und Empfindens, einem 
logischen Grunde der Weltexistenz als Alogismus zuiuck; womit nicht 
ausgeschlossen bleibt, dass in der Sphaie des Gefühls ein ähnlicher 
Satz von anderem Standpunkte aus betrachtet einen gewissen Sinn 
haben kann. 

Anwendltarkelt der Denkbegritfe zur Erklärung der 
KaturTorgänge. 

In D. wurden die Gesetze einer MecJianik aufgestellt, welche un- 
verbrüchlich für eine aus Denkbegiiffen konstruirte sog. logische Welt 
zu gelten hätten. Bei Aufstellung dieser Gesetze wurde ganz davon 
abgesehen, ob jene Konstruktionen mit dem korrespondiren, was wir 
objektive Welt, Natur nennen. Gehen wir jetat zur Erklärung der 
Natur über, so stellt sich die Frage, ob jene Konstruktionen auf die 
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Aussenwelt anwendljar sind. Die Antwort auf diese Frage ist sowohl 
in A. als auch in begleitenden AusfUlirungen der Satze von B. C. D. 
gegeben ■worden; sie lieisst: 

Wenn die Natur etwas unserem Denken und Begi'iffebilden ganz 
Heterogenes ist, dann bleibt es vergeblich irgend ein Erklären der- 
selben vei-suehen zu wollen. Eine Erklärung kann nur in Begriffen 
stattfinden, Erklärung zeitlich räumlicher Veränderungen nur in Denk- 
begiiffen; deshalb muss eine erklärbare, eine wissensebaftlicher Erfah- 
mng zugängliche Natui' den Gesetzen einer logischen Kombination der 
Begiiffe folgen; wir konstruiren die Form der Dinge und die Ver- 
ändemngen dieser Form in Eaum und Zeit nach logischen Kombi- 
nationen ; wenigstens alles, was wir von der Natur zu wissen vorgeben, 
bewegt sieh in — und besteht aus — solchen Kombinationen. 

Man könnte nur noch die Möglichkeit aufwerfen, dass noch weitere 
Begriffe als die von uns aufgestellten verwendbar seien. Solche könnten 
aber nur aus weiteren Kombinationen der gefundenen bestehen, weil 
auf die Elemente und die elementarste Verbindung aller Begriffsblldung 
zurückgegangen wurde. 

Ein sehr häufiger Fehler wird bei dem Versuche neuer BegrifEs- 
bildungen begangen dadurch, dass man aus Unkenntniss des Wesens 
der Begiiffe die instinktiv und richtig gefundenen Elementarbegriffe 
wie „Raum, Zeit, und vomehmlieh den Kraftbegriff" generalisiren zu 
dürfen glaubt, ebenso wie man aus einem Hauptworte mit verschie- 
denen zugefügten Adjektiven allgemeine Arten von Dingen, und diesen 
koiTespondirend generalisirte empirische Begriffe produzirt. Ein jeder 
Denkbegriff ist aber ein Unicum, bestimmt in sich, und sobald er 
verändert wird , einerlei ob durch eine sog. Generalisation, ist er nicht 
mehr was er war. Ein knimmer Raum, eine heisse Zeit, ein grünes 
Waehsthum, sind keine Denkbegriffe; aber dergleichen Wortkom- 
binationen mögen immerhin in der Umgangssprache gerechtfertigt sein, 
um gewisse Vorstellungen dai-zustellen. Ebenso einzigartig wie 
„Raum und Zeit" ist der Kraftbegriff der exakten Metaphysik, als 
logischer Funktionalbegriff zeitlieh räumlicher Veränderungen, Andere 

Arten von Kräften, welche nach einem anderen Gesetz als ^ „ ^ 

wirken sollen , — vielleicht abhängig von einer gebrochenen oder 
imaginären Potenz der Entfernung, oder von einer Potenz einer ima- 
ginären Entfernung , oder Kräfte , denen kein Potential zukommt, 
momentan ausserhalb der Zeit wirken, abhängig sein sollen von der 
Anzahl vorhandener Massenpunkte, oder wie immer sonst die Phau- 
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tasmen eines symbolischen Schematismus heisseii mögen, der den realen 
Boden einer veniünftigen DeutungsmögÜchkeit verlassen hat — alles 
dies sißd Abai-ten des vagen empirisehen Kraftbegriffes, welche eben- 
sowenig eine metaphysische Erklämng zii Stande bnngen können wie 
die vom Urmenschen entdeckte Feuersehlange, Sollten Erscheinungea 
übrig bleiben, welche nicht durch das logische Kvaftgesetz erklärt 
werden können, so ist keinenfalls ein Ersatz oder Aushülfe mit solchen 
Kraftarten zu leisten. Hierdurch wird aber nicht ausgeschlossen, dass 
auch andere analytische Formeln als solche, in welchen der Ausdnick 

- ~— ostensibel auftritt, Erscheinungen in gewissen Begrenzungen 

zusammenfassen können ; nur können sich solche nicht auf das Element 
Kraftpunkt beziehen. Sie werden sich beziehen auf Gruppen von 
Kraftpunkten oder aber auf ausgedehnte geometrische Gebilde, Körper- 
elemente, der Intinitesimalmethode zuliebe Punkte genannt, welche 
sich drehen, ein Oben und Unten haben , wie deren von vielen Mathe- 
matikern je nach BedUi-ftiiss acceptirt werden. 

Dass aber dergleichen Krafteleniente, abgesehenvon dem Gebrauehe 
eines der geometrischen Bestimmung widersprechenden Begriffs, von 
einer exakten Metaphysik nicht acceptirt werden düi-fen, möge das 
Folgende noch etwas eingehender zeigen. 
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E. KAPITEL Tl. 

THEORIE DER ATOMISTISCIIEN KON- 
STITUTION DER KÖRPER. 

§ 1- 
Der Kraftpunkt. 

Es lYurden im Vorheilgen schon vei^chiedene Grände aufgeführt, 
weshalb es für die logische Analyse nothwendig ist, in letzter Instanz 
auf Punkte als Elemente einer jeden physikalischen Konstruktion 
zurückzugehen. Der zuerst hervorgehobene technische Gmnd war, 
weil es nur dadurch, dass man den Punkt als geometrischen Träger 
des Funktionalbegi'iffs aimimrat, möglich wird, den ganzen Raum für 
die räumlich zeitlichen Veränderungen zugänglich zu machen. Wird 
diese unbeschränkte Dispositionssteilung für gewisse Erscheinungen nicht 
erforderlich, so liegt eben ein Spezialfall vor; das Ausgangsprinzip 
muss sich aber diese Unbeschränktheit siehern. 

Dieser technische Grund steht in engster Verbindung mit 
dem logischen, ist vielmehr nur der handwerksmässige Ausdruck des 
logischen Satzes, dass der Gebrauch der Denkformen keine räumliche 
oder zeitliche Beschränkung duldet, weil sie dem Begriff des unbe- 
gi'enzten Fortschritts der Denkbewegung zuwider ist. Wir können 
demselben Gedanken auch eine speziell metaphysische Form geben, 



Es ist sehr gut möglieh durch die Hypothese von ausgedehnten 
Kraftelementen viele Erscheinungen funktional zu verbinden, zu er- 
klären; also nach einem fräheren Ausdrucke durch speziell gebildete 
Volum - Massenköi"per , deren Massenzahl (Gewicht , Kraftintensität) 
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gleichmässig über das geometrische Volum ausgebreitet gedacht wird. 
Aber solche ausgedehnte Kraftelemente enthalten immer wieder die 
neue Frage, wodurch sie denn eigentlich hergestellt worden sind-; denn 
sie enthalten wiederum Theile, die also der eine auf den anderen 
wirken müssen. Diese gegenseitige Wirkung müsste aber aufs Neue 
Verändeningen innerhalb ihrer hervorbringen; oder aber es müssen 
neue Kräfte erfunden werden, um diese Wirkungen zu paraly- 
siren, einen Gleichgewichtszustand hervorzurnifen. Dadurch erhalten 
wir aber einen Komplex , eine Vielheit , statt eines vermeint- 
lichen Elementes, mit der Aufforderung zu einer neuen Analyse. Die 
logische Bewegung kommt ei-st bei dem letzten möglichen Element«, 
der absolut einfachen Setzung , dem Kraftpunkte bei mechanischen 
Betrachtungen , zur ß.uhe , wo jede weitere Frage logisch ausge- 
schlossen ist. 



Auch der Kraftbegriff in seinem analytischen Ausdrucke 



«ii m^ 



verlangt peremtorisch seine Beziehung auf geometrische Punkte. Die 
gleichmässige Ausbreitung einer Massenzahl auf eine Ausdehnung ist 
eine Verechmelzung zweier heterogener Begriffe, als solche logisch nicht 
erlaubt; nur dadurch, dass die Zahl geometrischen Punkten koordinirt 
wird, bleibt sie metaphysisch von der Ausdehnung getrennt, die beiden 
Begriffe bleiben nebeneinander bestehen in ihrem logischen |Wei1;he. 
Die Vereinigung beider Begriffe zu dem analytischen Produkte MV 
ist unbedenklich, weil dieses Produkt sich auf eine arithmetische Ein- 
heit bezieht, und nicht den Anspruch erhebt, die logische Verschmel- 
zung von M und V hervorgebracht zu haben. 

Derselbe Gedanke kann noch einen anderen Äusdr-uck erhalten. 
Die Einzelkraft darf im Räume nur als wirkend in gerader 
Linie gedacht werden, weil sie sonst nicht die einzelne, die einfache 
Ui-sache der Veränderung wäre ; denn die Bewegung in krummer Linie 
ist eine verschiedenai-tige in Bezug auf einen festen Ausgangspunkt 
Die Bewegung des Körpei^ muss aber nicht allein geradlinig, sondern 
auch in der Richtung auf die wirkende Raumstelle gedacht werden, weil 
sonst die beschriebene gerade Linie in Bezug auf den wirkenden Ort 
wiederum eine verschiedenartige, also nicht die geforderte einfache, 
absolut elementare wäi'e. Hypostasiren wir nun ein ausgedehntes 
Element, etwa eine gerade Linie, welche durch ihre Wirkung auf den 
Punkt di^en in gerader Linie nach einem ihrer Punltte hinbewegt, 
80 wirken doch alle ihre anderen Punkte in anderer Weise; die 
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gerade Linie ist also nicht das gesuchte letzte Element, sondern eine 
Vielheit solcher. Der logische Funktionalbegriff fordert also seine Be- 
ziehung auf geometrische Punkte, wenn er widerspruchsfrei in der 
metaphysischen Erklärung verwendet werden soll. 

Zu bemerken ist noch für diejenigen, welche vorziehen mit Vor- 
stellungen zu operiren, anstatt wie hier mit Begriffen, und die 
deshalb die Vorstellung von gesonderten Kraftpunkten, zwischen 
welchen also ein leerer Raum liegen muss, für unstatthaft erklären, 
da^, wenn mau die hier postulirte Begi-iflswelt in eine anschauliche 
Vorstellungswelt überträgt, diese letztere sich in gar Nichts von einem 
mit Materie kontinuirlich erfüllten Räume unterscheidet, welche Materie 
an den verschiedenen Stellen des Raumes eine verschiedene Dichte 
hat; denn für einen jeden Punkt des begrifflich leeren Raumes kann 
die Resultante aller Kraftpunkte gefunden werden, und deren Grösse 
bestimmt die Dichte der sinnliehen Vorstellung „Materie". Dies wäre 
die WeltkonstiTiktion der dynamischen Hypothese, 



§ 2. 

Anziehende und abstossende Kräfte. 

Bei Aufstellung der Bewegungsgesetze blieb ^ ganz dahingestellt, 
ob man sieh die Wirkung des Kraftpunktes als anziehend oder ah- 
stossend denken wolle, weil diese zwei möglichen Arten der Wirkung 
die abstrakte Fonn des G^etzea nicht beeinflussen. Beide Arten der 
Wirkung sind deshalb auch in den verschiedenen atomistischen Hypo- 
thesen verwendet worden; denn die Erklärungsversuche mussten durch 
Zulassung zweier Wirkungsarten offenbar bequemer ausfallen; auch 
schien es unmöglich mit einer einzigen auszukommen. Aber diese zwei 
Kräftearten reichten noch nicht aus, um die Konstitution und Wirkungs- 
weise der Körper auch nur in ihren Hauptzügen zu erklären. Man 
sah sich veranlasst, noch wenigstens zwei verschiedene Arten von 
Materie zu hypostasiren , welche ihrer Masse nach sehr verschieden 
sein mussten. Mit Hinsicht auf einige hervorragende allgemeine 
Beobachtungen legte man sodann der gröberen Materie anziehende, 
der feineren (Aethermaterie) abstossende Kräfte bei. Nun kam aber 
die Frage, in welcher Weise denn diese abstossenden und anziehenden 
Kräfte oder ihre respektiven heterogenen Materien aufeinander wirken 
sollten? Man entschied sich bei dieser Frage entweder für repulsiv 
oder attraktiv; und jeder Autor konnte für seine Meinung Gründe 
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vorbringen, weil bei der entgegengeseteten Annahme die von ihm selbst 
konstruirten Formeln falsch -vrarden. Eine logische Untersuchung, ob 
denn überhaupt die Verbindung solcher heterogener Begriffe zulässig 
sei, hielt man umsomehr für überflüssig, als ja selbst Kant beide 
Kräftearten verwendet hatte. (Ausg. Haiienstein IV. 400.) Diese 
logische Untersuchung muss aber einmal ausgeführt werden, trotz aller 
vermeintlichen Selbstverständlichkeit, dass dergleichen zulässig sei. 



Wenn es wirklich zugleich abstossende und anziehende Massen 
gäbe, so muss einem jeden logischen Urtheile zufolge im Falle gleicher 
Masse die Wechselwirkung der beiden weder attraktiv noch repiilsiv, 
sondern Kall sein, und bei ungleichen Massen gleich der Differenz 
der beiden. Wenn man eine hiervon verschiedene Annahme macht, 
dann versetzt man in die Atome neue teleologische Fähigkeiten, mit 
Hülfe welcher dieselben es fertig bringen sollen, das ihnen Gleieh- 
aräge von dem Ungleichartigen zu unterscheiden. Man gibt dabei zu- 
gleich den Begriff des Einfachen auf; denn ein Atom, welches hier 
anzieht, dort abstosst, ist bei verschiedenen Gelegenheiten ein ver- 
schiedenes, also nicht mehr das konstante Element, der identische 
Begriff, welcher allein zu einer metaphysischen Erklärung tauglich ist. 

Ebensowenig hilft die Berufung auf eine verschiedene Qualität 
der Masse. Die logische Masse hat keine Qualität, ebensowenig wie 
die arithmetische Eins; sie sagt blos aus, dass man eine gewisse 
Grösse der Wirkungsfäbigkeit denken soll. Gelingt es nicht, mit einem 
einheitliehen Massen- und Kraftbegriff auszureichen , dann ist eine 
atomistische Konstruktion der Welt im Sinne einer zureichenden meta^ 
physischen Erklärung unmöglich. Untersuchen wir also zuvörderst, 
ob weder abstossende noch anziehende Kräfte einzeln genommen zu 
Widersprüchen führen, ob also beide gleichberechtigt als Ausgangspunkt 
einer atomistisehen Konstniktion dienen können. 

Anziehende Eraftpunktc. 

Der gewöhnlichen Auffassung zufolge sind alle sieht- und tastbaren 
Körper der Gravitation untei'woi'fen. Dies fühi-te zur Annahme an- 
ziehender Kräfte bei sog. ponderabler Materie. Setzen wir Systeme 
von anziehenden Kraftpunkten, so erscheint in den Betrachtungen und 
Formeln kein Widei'sprueh , solange dieselben sich getrennt von ein- 
ander bewegen. Der Fall aber, dass einmal zwei solcher Kraftpunkte 
aufeinander treffen, kann logiseherweise gar nicht ausgeschlossen werden, 
wenn man nicht wieder neue Kräfte einführen will, die dies verhindern 

25' 



y Google 



388 E. Kap. II, Theorie der atomistischen Koastitution der Körper. 

sollen; diesen Fehler begeht die Annahme absolut harter undurch- 
dringlicher Atome. Glaubt man den Atombegriff überhaupt wahren 
zu können, indem man dem geometrischen Punkte physikalische Un- 
durehdringlichkeit beilegt, so erzeugt man den geometrischen Wider- 
sinn eines Gebildes, welches aus zwei nebeneinanderliegenden Punkten 
besteht; ein Ding bestehend aus zwei Grenzen, ohne jedoch, dass etwas 
existirt, was zu begi-enzen wäre. 

Viele Mathematiker gehen jedoch über diesen Einwand hinweg, 
weil wie sie behaupten, die Formeln blieben trotz alledem richtig; 
man brauche nur anzunehmen, dass die Punkte von einander abprallen 
oder durch einander hindurchgehen. Das ist aber keine andere For- 
dening als diejenige: der Begriff des geometrischen Punktes mü^e 
sich nach den Anforderungen einer empirisch abgeleiteten Foimel 
ändern. Lassen wir aber einen solchen Rechtfertigungsversuch vorläufig 
gelten, so wird uns das Gesetz von der Erhaltung der Kraft weitere 
Widersprüche in den Konsequenzen dieser Annahme aufzeigen. 

Die Bewegungsenergie zweier zusammenstossender Elemente muss 
vor wie nach dem Zusammenstoss gleich bleiben; die beiden Kraft- 
punkte müssen also mit unveränderter Geschwindigkeit auf ihrer Bahn 
zurück oder vorwärts gehen. Das Abprallen der Atome ist uns nun 
eine glaubliche Vorstfillung, weil wir an den Abprall elastischer Körper 
denken. Hier ist aber von Körpern nicht die Rede. Der Abprall der 
Atome ist ein Widerspruch gegen das Gesetz iler Kontinuität, weil 
dieselbe Ursache hier plötzlich eine entgegengesetzte Wirkung heiTOr- 
bringen müsste. Der Alogismus in dieser Anwendung des Gesetzes 
von der Erhaltung der Kraft zeigt sich aber auch darin, dass diese 
Konsequenz einem anderen logischen Begi'iff, demjenigen von der 
Summirung der Bewegungsmomente widerspricht. Dieser Summation 
zufolge müssten die zusammenstossenden Atome in Ruhe verbleiben. 
Deshalb ist auch der Zusammenstoss absolut harter undurchdringlicher 
Körper ein kontinuirliches Kreuz fllr die Mathematiker geblieben, aus 
dem einfachen Grunde, weil diese Attribute einander widereprechen, 
wenn sie den Merkmalen des KÖrpei^ zugeordnet werden sollen. In 
der praktischen Mechanik wird dieser Widerspruch gelöst durch die 
Annahme innerer Verändemngen der Köi'per, eine Hilfe, welche bei 
dem Atombegriff ausgeschlossen ist 

Die Annahme des Durcheinandergehens der Atome hat viele der 
obigen Fehler" nicht; dafür enthält sie den neuen, dass man in einem 
gewissen Zeitmomente die beiden Kraftpunkte in einen untheilbaren 
zusammenfallend denken soll, was ein Widei-sprueh gegen die Existenz 
beider ist. Es hilft nichts, dass man bei dieser Gelegenheit sich mit 
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dem missverstandenen Begriff des Unendlich Kleinen auszureden ver- 
sucht, denn auch die quantitative Auffassung unterscheidet 3. dm von 
l.dm, und ihr dt ist ein bestimmter Zeitmoraent, wenn ein bestimmter 
Fall gegeben ist. Auch physikalisch wäre nicht einzusehen, warum 
beim Zusammenetosse zweier Körper nicht jedesmal ein Theil des einen 
durch den anderen hindurchgehen sollte; ein Fall, der doch noch nie- 
mals beobachtet worden ist, und woraus gerade das Attribut der XJn- 
durchdringlichkeit kleinster Körperelemente als physikalisches Axiom 
enlBtanden ist. 

Hiermit fällt die Annahme von anziehenden Kraftpunkten als 
Elementen der Körper, als Element derjenigen metaphysischen Kon- 
struktion, welche das physische Verhalten der Körper erklären soll. 

Äbstoasende Kraftpunkte. 

Dem allgemein metaphysischen Gedanken nach hat die Annahme 
repulsiv wirkender Kräfte schon insofern etwas fcmpiehlendes , als 
dadurch dem nun einmal nothwendigen Atom die Selbständigkeit und 
Ünzei'störbarkeit zugesprochen wird. Diese letzteren Attribute des 
Atoms sind eine Repetition des Satzes: was einmal gegeben, daseiend 
ist, das bleibt daseiend; die Betrachtung des Daseienden von einem 
wechselnden Standpunkte der Zeit aus hat keine Bedeutung für seine 
Existenz. 

Ein Zusammenstoss zwischen solchen Atomen kann niemals statt- 
finden, und dadurch fallen alle die Widerspruche weg, welche hieraus 
für das attraktiv wirkende Atom entstanden Be^^egen sieh zwei solche 
Atome gegeneinandei mit emem bestimmten Bewegun^moment , so 
erfolgt die rückläufige Be^\egung nach dem Gesetz der absoluten 
Elastizität; werden sie untei denj konstanten Einfluss von Kräften 
gegeneinander getrieben, so veiwandeln sich ihie Bewegungsmomente 
in Leistung und das Grundgesetz der Mechanik sanimt allen anderen 
Begriffen wird nirgendwo verletzt 

Aber fliegt bei einer solchen Annahme die ganze Welt nicht aus- 
einander, und würde dieselbe sich zu unserer Zeit nicht schon in 
unbegrenzte Verdünnung , vulgo Nichts, aufgelöst haben ? Dieser 
Einwand war einer der hervorragendsten , welche Philosophen und 
Naturforscher bei den angeblich durch die Thatsache der Gravitation 
demonstrirten anziehenden Kräften verharren Hessen. Auch Kant 
glaubte nur mit Hilfe dieser letzteren und sog. Flächenkräften den 
stabilen Körper konsti-uiren zu können. Da wir nun aus logischen 
Gründen die Annahme von gleichzeitig vorhandenen 
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Kräftearten negiren mussten, ist dem obigen Einwaode der Weltauf- 
lÖBung zu begegnen. 

Von einem absolut stabilen Körper wissen wir nichts und können 
nie etwas von einem solelien wissen, weil uns kein absoluter Maassstab 
gegeben ist. Die logische Behandlung der Probleme fordert aber 
auch keine absolut stabilen Körper, sondern nur konstante Elemente 
zur Konstruktion eines relativ stabilen KÖi-pei-s, d. h. von Körpern, 
welche qualitativ dieselben, geometrisch sich ähnlich bleiben. 
Wenn wir also, von einem absoluten Standpunkte und Mai^selnheit 
aus betrachtet, uns beständig ändern, mitsammt aller Welt ausein- 
anderfliegen, so ist es für die Möglichkeit einer logischen Konstmktion 
nur nothwendig, dass die Grandgesetze der Natur solche seien, dass 
die gegenseitigen Verhältnisse von Köiperraaass, Zeitmaass und \''er- 
änderungen derselben, identisch bleiben. Findet dies statt, so wird 
die objektive Welt uns stets als eine und dieselbe ei-seheinen, und 
es ist ganz gleichgültig, ob von jenem absoluten Standpunkte aus die 
Welt sich vergi'össert oder verkleinert. Diese Bestimmung der relativen 

Identität wurde aber bei Konstruktion des Kraftgesetzes — — ^-^ zu 

Grunde gelegt; mussto zu Grunde gelegt werden, weil die Begriffe 
„Bewegung, Grösse der Zeit, Grösse der Ausdehnung, Grösse der 
Masse", relative waren. Also genügt unsere logische Welt dieser Be- 
dingung, und der impulsive Kraftpunkt ist zulässig. 

Will man, um die Sache plausibler zu machen, diese Relativität 
der Begiiffe wiedenim in sinnliche Vorstellungen übertragen, so kann 
man sich mit der mathematisch beglaubigten Versicherung trösten^ 
wir seien nun einmal so organisirt, dass von dem thatsächlieh statt- 
findenden Auseinanderfliegen der Welt gar nichts gemerkt wird. Die 
mathematische Form dieses Satzes wurde schon von Newton gefunden, 
und wird als reinei' Ausdrack eines logischen Gesetzes ewigen Werth 
haben, wenn auch sein Gravitationsgesetz sich als ungenau erweisen 
sollte. 

Wenn nun eine Beobachtung von uns die Annahme fordert, dass 
ein bestimmtes Atom (repulsiv wirkend gedacht) in Ruhe verbleibe, 
obgleich nach der einen Seite desselben eine grosse Anzahl anderer 
repulsiver Atome liegen, so ist die logische Konstruktion durch Nichts 
gehindert, auf der anderen Seite in behebiger Entfeniung eine solche 
Kräftezahl (Masse) zu setzen, dass jenes erstere Atom in Gleichgewicht 
verhan-e, trotz alles sein sollenden Auseinandei-fliegens dieser Atome. 
Aus diesem Gmnde kann man sich die Voi-stellung der Weltkonstitution 
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bei repuKiM,!! At men ehi \ei einfach en — wenn man fürchtet durch 
das Festhalten lei lelativen Be^iifte schwindlig zu werden, und des- 
halb voizifcht wie ioihei zu limiiieten "Voistellungen übei'zugehen. 

Wenn man mmlich ein be'^tmimtes Pioblem behandelt, so liegt 
immer nui eine iiumlich leRienzte Anzahl von Atomen der Betrach- 
tung voi feonst w\)e eben die AuJ^xbe keine bestimmte. In der 
Mechanik wiid zwai hiufi-, die tedensiit gebraucht: „eine unendlich 
ausgedehnte Flüssigkeit, die in der Unendliclikeit ruht"; dieselbe 
sagt aber durchaus nichts anderes aus als „räumliche Begi-enzung", 
wobei die Begi-enzung gewissen Bedingungen unterworfen ist; die 
Wörter ,, unendlich ausgedehnt, Euhe in der Unendlichkeit" sind keine 
logkchen Begriffe, sondern den analytischen Symbolen angepasste Aus- 
drücke, deren wahre Bedeutung in B, C, D gegeben worden ist. Um 
nun nicht durch die Relativität des Bewegungsbegriffs in der analyti- 
schen Formulirung gestört zu werden, kann man sich obige begrenzte 
Anzahl von Atomen vorstellen als eingeschlossen zwischen undurch- 
dringliche Wände, welche gebildet werden durch die Grenzen des zu 
behandelnden Raumes; diesen Wänden muss sodann dieselbe Eigen- 
schaft der absoluten Elastizität wie den Atomen gegeben werden. 
Hierdurch ist die logische Relativität der mechanischen Maasseinheiten 
durch eine konkrete Vorstellung ei-setzt. Will man aber durchaus das 
Wort „unendlicher Raum" beibehalten, nun so darf demselben auch 
nicht die Möglichkeit abgesprochen werden, bis in die sogenannte 
Unendlichkeit hinein Kräftepunkte zu beherbergen, deren Wirkung die 
Veränderungen der im obigen bestimmten Problem enthaltenen Atome 
begrenzt. Diese sogenannte Unendlichkeit der Masse im unendlichen 
Räume liefert demnach dieselbe konkrete Vorstellung wie die undurch- 
dringlichen Wände, kann als Ersatz dienen für die logisch allein zu- 
lässige Relativität der Maa^s -Einheiten. 

Man darf nun nicht vermeinen, dass mit diesen Thesen und Anti- 
thesen von Unendlichkeit oder Endlichkeit des Raumes, Zeit, Masse, 
wie sie in Kants Antinomien, und heutzutage etwas verändert in dem sog. 
kosmologischen Problem auftreten, irgend etwas Absolutes behauptet 
oder Thatsächliehes ergiTlndet werden könne. Dergleichen bleiben 
ewig unfruchtbare Spielereien, wenn sie als Erörtemng des absolut 
Daseienden gelten sollen; sie sind nur gut dazu, um uns über die 
widerspiTiehsvollen Begriffsbildungen bei Anwendung des unendlich 
aufzuklären und vor deren Verwendung zu warnen. Die Logik darf 
nur von begrenzten Räumen, Zeiten, Massen sprechen, ohne sich jedoch 
eine Sehranke zu setzen, diese Grenzen beliebig weit hinausrüeken zu 
können. Wollen wir diese logische Fähigkeit grenzlos nennen, nun 
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gut; aber ein unendüchei- , d. h. grenzenloser und doch bestimmter 
Raum, als objektives Ding, absolute Substanz, oder dergleichen — ist 
eine Negation des vernünftig und bestimmt Denken Wollens. 

Allen direkten Einwtirfen gegenüber hat sich der repulsive Kraft- 
punkt als zulässig erwiesen; es ist jetzt zusehen, inwieweit er zur 
metaphysischen Erkläi-ung physikalischer Vorgänge tauglich ist. 



Der Aether. 

Wenn wir abstossende Kraftpunkte im Räume vertheilt denken, 
seien dieselben zu einer gewissen Zeit in Ruhe oder mit eigener Be- 
wegung ausgestattet, so werden dieselben im Allgemeinen ihre gegen- 
seitigen Bewegungen ausgleichen und in einen Gleichgewichtszustand 
übergehen, oder vielmehr in einen solchen Zustand, wo ein jeder 
Kraftpunkt regelmässige Schwingungen um ein bestimmtes Gleich- 
gewichtszentrum ausführt. Diese Gleichgewichtszentren werden schliess- 
lich die Lage grösstmöglicher Stabilität annehmen; dieselbe wird an- 
gegeben durch die mögliehst homologe Vertheilung der Zenti-a im 
Räume. Eine absolut gjeichmässige Vertheilung derselben, wobei also 
ein jedes von seinen nächsten Nachbaren gleiche Distanzen hat, ist 
unmöglich, weil der Raum von dem absolut regelmässigen Körper 
(Tetraeder) nicht stetig erfüllt werden kann. Die der absoluten Regel- 
mässigkeit genäherteste Form, welche den Raum stetig ausfüllen kann, 
ist die Vertheilung nach den Ecken des Würfels. Eine solche sei flir 
das Folgende zu Giiinde gelegt, Eine solche regelmässige Anordnung 
von Kiaftpunkten im Räume werde „Aether" genannt. Andere Gleich- 
gewichtszustände des Äethers, also andere Arten von Aether würden 
entstehen durch homologe Vertheilung der Kraftpunkte in verschiedenen 
Richtungen. Diejenigen, welche unsere irdische Physik interessiren, 
werden angegeben durch die Gestalten kristallisirter Köi-per. Wegen 
der verschiedenen Entfeiiiung der Kraftpunkte von einander muss im 
Allgemeinen die Reaktion des Aethers gegen Stömngen, also seine 
Elastizität, eine verschiedene sein in den verschiedenen Richtungen. 
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§4. 

Das Körperatom. 

Um in einer solchergestalt konstituii-ten Welt Unterschiede ent- 
stehen zu lassen, die mit dem korrespondiren, was wir Köi-per nennen, 
gibt es kein anderes Mittel als vei-schiedene Gruppiruiigen der Kraft- 
punkte anzunehmen. Die Chemie lehrt uns nun, dass es, wenigstens 
in der uns bekannten Welt, stabile Körperbestandtheile gibt, oder viel- 
mehr: wir nennen diejenigen Gruppirungen, welche sich als unveränder- 
lich in dem uns bekannten Zeitablaufe erweisen, „chemische Elemente", 
welche zur Bildung eines physikalischen Körpers nothwendig sind. Es 
kommt jetzt also darauf an diejenigen Gruppirungen von Kraftpunkten 
ausfindig zu machen, welche einer solchen Unveränderlichkeit genügen. 

Nach einem früher gefundenen Satae würde dieser Stabilität, so- 
fern die Kraftpunkte oder Grappen derselben in relativer Ruhe voraus- 
gesetzt werden, nur der eine Fall genügen, wenn alle Gruppen in 
Symmetrieebenen homolog vertheilter Systeme liegen; ein Fall, welcher 
schon gleich von der Betrachtung auszuschliessen ist , weil dann keine 
Veränderung in der Welt stattfinde, also das, was wir jetzt Welt 
nennen, nicht existirte. 

Um der Stabilität der Existenz von Atomgruppen zu genügen, 
müssen dieselben demnach nothwendig als bewegt gedacht werden. 
Die Art der Bewegung, welche ihre Auflösung durch die übrigen 
Kraft^entra verhindert, ist jet5;t zu bestimmen. 

Den beiden Denkformen „innere — äussere Beziehung" entsprechend 
kann es nur zwei Arten von Bewegung geben, wenn von einem Einzel- 
komplexe einer Gesammtheit gegenüber die Rede ist. Diese beiden 
Arten sind innere Bewegung des Komplexes, bei welcher er der Ge- 
sammtheit gegenüber in Ruhe verbleibt, und äussere Bewegung, hei 
welcher er der Aussenwelt gegenüber Verändeiningen durchmacht, eine 
Bahn beschreibt. Von allen inneren Bewegungen eines Gesammt- 
komplexes sind es nur diejenigen der Rotation, welche unter allen Um- 
ständen die relative Ruhe der Aussenwelt gegenüber behalten. Die 
Drehung ist also diejenige Bewegung, welche eine Gruppe von Kraft- 
punkten zu einem stabilen Komplexe machen kann. 

Beleuchten wir dies Resultat mit den Sätzen, welche die analytische 
Mechanik aufgestellt hat, so sind darauf zunächst die von Dirichlet und 
Clebseh gefundenen anzuwenden, deren Hauptsache folgendermaassen 
ausgesprochen werden kann; 

Kugelförmige Körper bewegen sich in einem inkompressibelen 
absolut flüssigen Medium, welches seinen Bewegungszustand nicht ändert, 



y Google 



394 E- Kap' H. Theorie der atoraistiBcheii Konstitution der Körper, 

SO, als ob das Medium gar nicht vorhanden wäre; ändert sieh jedoch 
die Bewegung des Körpers oder Mediums, so hängt der Widerstand, 
den das eine oder andere (je nach dem Standpunkte der Betrachtung) 
erleidet, von dieser Aendening des Bewegungszustandes ab. Kotations- 
köipev verhalten sieh gleicherweise in der Richtung senkrecht zur 
Rotationsachse. 

Wir besitzen nämlich in dem oben konstituirten Aether ein Medium, 
welches der Anwendbarkeit hydrodynamischer Gleichungen vollkommen 
entspricht, welches absolute Flüssigkeit und Inkompressibilität in 
mathematischem (nicht in dem wörtlich zu nehmenden) Sinne besitzt. 
In dieser Flüssigkeit schwimmen oder bewegen sieh rotirende Gnippen 
von Kraftpunkten, welchen letzteren keine andere Qualität als den 
übrigen Kraftpunkten des Aethers beigelegt zu werden braucht; im 
logischen Sinne ja auch nicht kann, weil sonst eine Welt von Hetero- 
genitäten postulirt würde. 

Das Köi-perelement (Atom) besteht also aus einer als Rotations- 
körper geordneten Gruppe von Kraftpunkten, welche, einige später zu 
erörternde Spezialfälle ausgenommen, in relativem Gleichgewichtszustände 
stehen. Wegen der Rotation einer solchen Gruppe muss die Dichtig- 
keit derselben im ÄWgemeinen geringer sein als die Dichtigkeit (nach 
der Anzahl der Kraftpunkte in einem bestimmten Volum gemessen) des 
umgebenden Aethei s Die Gestalt dieser Elementargruppen werden 
wir im Allgememen il=i Eotationseliipsoide zu denken haben, wobei 
aber andere Formen nicht prinzipiell auszuschliessen sind. Bei einer 
gewissen Grösse und Rotationsgeschwindigkeit wird z. B. ihr Querschnitt 
nach der Rotationsa\e verschiedene lemniskatenähnliche Linien bilden, 
Ist die Dicke der Gnippej welche wir hinfort Körperatom nennen, d. h. 
die Länge der Rotationsase im Verhältniss zur mittleren Distanz der 
Aetheipunkte sehr gross, so wird seine Form übergehen in die eines 
Ringes von verschiedenartigem Querschnitt, Ein solcher King kann 
schon eine stabile Form bilden, wenn seine Kvaftpunkte im Querschnitt 
rotiren; er kann aber ausserdem auch noch eine Rotation im Sinne 
der Ringfläche haben. Es würde in diesem Falle der Ring einen Quer- 
schnitt in Eilinie mit nach Aussen gerichteter Spitze haben , und seine 
Kraftpunkte würden spii-alförmige Linien in dem Ringe beschreiben. 
Besteht das Körperatom aus mehreren schalig geordneten Schichten 
von Kraftpunkten, so wird seine Dichte an verschiedenen Stellen ver- 
schieden sein. Auch der Aether wird in nächster Umgebung des Köi-per- 
atoms etwas dichter als im Mittel des köi-perleeren Raumes sein. Alle 
diese näheren Bestimmungen, welche von höchster Bedeutung bei den 
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Molekularvorgängen sind, müssen einer wohl nicht sehv einfachen ana- 
lytischen Behandlung vorbehalten bleiben; sie wurden hier nur erwähnt, 
um die Verschiedenheit der Möglichkeiten anzudeuten, welche sich auf- 
stellen lassen. 

Ein solches Körperatom hewegt sich nach dem Diriehletschen Satze 
im Aether so als wenn derselbe nicht vorhanden wäre. Für die Be- 
schleunigung der Umlaufzeiten der Kometen mUsste also eine andere 
Ursache als ein wiederstehendes Mittel gesucht werden, Zwei Körper- 
atomö können nicht zur unmittelbaren Berührung gebracht werden. 
Sobald ihre Entfernung bedeutend unter die der mittleren Distanz der 
Äetherpunkte sinkt, schnellen sie wie zwei absolut elastische rotirende 
Räder von einander. Für ihre ehemische Konstanz ist also nichts zu 
fürchten. 



§5. 

Gravitation. 

Zwei Körperatome bewegen sich in dem Aether, dessen Kraftpunkte 
nach dem Gesetz — -„— aufeinanderwirken , im direkten Verhältniss 

ihrer Aetherverdünnung {Körperdichte) und im umgekehrten des 
Quadrats ihrer Entfernung, wie sich durch eine einfache geometrische 
Betrachtung ergibt. Hiernach würde der Äusdmck : „ponderable Köi-per 
bewegen sich zueinander hin, weil sie sich anziehen" — auf derselben 
metaphysischen Stufe stehen wie die Erklärung: „der Luftballon steigt 
in die Höhe, weil er als leicht zur Höhe strebt". Ebenso wie man 
jetzt sagt: der Ballon steigt, weil er durch die dichtere Luft zur dünneren 
hingedrängt wird, müsste nach unserer Konstinktion gesagt werden: 
der Körper wird durch den an Kraftpunkten dichteren Aether nach 
dünneren AetheiTäuraen hingedrängt. 

Zu bemerken ist jedoch, dass nach obigen Voraussetzungen die 
Gravitationseföcheinungen nur in dem speziellen Falle, dass die gravieren- 
den Körper in relativer Ruhe gegeneinander stehen, genau nach der 
Formel des logischen Kraftgesetzes ei-folgen würden. Denn da dieselben 
nicht unmittelbare Folge einer Anziehung, sondern mittelbare Wirkung 
einer Abstossung sind, so findet hier keine instantane Fernewirkung statt, 
sondern die Wirkung erfolgt nach Maassgabe der Geschwindigkeit, mit 
welcher die Aetherbewegung sieh fortpflanzt. Ist auch die Feniewirkung 
eines Aetheratoms auf das andere instantan, so gebraucht doch dasselbe 
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Zeit, um diese Kraft durch eine Bewegung zum Ausdrucke kommen zu 
lasseu. Die Bewegung eines Aetheratoms findet aber uicht statt durch 
die direkte FeruewirkuHg von der Quelle der Bewegung aus, weil diese 
ja schon in grosser Nähe unmerklich wird, sondem durch die fortgepflanzte 
Bewegung jener Quelle, Wir werden deshalb bei den Gravitations- 
erscheinungen zu berücksichtigen haben, ob die gravierenden Massen 
sich einander nähern oder entfernen. Wenn wir dies in die Formel 



Wi m^ 



introduziren , so erhalten wir 



-jz] als Gravi tationsfonnel, 



wobei V die gegenseitige Geschwindigkeit der Annäherung oder Ent- 
feiTiuiig der beiden gravitirenden Massen, l die Geschwindigkeit der 
r.ortpflauzung der Aetherbewegung ist, filr welche letztere die Licht- 
geschwindigkeit zu setzen ist. 

Dass eine solche Abweichung von der jetzigen Gravitationsformel 
aus astronomischen Beobachtungen bestätigt oder negirt werden könnte, 
ist wohl sehr fraglich ; denn mr haben keine Planeten, die ihre gegen- 
seitige Geschwindigkeit so ändern , dass j eine merkliche Grösse wer- 
den könnte. Bei Molekularbewegungen jedoch, welche durch das gegen- 
seitige Gravitiren der einfachsten Köi"peratome erzeugt werden , und 
die zugleich von einer Bewegung des umgebenden Aethei-s beeinflusst 
\verden, dürften sich Beispiele für die Anwendung und Kontrole obiger 
Formel finden. 



§ 6- 

Körperzustände. 

Gase. 

Die jetzt ziemlich allgemein angenommene Krönig-Clausius'sche Gas- 
theorie wird durch das hier konsti-uirte Körperatom veretändlich i d.h. 
das jener Theorie nothwendige Substrat „absolut elastisches Gasatom 
und absolut elastische Gefässwand" wird hier in widerspi-uchsfreier 
Konstruktion hergestellt. Gerftth der Aether, in welchem die Gasatome 
in fortschreitender Bewegung schwimmen, in Schwingungen, so kann, 
weil die Schwingung eine veränderliche Bewegung ist, ein Theil seiner 
Energie nach dem Dirichletschen Satae auf die Gasatome übertragen 
werden. Umgekehrt können auch schwingende Körperatome ihre Be- 
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wegung auf den Aether übertragen. Die'^ei uumittellMie Bewegungs- 
austausch zwischen Körpei und Aethei ibt dass Lieht, die Ueberti-agung 
der Bewegung eines Körperatoms auf das andeie duich Vermittelung 
des Aethei-s strahlende Wärme, Uebertiagung diesei Bewegung durch 
die kombinirte Wirkung von Aetherschwmgung und GiiMtation (haupt- 
sächlich durch die letztere» die leitende Warme 

Flüssige Körper. 

Bewegen die Gasatome sich in fortschreitender Bahn, so wird diese 
letztere bei den Flüssigkeiten sehr gering sein: bei den nicht ver- 
dampfenden Null. Die Molekel der Flüssigkeiten können also ausser 
der jedem Atom zukommenden Rotation nur noch Schwingungen um 
bestimmte Mittelpunkte ausführen, deren Lage jedoch stetig veränder- 
lich sein mag. Ihre Molekel werden sieh in ziemlich gleichen Ent- 
fernungen befinden und die Trägheitsaxen ihrer Gleichgewichtslagen 
haben alle möglichen Richtungen, wodurch mit wenig Kraftaufwand 
eine Vei-schiebung der Molekel vollführt werden kann. Eine faden- 
förmige StiTiktur der Flüssigkeiten ist nicht absolut ausgeschlossen; 
solche Fäden können aber nur als knäuelartiges Gewirre, nicht als regel- 
mässige Schichtung gedacht werden; der Grund davon wird sich bei 
Besprechung der Kohäsion herausstellen. 

Feste Körper 

haben im Allgemeinen kristallinische oder auch beliebige Faden- 
struktur. 

Verringert man die Bewegungsenergie zweier Atome, sodass 
schliesslich ihre ganze Bewegung auf die unzei-stoil aie Rotation leduzirt 
ist, so werden dieselben durch die Giavitation ^llmlhlich m die stabilste 
gegenseitige Lage gebracht. Mitwirkungen den nicht m allen Richtungen 
gleich elastischen Aethers sind dabei nicht ausgeschlossen Mehieie 
an Grösse und Rotationsge3chwindi„keit r^^eiLhe ellipsoidisthe odei 
Ringatome werden sich deshalb mit ihiem breitesten Querschnitt mog 
liehst nahe aneinanderlegen und als Ganzes einen geldiollenihnlichen 
Faden bilden; mehrere solcher Fäden legen sich seitwart aneinander 
und bilden einen Köiper, dessen Eiastizitätsa\en odei KnstaUisations 
form von der Gestalt und dem Rotationsmoment der Atome al hingt 
Sind mehrere Atome zu einem Molel el ^eieini^t, so entschei lei lie 
Trägheits- und Rotationsaxen des Molekel. 
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Molekularerscheinungen. 

Eine der grössten Schwierigkeiten für die bisherigen Hypothesen 
bilden die Ei-scheinungen, welche bei sehr kleinen Distanzen der Köi-per 
beobachtet werden. Man fand sich deshalb veranlasst, neue Kräfte zu 
erfinden, sog. Molekularkräfte, die wiedemm verschieden unter sich, in 
ihrer Wirkung auf kleine Distanzen beschränkt sein soiiten. Nonninell 
hatte man damit wenigstens eine Erklärung für die Thatsachen. denn 
das Wort „Kraft" gilt gewöhnlich für eine Erklärung. Nach unserem 
Prinzipe ist dies nur in dem Falle zulässig, wo „Kraft" den logischen 
BeziehungsbegritF bedeutet, soll also eine wahrhaft metaphysische Er- 
klärung hier stattfinden, so müssen auch diese widei'spenstigen Mole- 
kularkräfte auf den Funktionalbetfiift, ^ ^ ^ zurückgefllhi-t werden. 

Eoliäsioii. 

Wenn man sich die Masse als gleichfönnig und i-uhend in dem Körper 
vertheilt denkt, so kann eine andere Festigkeit als diejenige, welche 
durch die Gravitation der Atome hervorgebracht wird, nicht erzeugt 
werden. Berechnet man nun nach der bekannten Intensität der Gravi- 
tation die Anziehung, welche zwei EisenwUrfel aufeinander ausüben 
würden, so erhält man einen Betrag, welcher noch nicht den billionten 
Theil der Festigkeit des Eisens ausmacht. Die Struktur des Eisens 
muss demnach eine ändere sein als eine solche von gleichraässiger Vei- 
theilung ruhender Atome. Die uns zu einer Erklärung der Kohäsion 
zu Gebote stehenden Mittel sind aber keine andeni als „ungleichmässige 
Vertheilung der Eisenatome und Bewegung derselben". 

Sucht man die Festigkeit durch ungleichmässige Vertheilung zu 
erklären , so lässt sich die dazu erforderliche Struktur des Eisens be- 
rechnen. Alle Atome müssten dann in Fäden liegen, etwa nach den 
Kristallisationskanten des Eisens geordnet, in welchen die mittlere Ent- 
fernung der Atome zu derjenigen dei F iden sich ungeföhr verhielte wie 
1 zu lO'ä. Je nachdem die Kohision gegen Zug und Dinick gleich 
oder verschieden mussten diese t iden in gleichen oder ungleichen 
mittleren Abständen liefen 

Es liegt nun in einer solchen Stiuktui an und für sich weder etwas 
Unmöghches noch Wideisinniges wenn es luch unserem Gefühle wider- 
strebt anzunehmen diss unsei e festesten und überall dicht aus- 
sehenden Körper lus solchen Spmnewelen auteel aiit hem sollen. Unsere 
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Sinne ermöglichen uns nur Verhältnissbestimmungen , keine absoluten. 
Sind die Sinne so gestaltet, dass sie dergleichen Fadengebilde aufzu- 
fassen vermögen, so halten wir ein solches ftlr dicht und undurchdring- 
lich im Verhältniss zu anderen, obsehon ein anders organisirter Sinn 
unsere dichtesten Körper vielleicht seinerseits für Spinnewebe, und 
unsere Spinnewebe für gar nicht existirend erklären würde. 

Es gibt aber gewichtigere Einwände gegen eine solche Struktur 
von anderer Seite. Vorerst ist nicht ersichtlich, wie es bei einer solchen 
Konzentration der Köiperatome, wobei das weitaus grösste Voluni inner- 
halb des Körpers von freiem Äether eingenommen würde, erklärbar 
wäre, dass es undurchsichtige Körper gäbe, was doch gerade bei unseren 
dichtesten der Fall ist. Sodann müsste aber auch den Flüssigkeiten 
eine Fadenstraktur zugesprochen werden, weil auch diese eine weit 
grössere Kohäsion haben als durch Gravitation erklärlich ist. Eine 
solche Fadenstruktur würde aber bei dünnflüssigen Körpern die grosse 
Beweglichkeit kaum erklärbar lassen ; warum , wird aus der folgenden 
Strukturmöglichkeit hervorgehen. 

Lässt uns die Gravitation bei Erklärung der Festigkeit im Stich, 
so bleibt nur das Bewegungsmoment der Körperatome noch Übrig; 
dieses reicht aber auch vollständig als Giimd jeder Festigkeit aus. 

Nimmt man einen der bekannten Wunderkreisel (eine Bleischeibe, 
welche in einem Ringe rotirt), so kann man ohne grosse Kraftanatren- 
gung denselben in eine solche Drehung versetzen, welche die Wirkung 
der Schwere aufhebt, sodass die an ihrem Endpunkte unterstützte und 
horizontal gerichtete Eotationsaxe durch die Schwerkraft in ihrer Lage 
nicht geändert wird. Nach einer annähernden Schätzung würde es eine- 
Rotationsgeschwindigkeit erfordern , welche nicht einmal die Licht- 
geschwindigkeit erreicht, um eine Stabilität der Eotationsase hervor- 
zubringen, welche der Festigkeit des Eisens aequivalent ist^'). Hier- 
dui'ch erhalten wir die Möglichkeit, eine jede Kohäsion je nach Bedürf- 
niss durch das Rotationsträgheitsmoment oder durch vei-schiedene Ver- 
theilung der Atome, oder durch Beides zu erklären. Zugleich leuchtet 
aber auch ein, warum die Flüssigkeiten trotz leichter Versehiebbarkeit 
ihrer Theile Kohäsion besitzen. Denn ihre Verschiebbarkeit ist ermög- 
licht durch die nach allen Richtungen gelegenen Eotationsaxen. Die 
Verschiebung der Rotationsaxen in paralleler Richtung, also ohne Ver- 
änderung der Richtung erfordert keine andere Kraft als diejenige zur 
Bewegung des Massenmomentes. Wenn aber eine Schicht dei-selben 
abgerissen werden soll, so würden immer viele Rotationsaxen der 
Trennungsfläche nicht in paralleler Richtung bewegt werden müssen, 
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weil die Bildung des MBniskus eine Veränderung der Rotationsaxen 
erfordert, wie folgt: 

Adhäsion , Kapillarität. 

Auch Flüssigkeiten können eine grosse Kohäsion besitzen wie z. B. 
das Quecksilber; es ist dann vorauszusetzen, dass ihre Atome eine grosse 
Rotationsgeschwindigkeit haben, wodurch dieselben eine grosse Ver- 
dünnung dem Aether gegenüber erhalten, also einen desto dichteren 
Körper konstituiren. Dies stimmt mit der Thatsacbe, dass die flüssigen 
Metalle grosse Kohäsion besitzen. 

We n z vei Körper sehr nahe zusammenkommen, und der eine da- 
von hat u allen Richtungen rotii-ende Atome, so werden die gleich- 
ge hteten beider Körper in nähere Distanz rücken können als die 
ungle cl gelichteten; die Gravitation wird sich bei den erstereu also 
stäiker beme klich machen, und die betreifenden Atome werden sehein- 
ba V n de Körper mit einer Kraft angezogen, welche viel rascher 
zu nt ils nach dem umgekehrten quadratischen Verhältnis« der Ent- 
fe g So wüj'de z. B. ein Kraftpunkt, welcher sich im Inneren eines 
von 4 Kraftpunkten gebildeten Tetraeders bewegt, und deren Wechsel- 
wirkung nach dem logischen Gesetz g - stattfindet, sich so bewegen 

als wenn er von dem Zentrum des Tetraeders im umgekehrten Verhält- 
niss der vierten oder fünften Potenz der Entfernung angezogen würde. 
Durch das Zusammenrücken dei-selben werden die von dem festen 
Köi'per verschieden rotirenden Atome des flüssigen bei Seite geschoben, 
und diese ihrerseits schieben wiederum gleichgerichtete Atome an der 
festen Körperwand vorwärts. Eine netzende Flüssigkeit, welche durch 
Atomgestalt, Rotationsmoment etc. die Eigenschaft erhält, in sehr nahe 
Entfernung von dem benetzten Köi-per gelangen zu können, wird sich 
demnach an dem benetzten Körper ausbreiten. Ausserdem tritt bei 
so nahe zusammenrückenden Atomen noch eine andere Erscheinung auf, 
welche unter Elektrizität betrachtet wird, die dann besteht, dass bis 
zu einer gewissen Entfeniung voneinander befindhche rotirende Atome 
mit verschiedener Rotationsgeschwindigkeit einander beeinflussen müssen ; 
eine Wechselwirkung, welche sich je nach dem Sinne der Rotationen 
als anziehende oder abstossende Bewegung kundgibt. In dieser kombi- 
nirten Wirkung der nächsten Fiüssigkeitsschieht, welche durch die 
Gravitation viel stärker zu dem festen Köi-per hingezogen wird als nach 
dem Mittelwerth der Gravitation, und der Stöi-ung des Aethers durch 
die verschiedene Eotationsgeschwindigkeit der Atome, sind hinlänglich 
üi-sachen zur Erklärang der Adhäsion und damit auch der Kapillarität 
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gegeben, ohne dass man gezwungen wäre Kräftewesen liypostasiren zu 
müssen. 

Bei den nicht netzenden Flüssigkeiten ist anzunehmen, dass die 
Gestalt der Atome oder Sinn ihrer Rotation die Annähemng bis zu 
einem gewissen Grade verhindert; der Sinn der Eotation kann sogar 
abstossend wirken. 

Die Diffusion der Flüssigkeiten kann gleichfalls ihre Erltlärung aus 
den hier besprochenen Ursaclien herleiten. 

Reibung. 

Sobald die Körper einander so nahe kommen, dass ihre verschiedenen 
Theile aufeinander verschiedene Wirkung ausüben, bleibt ihre Total- 
bewegung nicht mehr dieselbe, weil ein Thei! der Bewegungsenergie zur 
Aenderuog der inneren Konstitution verwendet wird. Bei den Be- 
rührungen , welche die Technik in Betracht zieht, nennen wir dies 
Reibung. Prinzipiell sind mehrere astronomische Phänomene wie Fluth, 
Eetardirung der Rotation des Mondes, hiervon nicht verschieden. Auch 
die Uebertragung der Bewegung des schwingenden Äethers auf das 
Körperatom kann man Reibung nennen. 

Reibung wird gleichfalls stattfinden bei jeder Vei-schiebung der 
Flüssigkeitstheilchen , und in diesem Falle Widerstand des Mediums 
genannt. Nicht allein das Gleiten der Körper übereinander, sondern 
ein jeder Kontakt erzeugt, wie oben hervorgehoben, Reibung. Die 
Adhäsion ist demnach in nächste Verbindung mit der Kontaktelektrizität 
zu bringen*^). 

Chcmlsclie YerbiiiduDg. 

Die Chemie betrachtet die zusammengesetzten Körper als gebildet 
durch Molekel, welche die einfachsten Atome in unverändertem Zu- 
stande enthalten ; dieselben müssten sich demnach in bestimmten durch 
Gravitation und Rotationszustand bedingten Bahnen umeinander bewegen. 
Eine annähernde Vorstellung eines solchen Molekel kann man sich 
durch eine Kombination von Springbrunnturbinen verschaffen , deren 
Wasserzufluss man so reguhrt, dass die Strahlen in einzelne Tropfen 
zerfallen, als Repräsentanten der Atome oder jenachdem auch der das 
Atom bildenden Kraftpunkte, Supponirt man Ringatome, so ist es 
möglich, hieraus relativ feste Molekelgestalten zu bilden. Eine Ver- 
änderung kann in dem Molekel nur stattfinden mit gleichzeitiger Stöi-ung 
des umgebenden Aetherzustandes, also durch Wirkung von Licht, Wärme 
und Elektrizität; oder umgekehrt, je nach dem zur Anwendung des 
Funktionalbegriffs gewählten Standpunkte. 

2Ü 
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§8. 

Wärme und Licht 

werden unterschieden je nach den Organen oder Instrumenten, welche 
zu ihrer Wahrnehmung und iVIessung dienen. Der Aether der ündula- 
tionstheorie ist identisch mit dem hier postulirten. Wenn die meisten 
Physiker glaubten den Aetheratomen ein anderes Kraftgesetz als das 
logische zuschreiben zu müssen, so lag dies nur in der Annahme einer 
räumlich nicht homologen Vertheilung derselben. Cauchy konstrairte 
sich den Aether stets in konzentrischen Schichten um den der Unter- 
suchung unterworfenen Ort. Er wurde hierzu verleitet durch die 
elegante Form der Integralausdrücke, welche dabei aufgestellt werden 
konnte. Die Natur kehrt sich aber nicht an eine solche technische 
Eleganz der Rechnung, uud die Logik muss Cauchy's Annahme schon 
deshalb für unzulässig erklären, weil dann jede Ilaumstelle ihr eigenes 
Aethersystem haben müsste. Die Formeln der Undulationstheorie lassen 
sich aus dem logischen Kraftgesetz ebensogut wie aus einem jener 
schematisehen Ausdrücke ableiten, und Fresnel besass hier einen divi- 
natorischen Blick, welcher ihn davor bewahrte in deu Foi-meln mehr 
zu suchen als eine Hülfe für logische Kombinationen. 



Elektrizität und Magnetismus. 

Werden zwei Körperatome von verschiedener Eotationsgeschwin- 
digkeit oder Volum, also im Allgemeinen verschiedenen Körpern zu- 
gehörig, in eine gewisse Nähe zueinander gebracht, so bewirkt der 
durch die verschiedene Rotation entstehende Wechsel in der Distanz 
ihrer Kraftpunkte einestheils eine Störung der Rotation und damit des 
umgebenden Aetherzuatandes , anderntheils eine Anziehung oder Ab- 
stossung der Köi-peratome. Positive und negative Elektrizität unter- 
scheiden sich nach dem gegenwärtigen Sinne der Ätomrotationen , oder 
auch je nach der Differenz der Rotationsgeschwindigkeit, wenn diese 
einmal von den zurückbleibenden, das anderemal von den voreilenden 
Kraftpunkten aus beurtheilt wird. 

Eine Ausführung dieser Theorie ersparen wir uns hier, weil eine 
solche von Hankel (Berichte der sächs. Akademie d. W, 1865/66) schon 
gegeben worden ist auf Grund der Hypothese : 
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„dass die Elektrizität fortpflanzende Materie aus Scheibchen besteht, 
welche durch eine grössere Anzahl von Molekeln des Aethers und 
Molekeln der ponderablen Substanz gebildet sind, welche alle ehie 
gemeinsame Rotation besitzen." 

Ein solcher Träger der elektrischen Erscheinungen ist nun durch 
unsere Körperkonstruktion widerspruchsfrei gegeben. 

Da die elektrische Erscheinung von einer Stömng des Aethers 
begleitet ist, oder vielmehr da sie als eine gewisse Reaktion der Kraft- 
punkte zu betrachten ist, so muss, abgesehen von anderen begleitenden 
Umständen, die Fortpflanzung der elektrischen Störung mit der Ge- 
schwindigkeit des Lichtes erfolgen. 

Zu bemerken ist noch, dass Hankel zu einem von Ampere's Gesetz 
abweichenden Ausdruck der Induktionswkkung gelangt; das Hankel- 
Grassmann'sche Gesetz aber die meisten Erscheinungen eben so gut 
erklärt, wie Ampöre's Ausdruck. Sollte der Letztere flir Einzelnes 
exakter sein, so würde dessen ümwandelung in Differentialzeichen, wie 
sie in der Weber'schen Fonnel ausgeführt ist, keineswegs den Sehluss 
auf ein neues Kraftgesetz rechtfertigen, sondern, wie es die Logik er- 
fordert, einen Sehluss auf die Konstitution des wirkenden Körperatoms, 
welches kein Kraftpunkt ist; nur für diesen gilt das logische Gesetz 
der Fernewirkung. 

Es treten bei einer solchen Rotationsbeeinflussung noch sehr viele 
Umstände ein, welche berücksichtigt werden müssen. Hätte man es 
z. B. mit einem aus Ringatomen konstruirten Köi-per zu thun, dessen 
Einzelatome nur um wenige Kraftpunktdistanzen entfenit stehen, so 
kann innerhalb eines solchen Ringfadens eine strömende Bewegung des 
Aethei-s stattfinden, weil die Ringe ihm gegenüber eine feste Wand 
bilden. Die Stromgeschwindigkeit dieses inneren Aethers müsste aber 
wiederum durch Äenderung der Ringi'otationen geändert werden, und 
auf diese Weise würde ein neues Glied entstehen , welches die For-t- 
pflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen Störung beeinflusst. 



§ 10. 

Rückblick. 

Eine Ausführung der atomistlschen Theorie liegt nicht im Rahmen 
dieser Arbeit. 

Ob dieselbe hei der heutigen Entwiekelungsstufe der Analyse über- 
haupt möglich ist, mag dahingestellt bleiben. Aber bändereiche Werke, 
welche hierüber mit Aufwand grösster technischer Virtuosität und 
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analytischer Gewandtheit geschrieben worden, sich bei einer schliess- 
lich en philosophischen Zusammenfassung aber doch nur als subtile 
mathematische Spielereien erweisen , mahnen hier zu grösster Vorsicht. 
Will man eine Titelwahl Gauchy's einem philosophischen Gedanken 
zuschreiben, so wäre es ihm hoch anzurechnen, dass er die Mehrzahl 
seiner Untersuchungen über Molebularerscheinungen benannt hat „Exer- 
cices d'analyse". 

Hier sollte aber gezeigt werden, dass ein Substrat ohne inneren 
Widerspx-uch konstniirt werden kann, welches die bisherigen physikali- 
schen Erklärungen unter einem einheitlichen Gesichtspunkte zu vereinigen 
vermag, und dabei noch eine grosse Anzahl von mögliehen Konstmk- 
tionen offen lässt, die je nach Bedüifniss zur Erklärung neuer Be- 
obachtungen dienen können, ohne dass man seine Zuflucht zu neuen 
der Logik fremden Wesen zu nelimen braucht. 
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E. KAPITEL III. 

IDEALITÄT UND EEALITÄT DEE 

AUSSENWELT. 



Die ganze bisherige Untersuchung zeigte, dass die Aussenwelt sub- 
jektiv erzeugt wird durch die Verwendung der Denkbegriffe zur Grup- 
pirung unserer Empfindungen. Die Frage, ob der so entstandenen Welt, 
kurzweg genannt „wahrgenommene Aussenwelt", noch eine andere Be- 
deutung denn als „Produkt unserer Denkthätigkeit" zugesprochen werden 
müsse, etwa als selbständige Existenz, blieb unerörtert. Auf diese Frage 
sind drei Hauptantworten möglieh, welche auch in den bisherigen philo- 
sophischen Systemen vertreten wurden. 

1) Die Aussenwelt existirt als selbständige, durchaus von dem Dasein 
eines Denkens oder sonstigen Bewusstseins unabhängige Realität 
in Raum und Zeit, wie sie von dem gesunden Menschenverstand 
— oder aber mit kleinen Abändemngen je nach der feineren Er- 
fahmng der Naturfoi-seher ! ! — wahrgenommen wird, 

2) Die Welt ist nur unsere Vorstellung — subjektives Produkt eines 
Ichwesens — oder auch die Ei'Scheinung eines realen Dinges an 
sich, welches aber einem anders organisirten Intellekt andei-s 
erscheinen mag. 

8) Die Welt ist allerdings zuvörderst unsere Voi'stellung, wird sub- 
jektiv erzeugt; aber es existirt auch eine reale, von allem Denken 
und Vorstellen unabhängige Aussenwelt, und zwar genau in den- 
selben Formen, wie sie nachträglich durch unser Vorstellen sub- 
jektiv reproduzirt wird. 

1) ist die Antwort der naiven Auffassung, die populäre Metaphysik 
des Mateiialismus, das Dogma, welches naturnoth wendig am Anfange 
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auftreten muss, ^eii et) so viel bequemer ist, anzuschauen als zu 
denken; weil es gai keine neue Anstrengung erfordert, die im Kindes- 
alter gewonnene instinktive Zusammenfassung sinnlicher Eindecke als 
Kategorien des Uitheils auch im reiferen Alter zu verwenden; während 
die kritische Untersuchung des Entstehens und des logischen Werthes 
jener kindliehen Begriffe ja zuweilen an der Wertiischätzung des lieben 
eigenen Ich zweifeln machen könnte. Deshalb musste auch in kon- 
sequenter Ausbeutung dieses metaphysischen Prinzips der psychische 
Vorgang selbst wieder zu etwas Materiellem gemacht werden; erlangte 
man doch hierdurch etwas Greifbares, und das lästige Denken war bei 
Seite geschoben. Auf eine Widerlegung dieser Antwort braucht heutzu- 
tage nicht mehr eingegangen zu werden. 

2} ist eine richtige, aber unvollständige Antwort, und diese Un- 
vollständigkeit bot einen Spielraum für die Ableitung absurder Fol- 
gerungen aus ihrem richtigen Theile. 

Ein audei'S geai-teter Intellekt als der logische ist im Früheren als 
paralogischer Begriff zurückgewiesen worden ; von ihm kann keine Hülfe 
kommen. Es liegt nun die Thatsache vor, dass die Aussenwelt einem 
jeden bewussten Individuum annähernd als dasselbe Objekt erscheint, 
obschon wir uns für sehr vei-schiedenartige Individuen halten, welche 
demnach auch verschiedene Welten subjektiv produziren müssten. So- 
dann können wir uns von den Wirkungen dieses Objekts abschliessen 
und ihm zugänglich machen; es muss also wohl ein von uns Verschie- 
denes auf uns einwirken. Der Realist argumentirt : Mein Bewusstsein 
trat ei-st zu einer gewissen Zeit auf, und ich habe das Zeugniss der 
mir gleichartigen Organismen, dass auch früher schon eine Aussenwelt 
bestand, also unabhängig von dem Dasein meines Bewusatseins, Wenn 
aber die Welt mit dem Auftreten eines Bewusstseins erst entstehen 
und mit seinem Verschwinden vergehen müsste, so hätten wir ja eine 
Entstehung aus Nichts erlebt, weil die feuerfliissige Erde keine Orga- 
nismen beherbergen konnte, und sdhen einer Auflösung in Nichts ent- 
gegen nach den Foimeln dei Naturforscher, welche die Ausgleichung 
aller Bewegung und demgema'JS die totale Erstan'ung der Welt prophe- 
zeien. Der erste Einwand zeigt jedoch nur, dass das Bewusstsein von 
diesem oder jenem Individuum nicht der Grund der Weltgestaltung in 
der uns geläufigen Form ist; lässt aber den Satz bestehen, dass ohne 
ein dem unsrigen gleichartiges Bewusstsein nicht über Sein oder Nicht- 
sein der Welt diskutirt werden kann; denn auch von jener feuer- 
fiüssigen Erde, vorläufig zugegeben, dass sie nicht der Wohnsitz eines 
Mensehengehirnes sein darf, kann nur deshalb gesprochen werden, weil wir 
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in unserer Rede zu der Vorstellung von einer feurigen Erde ein Meii- 
scliengeliJrn mit seinen Urtheilen hinzubringen, also im grammatisclieii 
Satze möglieh machen, was wir im Begriff des Subjektes negiren. Auch ist 
richtig, dass Entsteben und Vergehen dessen, was wir zum Zwecke einer 
Urtbeilsverknüpfung mit dem Subjekt- und Substanzbegriffe postuliren, 
weder entstehen noch vergehen darf, ohne die Logik unmöglich zu machen. 
Die Welt als ein Geschehen, Vielheit in Veränderung, deren Dasein einmal 
konstatirt ist, kann also in jener abstrakten Bestimmung weder angefangen 
haben, noch wird sie je aufhören. Aber eine gänzlich unbevriesene 
Behauptung ist oben stillschweigend eingeflochten; dass nämlich mit 
dem Vertilgen alles Dessen, was wir heutzutage Organismen nennen, 
alles Bewusstsein ausgelöscht wäre. Eine kritiklose Blusion ist der 
Glaube, dass man sich eine solche Aussenwelt, etwa das Kantische 
Dampfchaos, vorstellen könne. Immer und ewig gehört dazu unser 
vorstellendes Bewusstsein; soll das nicht mehr dabei sein, so 
dürfen wir nicht mehr fi'agen, was dann noch da wäre, geschweige 
denn eine Antwort geben wollen. Möglicherweise ist jene hypostasirte 
bewusstlose Aussenwelt eine Absurdität; jedenfalls aber ein imaginäres 
Objekt, welches logische Beurtheilung zurückweist. Dass Kant trotz- 
dem die Kategorien auf jenes absolute Dunkel anwendete, zeigt schon, 
dass die Frage . nicht vollständig gelöst war ; und diese Anwendung 
brachte ihrerseits den gelösten Theil wiederum In's Wanken. 

Werde nun die jetzt geläufig gewordene Vorstellung eines Dampf- 
chaos und einer demnächst zu einem Klumpen zusammengefrorenen, oder 
auch iu gleichmässige Stoffvertheilung (identisch mit dem Unterschieds- 
losen und deshalb gleich dem Nichts) etwas kritischer betrachtet. 

Noch vor Kurzem behaupteten die Physiologen, dass ohne eiweiss- 
und phosphorhaltiges Gehirn kein Bewusstsein möglich sei, und man 
verlangte den Nachweis eines solchen Gehirns am Himmel, ehe man 
sich zur Annahme anderer verständiger Wesen als der Menschen be- 
wogen fühlen könnte. Heute ist man schon so freundlich geworden, 
auch den gehirnlosen Thiei'en Empfindung zuzugestehen ; aber wer noch 
einen Schritt weitergeht und der Einzelzelle von Thier oder Pflanze 
eine ähnliche Möglichkeit zumuthet, gilt schon als der UneKäktheit 
verdächtig. Aber alles Eiweiss soll doch aus Atomen bestehen, Be- 
wegungen von Massenelementen. Hiernach bleibt dann doch als letzt- 
instanzliches Charakteristiken des zum Auftreten eines Bewusstseins 
nothwendigen Trägers eine räumlich und zeitlich getrennte Gruppe von 
Atomen, welche ein solches System bilden, dass sie auf jede Einwirkung 
reagirt, und im beständigen Austausche ihrer Einzelelemente mit ähn- 
lichen der Aussenwelt bleiben. Diesen selben Charakter mögen aber 



y Google 



408 B. Kap. in. Idealität und Eealifät der Aussenwelt. 

unzählige andere Systeme haben, und wir befinden uns nur in uei- uu- 
raöglicbkeit heutzutage, oder auch überhaupt, das Emplindungsleben 
jener Giiippen wahrnehmen zu können. Woran das liegen mag bleibt 
einerlei ; vielleicht wird es einmal nachgewiesen, dass nur ähnlieh kon- 
stituirte Gruppen einander aufzufassen vermögen, und dass deshalb 
Menschen nur die Aeusserungen eiweissartiger Organismen zu beurtheilen 
fähig sind. Die heutige exakte Naturforschung darf aber nicht mehr 
in die Fehler des Kindesalters zurückfallen und aus dieser möglichen 
Unfähigkeit einen spekulativen Schluss auf das Nichtvorhandensein 
von bewussten Organismen ziehen wollen, weil wahrscheinlich einmal 
die klimatischen Verhältnisse das Bestehen von Eiweissorganismen un- 
möglich gemacht haben. 

Während bei der Ansieht von der zeitlichen Entstehung der Or- 
ganismen ein physiologischer Fehler gemacht wird, enthält das Sehreck- 
bild von einer kommenden allgemeinen Erstarrung der Welt einen 
mathematischen. 

Alle Wärmeausstrahlung und Ausgleichung der Bewegungen, und 
wenn sie noch so lange fortdauern, können nie einen Stillstand hevbei- 
fühi'en; denn diese Ausgleichung nimmt in geometiiseher Progression 
ab, eine geometrische fallende Reihe kann aber nie die Null erreichen. 
Sind zwei Köi-per von einem gewissen Temperaturunterschiede vor- 
handen , so kann durch Wärmeausstrahlung ihre Temperatur nie die 
gleiche werden; um dies heiTorzubringen , ist die Einführung eines 
dntten Körpers nothwendig. Bei drei Körpern können zwei eine gleiclie 
Temperatur annehmen, aber nie alle drei ^ u. s. w ; nie kann die Be- 
wegung aller Körper gleich werden, wenn sie überhaupt einmal ver- 
schieden war. Wenn dagegen die naive Auffassung einwendet, dass 
mit der Zeit unser Weltaufenthalt doch zu kalt für uns werden möchte, 
nun so haben wir den Trost, dass die Organisation der dann lebenden 
Wesen so abgeändert sein mag, dass es ihnen nicht kalt vorkommt. 
Wenn der unbegi-enzte Raum nur eine begrenzte Quantität Stoff ent- 
halten sollte, unsere Welt sich also thatsächlich von einem absoluten 
Standpunkte der Betrachtung aus im Stadium des dauernden Äusein- 
anderfliegens befinden sollte, so wäre das schon ein gutes Korrektiv 
für den in Progression stattfindenden Ausgleich der Energien ; die von 
den Atomen durchlaufenen Raumstrecken könnten dann sogar absolut 
geraessen identisch bleiben. Aber diese tröstende Perspektive können 
wir, wie oben gesagt, vollständig entbehren, wenn wir uns nur be- 
scheiden wollen einzugestehen, dass wir keine absoluten Wesen sind, 
sondern nur logische Verhältnissbestimmungen unserer Wahrnehmungen 
ausführen können; und dass deshalb unsere Empfindlichkeiten in dem- 
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selben Maasse möglicherweise zu- oder abnehmen, wie die Bewegungs- 
energien der Atome einer bösen, beständig Wärme ausstrahlenden Welt 
nach der Formel der Entropie zu- oder abnehmen. 

3) Das Problem schien nun durch die von Kant angeblieh über- 
sehene Alternative gelöst werden zu können, nach welcher eine reale 
Aussenwelt genau in den Formen, wie sie auch von jeder Subjektivität 
produzirt werden muss, existirt. Diese Ansicht ist vorherrschend in 
der Neuzeit und wird unterstützt von dem Begriff des Erkennens in 
seiner Anwendung auf den allgemein acceptirten Gegensatz von Denken 
und Sein. Man hält dafür, dass von einem F,rkennen nicht die Rede 
sein könne, wenn das Letzte und Ursprüngliche dem Denken und feein 
nicht gemeinsam wäre. Denken und Sein fordere sich in einei gegen- 
seitigen Vermittelung , und so verwirkliche sieh der Gedanke jenei 
HaiTOonie, in welcher das Subjektive, vom Leben mit bedmgt und mit 
erzeugt, mit dem Leben stehen müsse. 

Bringt man diese allgemeinen Gedanken, Hoffnungen und Wünsche 
in bestimmte Fassung, so zeigen sich alsbald bedenkliche Schwierig- 
keiten. Es wird eine dualistische Welt vorausgesetzt, eine niateriale 
und eine geistige; eine selbständig existirende Aussenwelt, ein Sein als 
objektive Substanz soll wirken auf einen subjektiven Faktor und mit 
diesem ein Produkt erzeugen, dessen Form identisch sei mit derjenigen 
der Substanz. Das ist aber nur möglich in dem Falle, wo beide 
wechselwirkende Faktoren homogen sind, und insofern ist der Materia- 
lismus konsequenter als dieser Lösungsversueh, denn er macht den sub- 
jektiven Faktor zu Stoff, wie den Rest der Welt. Es muss also ein 
Fehler in den Prämissen dieser Ansicht 3) liegen, d. h. in dem Begriffs- 
inhalt von „Erkennen, Sein, Denken". Der logische Werth des Be- 
griffes Sein als Gegensatz zu Denken ist schon in Buch A, bestritten 
worden, und damit auch derjenige von Erkennen in der hier geforderten 
Verbindung. Dieses Sein, als selbständige Substanz, werde dies nun 
auf ein Einzelding oder das Weltganze bezogen, löst sich bei eindringen- 
der Betrachtung in lauter Qualitäten auf, denen vereinzelt gar keine 
Fom, weder zeitliche noch räumliche Ausdehnung zugesprochen werden 
kann. Diese Substanzen sind nur die grammatischen Träger von Qua- 
litäten, wie der Kraftpunkt derjenige der mechanischen Bestimmungen. 
Werden die Qualitäten, die Produkte der Wechselwirkung von Objekt 
und Subjekt, weggenommen, so verschwinden ihre Träger ins Nichts; 
hört die denkende Gmppirung der Qualitäten auf, so verschwindet auch 
die Ausdehnung jener Träger, ihre Existenz als Aussenwelt. Der 
grammatische Zwang ist der Schöpfer jenes substantiellen Seins, und 
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die Erhebung der grammatisehen Nothwendigkeit zu einer metaphysi- 
schen, die Adoptirung sprachlicher Metaphysik, schuf das Substanz- 
wesen. Die reine Suhstanzialität ist eine Fordei-uug ohne Sinn; sie ist 
gleichwerthig dem isolirten selbständigen einfachen Atom, der .geo- 
metrische Punkt, an dem prädikative Wirklichkeiten aufgehängt werden 
sollen. 

Unser Ausgangspunkt konstatirte nur das Dasein Yon „Empfinden 
und Denken", ein Geschehen überhaupt. Entschlägt man sich nun 
dieser BegiiffsaufsteHung eines Gegensatzes von Denken und Sein, so 
zeigt sich eiue Möglichkeit, das vorliegende Problem zu lösen. 

Von den Substanzen, und damit auch von den in Raum und Zeit 
wesenbaft existirenden Dingen, ist ganz abzusehen, da dieser Begriff 
entweder zu Widersprüchen führt, oder aber zur vollständigen Bedeu- 
tungslosigkeit herabsinkt. .Das vielgesuchte Sein besteht nicht aus Sub- 
stanzen , sondern aus „Empfinden und Denken". Deshalb besteht die 
gesuchte Realität, objektive wie subjektive, nicht allein aus daseienden 
Empfindungen, sondern aus Empfinden und Denken,' Empfindungen und 
Denkakten ; keine Empfindungen können auftreten, ohne dass sie in 
Denkakten synthetisch gruppirt würden. Wenn nun dieses Dasein, 
Weltgeschehen, auf Subjekte und Objekte bezogen wird, so muss es nicht 
allein empfindende .und denkende Subjekte geben, sondern diese Sub- 
jekte ordnen auch alle ihre Empfindungen nach den nur einzig mög- 
liehen Denkfonnen „Zeit und Raum". Diese denkende Setzung muss 
stattfinden, sobald von Empfindungen (im Plural) die Rede ist, wie be- 
wiesen in Buch A, und diese Setzung ist allgemein nothwendig für 
alle Subjekte, auf welche das Weltgeschehen bezogen wird. Weil nun 
diese Ordnung der Empfindungen ebensogut zum Weltgeschehen 
gehört wie die Empfindungen selbst, deshalb ist diese Ordnung 
auch Form der Welt überhaupt, ebenso gut, wenn wir dieselbe objektiv 
(als Aussenwelt), als wenn wir sie subjektiv (subjektive Reproduktion 
der Weltfoim) beurtheilen. Wo immer also ein Subjekt auftritt, wird 
es mit demselben Rechte behaupten müssen: ich konstruire die Welt 
in Zeit- und Raumform, wie auch: die Aussenwelt existirt in Zeit und 
Eaum; beide Urtheile sind gleich wahr. Oder kürzer: Die Welt existirt 
in der Form von Zeit und Raum , sowohl subjektiv wie objektiv , weil 
das Weltgeschehen für uns in Empfinden und Denken besteht. 

Eine andere Welt, etwa von reinen Substanzen oder — bewusst- 
ioser Materie — oder von Sensationen , zu welchen ei-st irgend ein 
Philosoph etwas Denken hinzubringt, oder aber auch nicht — oder 
durch welch andere Wortkombinationen man das Vedische 
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Ich weiss es nicht, der Herr des Himmels mag es wisseu, 
oder weiss aueli Er's nicht? 
wiedergeben will, ist eine einseitig gebildete Abstraktion, die jeder 
logischen Diskussion fern bleiben muss. 

Will man dieses Kesultat der Vorstellung zugänglich machen, so 
mag man sich immerhin die Welt als ein Produkt der Wechselwirkung 
von Individualitäten (natürlich bewussten) vorstellen ; in dieser Wechsel- 
wirkung homogener Faktoren hat es dann auch Sinn, dass die Form 
des Produktes mit der Fonn der Faktoren übereinstimmt, denn Aussen- 
welt und Individuum stehen zu einander im Verhältniss einer arith- 
i Vielheit zur Einheit. 



l>en ADgemeinbegriif der Welt haben wir bestimmt als ein Ge- 
schehen, Ereignisse, Vorgänge, zerlegt in die beiden Unterbegriffe Em- 
pfinden und Denken. Diese verbale Bestimmung kann nun betrachtet 
werden, wie eine jede allgemein logische Bestimmung, qualitativ und 
quantitativ. Der obige verbale Ausdruck ist vorab ein qualitativer, 
weil das Weltgeschehen als eine Einheit, nicht der möglichen Trennung 
in eine Vielheit nach, gefasst wird. 

Drücken wir nun diese verbale Bestimmung subjektiv aus, wie 
vorhin, und sagen : „Das Weltgeschehen besteht in der Wechselwirkung 
einer Vielheit von Individuen, charakterisirt als empfindende und den- 
kende Wesen, so ist zu beobachten, dass auch diese Bestimmung wesent- 
lich qualitativ ist; denn von einem Quantum von Empfindungen und 
Denkakten kann nicht gesprochen werden. Jene Individuen können 
deshalb nur als psychische Theilganze aufgefasst werden, deren Be- 
stimmung als Einzelheiten durchaus von dem Standpunkte 
der Auffassung abhängt. Je nach den Qualitäten des beurtheilen- 
den Individuums wird einer Gruppe von Vorgängen Individualität bei- 
gelegt werden oder auch nicht; oder, materialistisch gesprochen, je 
nach der atomistischen Konstitution eines urtheJIenden Subjektes wird 
einem kleineren oder grösseren Theü des Weltgeschehens Individua- 
lität zugesprochen werden; — ein Resultat, welches nicht anders zu 
erwarten war, weil die von dem uitheilenden gi'ammatischen Subjekte 
gebrauchten Begriffe „Grösse der zeitlichen räumlichen Ausdehnung, 
der Bewegung, der Kraft" rein relative Begriffe sind, zu deren Ab- 
messung uns kein absolutes Maass zu Gebote steht. Wir dürfen des- 
halb das Weltgesehehen nicht auf eine abgezählte Vielheit von Ich, 
Persönhchkeiten , zurückführen wollen, sondern müssen beständig ein- 
gedenk bleiben, dass diese bestimmte Vielheit nur in Bezug auf die Qua- 
litätstufe unserer urtheilenden zählenden Persönlichkeit Geltung hat; 
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denn dieser Begriff bezieht sich nicht auf ein Quantum, sondern auf 
eine qualitative Einheit- Diese qualitative Einheit hann einen grösseren 
oder geringeren Theil des Weltgeschehens umfassen. Im praktischen 
Leben füllen wir uns veranlasst, dem Kinde, dem noch leeren Ge- 
häuse, die identische Persönlichkeit wie dem Manne, welcher einen 
Gehalt verschiedenster Vorstellungen und Begriffe in diesem Gehäuse 
angesammelt hat, zuzusprechen; was sowohl empirisch vollkommen be- 
rechtigt ist, wie auch logisch; denn der Ichcharakter bezieht sich auf 
kein Quantum, sondern auf die qualitative grammatische Einheit. Die 
Persönlichkeit ist also gleichfalls ein relativer Begriff, und wir dürfen 
dieselbe absolut weder Dem zuschreiben, was uns heute als Mensch, 
Thier oder Zelle erscheint, noch dem physikalischen Atom. Das 
Letztere dient lediglich als elementarer Baustein , um das logische 
Gerippe aufzuführen, wenn wir uns auf die quantitative Auffassung 
beschränken wollen. Dasselbe kann schon deshalb von keinem Stand- 
punkte aus als emptindende denkende Monas angesehen werden, weil 
auf das unveränderliche einfache Atom keine Wirkung von dem Welt- 
ganzen aus möglieh ist; es kann sich nicht verändern; erst eine Gmppe 
als qualitativ bestimmte Einheit ist Veränderungen zugängSich; dem 
Unveränderlichen kann weder Empfinden noch Denken zuge- 
sprochen werden"*). 

Wenden wir dagegen die Kategorie Quantität auf den Veibalaus- 
dmck ,, Empfinden, Denken" an, so heisst das: wir fassen die Welt als 
ein Objekt auf, als ein Produkt von Subjekten, oder auch als die 
Üraaehen, welche das Weltgesehehen „Empfinden und Denken" hervor- 
bringen. Diese Ui-sachen müssen 'bestimmte sein , wie die W elt eme 
bestimmte ist ; und soll es möglich sein, zwischen ihnen emen logischen 
Konnex herzustellen, so müssen sie eben als konstant, als perdurabel 
aufgefasst werden. Nur hierdurch ist es möglich eine bestimmte quan- 
titative Gliedei-ung des Weltgeschehens zu erlangen, und deshalb das 
Gesetz von der Konstanz der Kraft und Materie, d. h. das Gesetz von 
der regelmässigen Bestimmung der einzelnen Empfindungs- und Denkakte 
ist ein rein logisches. Hieiaus folgt, dass die solcherweise bestimmte 
objektive Welt die Summe aller Möglichkeiten enthalten muss, welche 
subjektiv denkbar sind; denn die Welt wäre nicht vollständig ihrem 
Inhalte nach gedacht, wenn subjektive Möglichkeiten (wohl bemerkt 
logische Möglichkeiten, nicht Phantasmen oder in Sätzen zusammen- 
g^chi-iebene Widersprüche) ausj^eschlossen blieben. 

Die Welt nach Ausdehnung und Qualität hängt demnach gar nicht 
von den Wahrnehmungen ah, die wir zur Zeit haben, ebensowenig 
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wie das einzelne Individuum jedesmal die ganze "Welt subjektiv repro- 
duzirt; sondern sie ist der Inbegriff alles dessen, was wahrgenommen, 
empfunden, denkend geordnet, in Summe subjektiv erfahren werden 
kann, und muss demnach bei einer atomistischen Konstruktion Kaum, 
Zeit, Kraft und Materie genug enthalten, um allen Möglichkeiten zu 
genügen, welche im Lauf der Zeiten gedacht oder auch von diesen 
und jenen Organismen nicht gedacht werden. Die Ausdehnung der 
Welt nach Raum, Zeit, Masse etc. muss also als unbegrenzt gedacht 
werden; das Denken darf sieh keine Schranken setzen, um mögliche 
Empfindungen einordnen zu können. 

Man muss nur im Auge behalten, dstöS wir nur von einem Be- 
wusstsein und einem grammatischen Ich aus logisch bestimmen können, 
und eine jede Realität Prädikat gemacht wird, damit sie existire. Das 
einzelne Subjekt kann verschwinden, ohne dass am "Weltganzen das 
Geringste geändert wird; soll aber die qualitative Verbalbestimmung 
Empfinden und Denken, das Bewusstsein überhaupt, aufgehoben werden, 
so ist die Existenz überhaupt negirt. Der Glaube, so etwas fertig 
bringen, eine leblose Welt sich vorsteilen zu können, ist eben ein 
Ueberbleibsel des kindlichen Lebens; nicht eine angeborene Idee, son- 
dern eine Vorstellung, welche in einem jeden Organismus anerzogen 
wird, bevor er zu einer Kritik seiner Vorstellungen reif ist. 

Wenn wir nun ausgeführt haben, dass auch der Idealismus die 
Existenz einer wirklichen Aussenwelt anzuerkennen hat, weil stets 
Empfindungen und deshalb zu objektiven Gruppen nach den Denk- 
fojinen geordnete Empfindungen da sind, so hat der Idealismus 
dieser objektiven Welt noch einen viel grösseren Inhalt zuzusprechen, 
als einen solchen von quantitativ messbaren Gestalten, womit der Mate- 
rialismus sieh begnügt. Denn die Empfindungen begreifen nicht allein 
diejenigen objektiven Merkmale, welche wir Sinneszeichen nannten, 
aus welchen speziell das Denken die physikalischen Dinge der Aussen- 
welt konstruirt, sondeni sie enthalten auch den Ausdruck des quali- 
tativen Werthes dieser Empfindungen für das Dasein des Indivi- 
duums, ihren Werth als Gefühl von Lust und Sehmerz. Dieser ethische 
Gehalt der Welt ist ebenso wirklich daseiend, wie irgend ein köi'per- 
liehes Ding, wenn er auch nicht messbar, sondern nur schätzbar ist. Weil 
dieser Weilh nicht der quantitativen Vergleichung zugänglich ist, des- 
halb sind mathematische Bestimmungen auf ihn nicht anwendbar; zu 
seiner Beurtheilung gehören neue Kategorien, deren Einheiten in der 
Qualität des Individuums aufzusuchen sind; man nennt sie Ideen. 
Der blosse Realismus glaubte sie in das Reich der Phantasie mit der 
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Bedeutung des „Phantastischen, lUusonschen , Unwirklichen" verweisen 
zu müssen, wei] sie so ganz von der subjektiven Auifassung abhängig 
seien. Aber die liebe greif bai-e Körperwelt ist ebenso abhängig von 
der subjektiven Auffassung. Die Auster, der Yogel, der wilde Mensch 
und der heutige Physiker, haben ganz verschiedene Ansichten von der 
Körpej-welt und ihren Eigenschaften, In der atomistischea Konstmktion 
der Aussenwelt wird versucht, den Rahmen zu geben, innerhalb dessen 
alle Möglichkeiten subjektivistischer Auffassungen Raum haben; aber 
damit vei'schwindet die lebendige Empfindung, die Dinge verlieren 
ihre Eigenschaften, und der Nonnalmensch , der nicht allein mathe- 
matisch denken, sondern auch empfinden wül, wii'd sich nie bereden 
lassen, dass jener farblose Schemen beweglicher Nichtse die wirkliche 
objektive Welt sei. Da weiss er sich im unmittelbaren Gefühl seiner 
Ideen, in einem weit sichereren realeren Besitae, Das Wahre, Gute, 
Schöne sind ihm ewige Wesenheiten; denn es kommt gar nicht darauf 
an, ob von dem einen Organismus diese, von dem anderen jene That 
als wahr, gut, schön, beurtheilt wird. Dies hängt von seiner Organi- 
sation, von alle dem ab, was ihn bis zur Stunde seines Urtheils zu 
dem macht, was er ist. Aber das Gefllhl, was mit jenen Wörtern 
ausgesprochen wird, ist etwas Bestimmtes, ist die wahre und wirkliche 
Werthschätzung des einzelnen Vorgangs nach jenen im Gefühle sieh kund- 
gebenden Kategorien, oder des Weltganzen für sein Dasein als „dieses 
qualitativ bestimmte Individuum". Die mathematische Bestimmbarkeit 
hört auf bei der Welt der Ideen, denn diese Weit des Gefühls hat 
keine äussere Forni, wenn sie auch in äussere Formen hinein, und 
wiederum aus ihnen heraus empfunden werden kann; aber das werth- 
Tollere Reich der Wirklichkeit beginnt erst hier. 

Auch der abstrakteste Forscher lebt sein wahrhaftes Leben in 
einer dieser ewigen Ideen; denn auch die Idee der Wahrheit gibt sich 
im Gefühle kund, bereitet dem Denken im Streben nacli Erkenntniss 
Freude und Leid, und beweist damit, dass ihre Wirklichkeit es 
ist, die ihn Über den todten Mechanismus seiner Formeln und Atome 
emporhebt — mag er noch so hartnäckig versichern, dass er nur an 
die Existenz dieser letzeren glaubt, Cleist nennen wir diese Summe 
des Lebens, wie sie im subjektiven Bewusstsein aufleuchtet, und dem- 
gemäss dürfen wir die ganze Wirklichkeit des Daseienden ein Reich 
der Geister nennen; einem jeden aufrichtigen Streben, welche Richtung 
immer es bekenne, gilt hier — das 

aus dem Kelche dieses Geisterreiches 

schäumt ihm seine Unendlichkeit. 
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1) Seite 1. Dass diese von Leibnitz eingeführte, und in der 
formalen Logik noch ühliche Behauptung fehlerhaft ist, wird nacli- 
gewiesen A. V. 

2) Seite 12. Dies ist sogar schon fertig gebracht worden. Der 
Physiker W. Thomson hat als Resultat seiner mathematisch berechneten 
metaphysischen Spekulationen die Schwere eines Lichtquantums von 
dem Volum der Erde gleich 250 Pfund gefunden. Es wäre nicht dem 
heutigen Geiste der Naturforschung zuwider, dass diese Rechnung em- 
mal „Thatsache der Erfahrung" genannt werden dürfte. Dem geeen 
Über ergibt hier E. IL als eine andere metaphysische Ausfuhrung ohne 
Gebrauch von Ziffern, dass die Erscheinungen des Lichtes und der 
Schwere einander heterogene Bewegungsarten sind, also nicht attributiv 
verbunden werden dürfen. 

3) Seite 13. „Die Mechanik ist die Wissenschaft von der Be- 
w^^ng; als ihre Aufgabe bezeichnen wir; die in der Natur vor sich, 
gehenden Bewegungen vollständig und auf die einfachste Weise zu be- 
schreiben". G. Kirchhoff, Mathematische Physik 1876. Seite 1. 

4) Seite 14. Descartes wird als der Erste betrachtet, der die Noth- 
wendigkeit eines solchen Ausgangspunktes alles Phüosophirens empfand. 
In seinem Satze „cogito ergo sum" wurde aber das unzweifelhaft Sichere, 
die Urthatsache, einseitig als Denken bestimmt. Dieser Bestimmung 
g^enüber ist mit Recht hervorgehoben worden, dass einem jeden Denken 
eine Wahrnehmung irgend welcher Art vorhergehen müsse, dass „Denken" 



demnach nicht das erste gewisse sei; dass deshalb dieser Ausgaiigs- 
sätz ersetzt"werden ^nusse dufeIiT^„"ich' steile vor". Wie jedoch aus 
dem Folgenden hervorgehen wird , wäre dieser Einwand gegen die 



y Google 



416 Anmerkungen- 

Tauglichkeit des „ich tlenlte daher bin ich" von keiner essentiellen 
Bedeutung, wenn hierin nicht eine einseitige Bestimmung des Etwas 
überhaupt stattfinde "ftelther Fehler dem „ich stelle vor" gleich- 
falls anhaftet ganz abgesehen \on der Unbestimmtheit, welche in der 
bisheiigen Philosophie den Begriif „Vorstellen" hegleitet, woran das 
„Denken" nicht in gleichem Maasse leidet. Diese Unbestimmtheit gibt 
leider Gelegenheit die Fehlei des Satzes zu verdecken. Der zweite 
Fehler dieser beiden Sätze ist, dass „Denken" oder „Vorstellen" sofort 
zu einem Schlüsse auf ein „Ich" benutzt wird, welches undefinirt bleibt 
und in der verschiedenartigsten Weise zu träumerischen Spekulationen 
benutzt wurde. Deseartes z. B. setzte sein ,,cogito" sofort um in „sum 
res cogitans = dubitans, affirmans, intelligens ^ mens sive animus 
sive intellectus sive ratio". Sein „Denken" bezeichnet also nicht die 
reine Thätigkeit eines Bewusstseins , sondern ist Eigenschaft einer 
Substanz. Kant erst vertrieb die in dieses „Ich" hineinbugsirten Geister, 
und erkannte seine lediglich grammatische Bedeutung. Leibnitz war 
schon auf dem richtigen Wege, als er dem sensualistlschen „nihil est 
in intellectu quod antea non fuerit in sensu" hinzufügte „nisi intellectus 
ipse". Aber die ungelöste Aufgabe der begriiFlichen Trennung von 
„Denken und Vorstellen" brachte ihn um die Resultate seines Fort- 
schrittes. Gleich nachher erklärt er: „Denken ist von sinnlichen Wahr- 
nehmungen nur verschieden durch ein deutlicheres Vorstellen." Eewusst- 
sein als Apperception wird allerdings gesondert von der Voi-stellung 
schlechthin (perception) , aber es kommt kein geschlossenes Ganze zu 
Stande. Bei „Wahrnehmungen, die gemacht werden", bleibt 
es dagegen gänzlich dahingestellt ob diese sich in der Folge als etwas 
Subjektives oder Objektives, oder Produkt von diesen, oder was immer 
sonst, herausstellen werden. 

5) Seite 23. Die ganze Unbestimmtheit in der heutigen Lehre 
vom Begriffe ist unwilikiirlieh und treffend dargestellt in: Trendelenburg, 
Logische Untersuchungen 1870. Kap. II. Die formale Logik. 

6) Seite 26. s. H. Lotze, Logik 1874. S. 28. Aus der betreffen- 
den Steile dieses geistreichen Philosophen ist nicht zu ersehen, ob er 
diese barocken Sätze fUr wirklich diskutirbar hält, oder ob er sie nur als 
eine Knacknuss für haarspaltende Wortfecbtereien aufgestellt hat. Viele 
andere Stellen des Buches widersprechen der ersteren Ansicht. Diese 
unvergleichliche Welt ist aber von den Empiristen begierig aufgegriffen 
worden; denn hier schien sich ja ein ebenso schönes Feld von neuen 
Evfahi-ungsthatsachen in unendlicher Perspektive zu eröffnen wie in den 
Räumen von x Dimensionen. 
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7) Seite 37. Zur Vergleichung mit diesen Tafeln folgen liier die 
Aufstellungen von 





Arist 


]teles. 


1. Substanz 

2. Quantum 

3. Quäle 

4. Das Relative 




5. Thun 

6. Leiden 

7. Liegen (intransitiv) 

8. Haben 

9. Wo 
10. Wann. 


Alle Arten der Kategorien können der Potenz und dem Actus 
nach ausgesagt werden. 




Kant. 




Quantität: 




Einheit, 
Vielheit, 
Allheit. 


Qualität: 




Relation: 


Realität, 
Negation, 
Limitation. 




Inhäi'enz und Subsistenz, 
Kausalität und Dependenz, 
Gemeinschaft (Wechselwirkung) 



Modalität: 
Möglichkeit — Unmöglichkeit, 
Dasein — Nichtsein, 
Nothwendigkeit — Zufälligkeit. 

Hegel. 
A. Das Sein. 

I, Qualität : 

1) Sein, 2) Dasein, 3) Fürsichsein, 
n, Quantität: 

1) Quantität, 2) Quantum, 3) quantitatives Verhältniss. 
ni. Maass: 

1) spezifische Quantität , 2) reales Maas , 3) Werden 

27 
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Anmeikungeii. 



B. Das Wesen. 

I, Bas "Wesen als Grund der Existenz: 

1) Der Schein, 2) die Existenz, 3) das Ding. 
II. Die Erscheinung: 

1) Die Welt der Erscheinung, 2) Inhalt und Form, 3) Ver- 
hältniss. 
III. Die Wirklichkeit: 

1) Substantialitätsverhältoiss, 2) Kausalitätsverhältniss, 3) Wech- 
selwirkung. 

C. Wer Begriff (als Resultat von Sein und Wesen). 
I. Subjektivität : 

1) Der Begriff, 2) das Urtheil, 3) der Sehluss, 
IL Die Objektivität: 

1) Mechanismus, 2) Chemismus, 3) Teleologie. 
m. Die Idee: 

1) Das Leben , 2) Erkennen, 3) absolute Idee. 



C. F. Krause. 

Tafel der Begriffe. 



I. 



Nach dem Gegenstande: 

1. Wesen (substantia). 

2. Wesenheit (Eigenschaft, acci- 
dens, inhaerens), 

a) gehaltige Wesenheit (acei- 
dena materiale), 

b) formliche Wesenheit (acci- 
dens formale). 

3. Wesen vereint mit Wesenheit 

a) ein Wesen nach seiner Be- 
ziehung zu einer Eigenschaft, 

b) eine Eigenschaft nach ihrer 
Beziehung zu einem W^en, 

e) ein Wesen nach seiner Be- 
ziehung zu einem Wesen. 

d) eine Wesenheit nach ihrer 
Beziehung zu einer Wesen- 
heit. 



11. 



Nach der Seinhcit der 
Wesenheit als: 

1. Wesenschauung (terrainus ab- 
solutus et infinitus). 

2. Urwesenschauung (terminus 



3, AUgemeinschauung (als Begriff 
im gewöhnlichen Sinne, terminus 
generalis s. idealis). 

4, Eigcnlebschauung (als indivi- 
duelle Anschauung, tenninus 
realis). 

5, Zeitewigschauung (terminus 
ideali-realis). 
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8) Seite 38—40. Phantasie nennen wir das Vennögen oder die 
Thätigkeit vermittelst welcher wir eine subjektive Welt von Gefühlen 
und Vorstellungen spontan erzeugen. Irgend ein Gefühl, Zustand 
unseres Gemüthes, ist es, was zu einer solchen Schöpfung den Anstoss 
gibt ; dies Gefühl will sich zu einer Welt verkörpern, um sich in dieser 
Verkörpemng selbst wieder und vollständiger empfinden zu können. 
Das Material dieser Verkörperung können nur wieder Voi^tellungen 
und Begriffe, Produkte des Empfindens und Denkens, sein; denn ist 
auch das Gefühl selbst als Ausdruck der eigenen Wei-thempfindung 
einer Persönlichkeit etwas rein Subjektives, und wollte man zugeben, 
dass die Persönlichkeit neue nie erlebte Gefühle selbstthätig erzeugen 
kann, so ist es doch nicht möglich denselben einen anderen Ausdruck 
zu geben als durch das Matenal der in uns gesammelten (von der 
Aussenwelt entlehnten) Vorstellungen. Die Phantasie kann deshalb 
keine neuen Sinnesbilder erzeugen, wohl aber neue Kombinationen aus 
den Bildern, welche die Aussenwelt (besser gesagt: „da^ Leben") ge- 
liefert hat. Die Produktivität der Phantasie ist also wesentlich ab- 
hängig von dem Vorstellungsmaterial, welches mau angesammelt hat, 
weil uns kein Mittel bekannt ist innere Gefühle auf andere Persönlich- 
keiten zu übertragen, in ihnen zu erregen, als durch das Medium der 
Begriffe und Vorstellungen. Man kann allerdings die Möglichkeit einer 
solchen unmittelbaren Uebertragung nicht absolut abstreiten; es wäre 
dazu eben ein neuer Sinn nothweudig. Mystiker behaupten bekanntlich 
einen solchen Sinn zu besitzen. Ist also auch ein anderer Intellekt 
als der unsrige, ein andere Methode logischer Synthesis, ein Pai'alogis- 
mus, so ist doch anderen Sinnen, anderen Modi der sinnlichen Auf- 
fassung, ein unbegrenzter Spielraum von Möglichkeiten zuzugestehen, 
welche so grosse Unterschiede zulassen, dass sie dem naiven Bewusst- 
sein wie andere Arten von Vernunft vorkommen mögen. Der Mög- 
lichkeit von Organismen, welche die Vorgänge auf den entferntesten 
Fixsternen empfinden, steht ebensowenig ein logisches Hindemiss im 
Wege, wie solchen, die andere Farben sehen, über ganz unvoretellbare 
Sinnesempändungen verfügen; oder auch solchen, welche befähigt sind 
zeitlich weit auseinanderliegende Vorgänge in einem einheitliehen 
Sinnesakte wahrzunehmen, während unsere Sinne nur Vorgänge 
einheitlich auffassen, welche Bruchtheile von Sekunden auseinander- 
li^en. 

Der Elementarakt der Phantasie besteht demnach in der Fähig- 
keit ohne direkte Einwirkung der Aussenwelt Wahmehmungen zu 
reproduziren (Vorstellungen zu bilden) imd miteinander zu verbinden; 
also nichts anderes als die Fähigkeit der synthetischen Setzung. In- 
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sofern ist Phantasie eng verknüpft mit der Erinnerungsfähiglieit , und 
deshalb werden phantasielose Köpfe nie etwas Grosses leisten, selbst 
nicht in der Mathematik; der phantasielose Mathematiker ist pure 
Rechenmaschine. Man könnte allerdings unterscheiden die synthetische 
Setzung des Dichters, welcher ein Gefühl, von der Synthesis des Logikers, 
welcher einen Gedanken in BegrifEen verköi-pera will. Im Grossen und 
Ganzen wird diese Unterscheidung aber alle möglichen Stufen und 
Grade eines mitwirkenden, zugleich vorhandenen Gefühls zulassen; und 
so ist auch der abstrakteste Gedanke nicht allen Gefühles baar, ent- 
steht nicht ohne die treibende' Idee des Wahren. Vergleiche Seite 42. 
9) Seite 42. Der Realismus setzt gewöhnlich seine Welt der 
Wirklichkeit, worunter er die objektive Welt in der Gestalt seiner 
Auff^sußgs^higkeit versteht, einer unwirklichen Idealwelt entgegen, 
deren Behandlung er Dichtem, idealistischen Philosophen und Phantasten 
überlässt. Auch die gewöhnliche Sprache, also die populäre Metaphysik, 
unterscheidet eine solche wirkliehe im Gegensatz zu einer idealen 
Welt. Der exakte Physiker von materialistischer Pei-suasion hält nun 
wiederam den grössten Theü von der wirklichen Welt des gewöhnliehen 
Normalmensehen für subjektive lUusioii, und findet das allein wirkliche 
in gewissen imaginären Kreaturen der Atomistik. Dass die Phantasie 
Phantasmen erzeugen kann ist gewiss; aber eben so richtig ist der 
Ausspruch, dass eine Dichtung wahrer sein kann als die Wirklichkeit, 
insofern eine Dichtung eher fähig sein kann den Inhalt der Welt durch 
eine Verdichtung und zweckmässige Gmppirung dem Gemüthe zu über- 
liefern, als eine mikroskopische Beschreibung eines Theiles des Welt- 
geschehens, aus welchem die Individualität doch wiederum nur mit 
Hülfe ihrer Phantasiethätigkeit das wesentliche herausscheiden und für 
die Kategorien ihres Werthes als Individuum zurechtlegen kann. Wenn 
das Individuum weiter nichts wäre als ein Registiirinstrument , dann 
allerdings wäre die Wirklichkeit seiner Welt auf Linien, Punkte und 
Bewegungen beschränkt. Da dem aber nun einmal nicht so ist, da 
unser Hauptinteresse an der Welt sich auf den Zustand und den Wechsel 
unserer Gefühle bezieht, auf ihre Beeinflussung durch die sogenannte 
Aussenwelt, da unsere Persönlichkeit nicht allein mit dabei ist als 
Theil der Welt, sondern als das Hauptstück derselben (wenn auch 
nicht nach Kubikmeter messbar), deshalb wird auch ein Jeder, so lange 
er nicht zum selbthätigen Registririnstrument geworden, zugeben müssen, 
dass die ideale Gestaltung ebensogut wie die sinnliche Wahrnehmung 
und die logisch atomistische Reduktion derselben zur Weit gehören, 
dass nur die Gesamnitheit dieser Auffassungen die wahre wirkliche 
Welt bilde. 
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10) Seite 45. Das Wort „frei" wird in zwei Bedeutungen ge- 
braucht. Als aequivalent dem willkürlich kann es nicht auf irgend 
ein Objekt oder Vorgang in der Welt angewendet werden, weil es dem 
unverbrüchlich festeuhaltenden Kausainexus widersprechen würde. 
Das „frei" muss sich deshalb in dieser Bedeutung auf einen subjektiven 
Standpunkt der Beurtheilung beziehen, von dem aus die Willkürliehkeit 
möglich scheint. Die andere Bedeutung ist dieselbe wie sie auch 
von der Mechanik in dem Ausdmck „freie Bewegung eines Systems" 
gebraucht wird. Also ein Objekt oder Person, welche keinem Zwange, 
keinen äusseren Bestimmungen unterworfen ist. Als solche wird das 
Individuum sieh äussern seiner jNatur gemäss; alles, was in seinem 
Wesen liegt, wird möglicherweise ungehindert zur Aeusserung kommen. 
Die Moral und Gesetzgebung gebraucht beide Deutungen, uns muss 
beide gebrauchen um überhaupt Maximen des Lebens feststellen zu 
können. Die Menschheit, — oder vielmehr die Gesammtheit bewusster 
Wesen, weiche Gesammtheit als eine Resultante alles zeitlich und räum- 
lich auseinanderliegenden Daseins aufzufassen ist, welcher sich die Einzel- 
perioden der Existenz mehr oder weniger nähern, — wird das einemal 
als frei behauptet, weil ihr die vollständige Aeusserung ihrer Natur 
zukommen soll, oder wenigstens angestrebt wird. Das Einzelindividuum 
wild abei im Allgemeinen nicht korrespondiren mit dem Typus der 
Gesammtheit, wird nicht dieselbe Resultante der freien Bewegung haben 
wie die ganze Menschheit. Damit nun aber die freie Bewegung der 
Gesammtheit sich äussern könne, muss dieselbe von ihrem subjektiven 
Standpunkte aus das Einzelindividuum betrachten als wenn es will- 
kürlich frei handeln könnte, als seine Handlungen der Gesammt- 
resultante gemäss bestimmend. Sofern das nicht geschieht, bethätigt 
die Gesammtheit ihre Freiheit dadurch, dass sie die Störungen aus- 
merzt, das ihrer Freiheit entgegen handelnde Individuum unschädlich 
macht. Die sittliche Freiheit des Individuums liegt also in der mög- 
lichen Identität seiner Natur mit derjenigen der Ge- 
sammtheit. Die Natur dieser Gesammtheit wird nicht durch die 
Ansichten einer beschränkten Zeitperiode bestimmt, sondern nur durch 
ewig gültige Ideen. Diese aufeufinden , zu empfinden und ihnen Aus- 
druck zu verleihen ist das beständige Ziel vernünftigen Lebens. 

11) Seite 52. Das Einzige, was an dergleichen Erörterungen einen 
Schein von Berechtigung haben könnte, wäre, dass in dem Identitäts- 
satze ein Schluss vom Denken auf das Sein Hege, Für die Entwicke- 
lung hier entfällt eine jede Bedeutung dieser Einwendung, weil der 
Gegensatz von Denken und Sein von vornherein als eine sowohl un- 
bestimmte wie unnöthige Begriff bil düng abgelehnt worden ist. Das 
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Identitäteprinzip in unserer Welt „Empfinden und Denken" sagt: die 
denkende Setzung ebenso wie die Bestimmung einer Empfindung als 
solcher muss eindeutig verstanden werden. 

12) Seite 54. Der Satz des zureieheoden G-mndes ist das Identitäts- 
prinzip auf eine Vielheit angewendet. Insofern unsere Welt als eine 
Vielheit bestimmt wurde, kann man den Satz des Grundes als das 
Denkgeseta aufstellen, und ist der Idenütätssatj; sodann seine Formulirung 
einer Einzelheit gegenüber , welche Abstraktion als Ausgangspunkt der 
logischen Kombination häufig zweckmässiger ist. Dem Inhalt nach 
sagen aber beide Sätze ein und dasselbe. Nur jnuss man im Auge 
behalten, dass man die Formel der Vielheit, also den Satz vom Grunde, 
den Begi-iff der Verbindung überhaupt, nicht anwenden darf, wenn 
nicbt von einer Vielheit die Rede ist; wenn z. B. von der Welt als 
Ganzes gesprochen wird. Weil einer solchen Welt ein Anderes gegen- 
überzustellen dem vorher gebildeten Weltbegiiff widerspräche, ist es 
sinnlos nach einem Grunde der Welt fragen zu wollen, ist es sinnlos in 
dem Satz vom Grunde eine metaphysische Wahrheit aufspüren zu wollen. 
Und gleicherweise alogisch ist es, wenn die Welt als ein Geschehen, 
als eine Vielheit in Vei'ändening bestimmt wird, dann dieses Welt- 
geschehen in eine Summe absolut stabiler Identitäten zerfallen zu 
wollen ; denn hiermit wäre ihre denknothwendige Verbindung zu einem 
Ganzen negirt. Diese veiineintliche metaphysische Wahrheit, welche 
aus dem Identitätsprinzip gezogen wurde und den falschen Substanzen- 
begriff erzeugte , entspringt der Verkennung des Denkgesetzes als des 
rein formalen Verbindungsmodus, welcher keinen weiteren Zweck hat 
als die absolute Regel der Synthesis anzugeben. Man muss im Gegen- 
theil die negative metaphysische Wahrheit aus ihm ableiten, dass der 
absolute Substanzbegriff und die causa sui, der Grund der Existenz, 
Paralogismen sind. 

13) Seite 56. Vieles, was in der gewöhnlichen Sprache mit dem 
vagen Worte „Voi-stellnng" in Verbindung gebracht wird, geschieht 
unbewusst; so die Ideenassoziation, '.genauer „die synthetische unwill- 
kürliche Verbindung der Vorstellungen" , sowohl ihrer Sinnesbüder als 
der dieselben begleitenden Gefühle. Ebenso ist die Logik der Sprache, 
das Ui'theil des gewöhnliehen Lebens, das Zustandekommen der ßaum- 
und Zeitanschauung, ein unbewusst ausgeführter logischer Prozess ; was 
natürlich nicht ausschliesst, dass sich im wissenschaftlichen Leben die 
Aufinerksamkeit diesem Processe zuwendet, und seine Phasen mit Be- 
wusstsein verfolgt. Nach unserer eindeutigen Definition von „Vor- 
stellung" ist jedoch seine Verbindung mit dem „unbewusst" unzulässig, 
weil sie selbst als sinnliche Beproduktion einen spezifischen Zustand 
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i bezeichnet. Solange diese Vorstellung wie eine poten- 
zielle Kaergie des Nervensystems gedacht wird, ist sie eben nicht 
Vorstellung, sondern lediglich eine solche Stniktur des Gehirnes, 
welche das Zustandekommen der Vorstellung ennöglieht. Gleichfalls 
ist der Wille stets etwas Bewusstes, weil er ein Zustand des Gefühles 
ist; der Gegenstand des Strebens mag dabei immerhin unbekannt sein. 
Richtig ist daher, dass man hä,ufig|nicht weiss was man will, ohschon 
das Streben des Willens gefühlt wird, also bewusst da ist. Deshalb 
mögen aber immerhin die Wortverbindungen ,,unbewusste Voi^tellung 
und Wille" als tei-mini techniei für eine gewisse Periode der wissen- 
schaftlichen Entwickelung brauchbai- sein; ihre Aufnahme in die 
Populäi-metaphysik dei- Sprache scheint dies zu bestätigen, und ist ihi'e 
absolute Vei-weiiung keinenfalls gerech tfeiligt, solange die strenge 
Definition von Vorstellung fehlt. Das Absolute mit einem bestimmten 
Prädikat als „das Unbewusste" zu' bezeichnen ist in wissenschaftlicher 
Sprache schon deshalb raisslieh, weil damit etwas spezifisch Bestimmtes 
von einem S ausgesagt wird, welches doch Alles, also mehr als jene 
Spezifikation, enthalten soll. Die gewöhnliche ^Sprache anerkennt aber 
dergleichen Argumentationen nicht, weil es ihr nur auf die Ei-weckung 
eines gewissen Gefiihlinhaltes ankommt, und sie zu diesem Zwecke die 
Mittelstufe der intellektuellen Entwickelung zu beiHeksichtigen hat. 
Der Voratellungs- und Gefühlsinhalt, welcher mit dem Worte „Das 
Unbewusste" eiregt wird, mag deshalb für eine gewisse Periode werth- 
voller sein als andere Wortkombinationen, welche zu demselben Zweck 
konstruirt wurden; z. B, Ding an sich, Subjekt Objekt, unbeschränkte 
Persönlichkeit, Allsubstanz, Nirwana, Brahma, vovg etc. Denn Populär- 
philosophien können trotz all ihrer logischen Fehler befruchtender und 
anregender auf das Denken wirken als tadellos richtige Systeme, die 
aber gr-ade deshalb und wegen ihrer nothwendigen Beschränkung auf 
Einzelheiten nur einem engen Kreise schmackhaft sind. 

14) Seite 60. Zuweilen wird das Wort „Erkennen" gebraucht 
werden um von dem gewöhnlichen Sprachgebrauche nicht allzustark 
abzuweichen; seine schliessliehe Rechtfertigung ist dabei E. III zu finden. 
Es sei darauf aufmerksam gemacht, dass in den hier aufgestellten Ent- 
wickelungen die folgenden von Kant und seiner Schule bei Behandlung 
derselben Probleme gebrauchten Begriffe resp. Untei-scheidungen sich 
zum Theil als unnöthig, zum Theil als paralogisch^herausstellten. Neue 
! werden dagegen nicht eingeführt 

■ Sinn, innerer Sinn; desgl. Wahniehmung 5 

reine Anschauung, Fonn der Sinnlichkeit, Anschauung a priori; 

unendliche Grössen; 
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Erscheinung, Wesen, Ding an sich, Substanz; 

abstrakte Verselbständigung ; 

transcendentale Idealität, dei transcendentale Gegenstatid; 

Einbüdun^kraft, 

Gemüthszustand — in dem Sinne: ,, Verknüpfung der WahrnehrnuageL 
in meinem Gemiithszustande ' ; 

empiriselie Äppei ception, leme Appereeption ; 

Sein — Denken. 

Gattungsbegriff — Einzelanschauung; 

Geist — Seele, Vernunft, Verstand, menschlicher — reiner Intellekt 

Erkennen = ansehaulich vorstellen ; 

Intelligibel, transcendent, transeendental, immanent etc. 
15) Seite 72. Es könnte hier der Einwand erhoben werden, dass 
zwei Setzungen I, + b und I, — b in einer beliebigen dieser Reihen 
nicht kontradiktorisch zu sein brauchen. Ohne eine neue Distinktion 
aufzustellen von absolut und relativ kontradiktorisch, durch welche man 
diesen Einwand allgemein heben kann, wird dieser bei dem vorliegenden 
Problem schon dadurch bedeutungslos, dass man eine I, b Eeihe be- 
trachtet, welche den Unterschied 1 zur I, a Reihe hat. Die Betrachtung 
dieser Reihe ist hinreichend zur Raumkonstmktion und enthält absolut 
kontradiktorische Setzungen. 

1?) Seite 91, Der Gehörsinn wurde zur Konstruktion des Raumes 
Bchematisch gewählt, weil er die Annahme einer spezifischen Art der 
Sinne zur Wahrnehmung des Raumdinges ausschliesst , und nur die 
Wahrnehmung von Intensitätstufen der Empfindung zulä^st. Wenn man 
in der Sähe sich bewegende schallerzeugende Gegenstände beobachtet, 
tiberzeugt man sieh bald, dass ein richtiges Urtheil über deren Be- 
wegung im Räume möglich ist. Viel leichter wird dies Urtheil bei 
dem Gesicht und Getast, weil diese statt zweier Ohi'en, eine sehr grosse 
Anzahl von Instrumenten ■ der Sinneswahrnehmung (die vei^chiedenen 
Nerven der InneiTationsempfindung) vereinigen ; also in einem sehr 
kurzen Zeiträume ein grosses Material von verschiedenen auf denselben 
Gegenstand bezogenen Empfindungen liefern, sodass eine sieh gegen- 
seitig bestimmende eindeutige Gmppirung dieser Empfindungen schnell 
möglich wird. Die übliche Bezeichnung des Gesichtssinnes als eines solchen, 
der zwei Dimensionen unmittelbar wahrnehmen lässt, ist unkorrekt. 
Wird dem hinzugeftlgt, dass die dritte Dimension ein Schluss ist, welcher 
zu den unmittelbar vorhandenen zweien hinzugefügt wird, so ist diese 
ganze Erkläningsweise falsch. Entweder muas man sagen, dass alle 
drei Dimensionen gedacht werden; Resultat eines Schlusses sind — 
und dies ist die exakte Darlegung des Vorgang, — oder wenn man 
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der physiologischen Tei-niiiiologie folgt, so muss man zugeben, dass die 
dritte Dimension ebensogut wahrgenommen wird wie die beiden ei"sten. 
Die Netzhaut ist kein zwei-, sondern ein dreidimensionales Gebilde, 
schon wegen ihrer gekrümmten Fläche. Der isolirte Lichteindmek 
sagt uns gar nichts von Ausdehnung, sondern nur von Art und 
Intensität der Farbe. Wenn wir nun zwei Lichtpunkte zugleich wahr- 
nehmen, so haben wir Lichtempfindung und zwei vei-schiedene Inner- 
vationsempfindungen , kon-espondirend den zwei gereizten Stellen der 
Netzhaut. Hieraus ist Ausdehnung zu konstruiren möglich, ebensogut 
wie aus den zwei verschiedenen Schälleu, von denen wir voraussetzen, 
dass sie derselben Uraache entstammen. Bei dem Urtheil des Gesichtes 
oder Getastes werden uns zwei oder mehrere verschiedene Wahr- 
nehmungen simultan gegeben; bei dem Gehör dagegen müssen wir 
diese SehiUle in der Erinnemng festhalten , weil sie durch die Zeit 
getrennt sind, und deshalb ist das Urtheil über deren eindeutige Grup- 
pirung so viel schwieriger, braucht Zeit um festgestellt zu werden. 

18) Seite 92. Der Subindex a^ aa . . . wird gebraucht, wenn 
schlechthin Empflndungsunterschiede bezeichnet werden sollen, der 
Potenzindex a^ a^ . . . , wenn diese Untei'schiede Stufen der Intensität 
bezeichnen. 

19) Seite 95. Die Nothwendigkeit eines Kontinuums der Ordnung, 
der Möglichkeit kontinuirlichen Aneinandeireihens, kurz das Gesetz der 
Kontinuität, ist identisch mit dem Denkgesetz, speziell in der Form des 
zureichenden Grandes. Irgend eine Diskontinuität in dem Zusammen- 
hang der Erscheinungen auch nui' als möglich zu setzen, wäre 
Läugnung des Funktionalnexus überhaupt. 

20) Seite 97. Die eingehende Definition von Dimension s. G. I. 6. 

21) Seite 98. s, 17. Eine eingehende und anschauliche Ausführung 
dieses Gedankens hat E. v. Baer gegeben, in einem Aufsatze über die 
Abhängigkeit der liaumesanschauungen von der Lebensgeschwindigkeit. 

22) Seite 104. Zuweilen urtheilt der Sprachgeist aber auch lichtiger 
als die Dialektik eines Hume. Schopenhauer entgegnete demselben 
schon, dass der Tag nicht die Ursache der Nacht genannt werde. 
Diesem Beispiele könnte man zwar vorwerfen, dass dann auch Nacht 
Ursache des Tages genannt werden müsse, und nur um ein und die- 
selbe Erscheinung nicht zugleich Ursache und Wirkung nennen zu 
müssen, unterlasse die Sprachmetaphysik eine kategoriale Bestimmung 
von Tag und Nacht überhaupt. Es gibt aber bessere Beispiele. Der 
Frühling wird nicht Ursache des Sommers genannt, die Blume nicht 
Uraache der Frucht, und dergl. mehr. Die blosse zeitliche Folge ist 
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also auch der allgememeii Metaphysik nicht hinreichend zur kausalen 
Verbindung, wohl aber ist sie ein beständiger Begleiter derselben. 

23) Seite 104. Insofern Hume's Kritik das Wahnbild angeborener 
in der Seele fertig liegender Ideen, welche den Dingen übergezogen 
werden sollten, zerstörte, hat sie Bedeutendes geleistet. Sein Fehler 
war aber, dass er hernach die Kausalität, Form oder Regel der Synthesia, 
für eine theologische Idee hielt; dass er die genetische Entwickelung 
dieses Begriffes im wissenschaftlichen Bewusstsein für identisch hielt 
mit der uubewussten Anwendung einer Regel (dem logischen Prozesse), 
ohne welche konstante Kegel auch nicht die einfachste Erfahmng zu 
Stande kommen kann. In einem [arithmetischen Bilde könnte man 
sagen: diese Ei-fahrungstheorie hält die Verbindungszeiehen des Satzes 
2 ■+■ 2 = 4 für Zahlen, wobei dann aus der Eriahrang der Zahlwerth 
von 4- und = abzuleiten wäre. Um sich solchen Widersinüigkeiten 
gegenüber mit Worten durchzuwinden geben die neueren Anhänger 
des sog. Positivismus dem Begriffe „Erfahrung" dem Sprachgebrauche 
zuwider einen solchen Umfang, dass Alles darin Yorhanden sein kann, 
■wenigstens hineininterpretirt wird. Damit ist man dann wieder beim 
Hegel'sehen allgemeinsten und deshalb absolut leeren „Sein" angelangt, 
und man kann solchen Positivisten das letzte Wort lassen. Einen 
Werth hat dieser Erfahrungsbegriff nicht mehr, weil er nichts Be- 
stimmtes aussagt, 

24) Seite 110. Der erste Freudenrausch über den vermeintlich 
von Darwin gefundenen passe-par-tout zur mechanischen Erkläining der 
Entwickelung ist vorüber; man erkennt jetzt, dass Darwin einige wenige 
der hierbei wirkenden Faktoren gefunden hat, dass aber die Haupt- 
faktoren noch unbekannt sind. In Goethe's Darstellung fühlt man 
überall den Gedanken heraus, dass in jeder Periode der Entwickelung 
auch Formen dagewesen, dass auch dass hypothetische Planetendampf- 
chaos seme Elemente zu einer gewissen Form gi'uppirt enthalten haben 
muss Deshalb kann man aueh bei einer jeden Entwickelungsstufe die 
trefühlsbegriffe „Plan Zweck" mit derselben Berechtigung anwenden, 
v,ie die mechanischen (Anschauungsbegriffe) Ursache, Wirkung, nur 
darf man nicht in den Fehler verfallen mit Gefühlsbegriffen mechanisch, 
oder mit Anschauungsbegriffen Zwecke erklären zu wollen. 

25) Seite 115. s. E. I, III. Auf den Tafeln der Begi-iffe S. 36 
werden durch Auflösung der Dinge in Vorgänge die Abtheilungen a) 
und b) sowohl unter A. wie B. zusammenfallen, und resultirt daraus 
eine dreigliedrige Aufstellung, korrespondirend den logischen Positionen 
des Satzes. 
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26) Seite 121. Nicht metageometrisch wie 0. Liebiiiann 
(Analysis der Wirklichkeit. 1875) will; denn die hiermit angestrebte 
Erhebung des Schematismus zu einem metaphysischen Prinzip könnte 
weder auf die Geometrie beschränkt werden, noch haben hierhin zu 
zählende Spekulationen sieh thatsächlich auf dieses Gebiet beschränkt. 
Aus der Thatsache , dass man altemirende Funktionen , springende 
Reihen etc. bilden kann, haben Arithmetiker jenem Prinzip gemäss die 
FolgeiTing gezogen, dass der Summenbegriff unseres Zählens ein empi- 
rischer sei. Aus dem schematischen Ausdruck der Kraft -^-r^ und dem 

dt' 

Kraftgesetz — ^ hat man sich berechtigt gefühlt, neue Kräfte zu er- 
erfinden, welche durch andere Differenzialordnungen dargestellt, oder 
nach anderen Potenzen der Entfernung wirken sollten. Dann wurden 
Kräfte hypostasirt, deren Wirkungsgesetz abhängig von der Anzahl 
wirkender Elemente seien. Aber noch mehr; positive und negative 
Materien wurden erfunden — weil man ja ebensogut — m wie + '» 
schreiben könne. In demselben Geiste wurden^spmng weise nach einem 
Schema vorwärts rückende, oder in sich zurücklaufende (also woh 
konstant geki-ümmte) Zeiten projektiv. Die Früchte, welche von diesem 
venneintlich höheren generalisirenden Standpunkte aus gezeitigt wurden, 
sind schon auf allen Gebieten zu finden. 

27) Seite 122. Ich habe diese Frage in „Bedeutung der Pangeo- 
metrie 1876" gestellt und ist die Inhaitschwere derselben von Mathe- 
matikern anerkannt worden. Alle mir bekannten philosophischen Be- 
handlungen des Thema's ignoriren diese Frage. 

Im Ansehluss hieran finde eine Erörterung der Einwände statt, 
weldie meiner Eaumtheorie in „Vierteljahrssehrift für wissenschaftliehe 
Philosophie" I. S. 299 gemacht werden, Es heisst dort S. 302; 

„Der Verfasser betrachtet nicht hlos einen Eaum von mehr als 
drei Dimensionen , sondern sogar den allgemeinen Begriff einer mehr 
als dreifach ausgedehnten Mannichfaltigkeit im Sinne Riemanns für 
denknnmöglich .... er hält die Construction der Zahlreihen für die 
abstrakteste Construction, die überhaupt möglieh ist. Der Nerv 
seines Beweises liegt nämlich in dem Satze, dass zu jeder Zahl nur 
zwei, nicht aber drei oder gar n venchiedene andere Zahlen gefunden 
. werden können, welche von ihr denselben Unterschied haben. Nun 
ist aber die Constiniction rein begrifflicher Merkmale zu einem 
innerlich mannichfaltigen Ganzen von den besonderen Bedingungen 
der Construction der Zahlengrösse, auch der allgemeinen, unabhängig. 
Jeder Begi-iff von mehr als di-ei Merkmalen ist ein Beispiel einer 
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mehi' als dreifach bestimmbaren Manüiehfaltigkeit. Und zwar kann 
diese ManniehfaJtigkeit, abgesehen von den empirischen Anwendungen 
des BegriiTs, sogar als eine stetige gedacht werden und wird es auch 
im rein logischen Sinne. Wuadt z. B. zeigt, dass der Begriff: 
Farbe, eine stetige Mannichfaltigkeit von vier Dimensionen bilde, 
sobald wir statt der empirischen Sättigungsgrade die überhaupt mög- 
lichen in denselben einführen , was wir offenbar denken können. Es 
war ein gi'osses Verdienst, das Boole um die Erkenntnisstheorie sieh 
erwarb, dadurch, dass er die Unabhängigkeit der logischen Gleichungen 
von der Natur des '.Grössenbegriffs nachwies. Der Begriff einer 
«-fach ausgedehnten Mannichfaltigkeit ist also kein Widerspruch 
gegen das Denkgesetz, vielmehr ein Ausdmck der abstract be- 
trachtet grösseren Tragweite des Denkens und seiner Unabhängigkeit 
von besonderen Bedingungen der Anschauung." 
Den Nerv des Beweises hat Recensent aus der betreffenden Schrift 
richtig herausgefunden. Die Form der Deduktion ist in vorliegender 
Arbeit S. 70 und 216—220 verbessert worden. Dazu der Nachweis 
geliefert. S, 276 u. a., dass der Begriiä' „Dimension" nicht ähnlich wie 
„Merkmal" oder das ganz unbestimmte „Mannichfaltigkeit" gebraucht 
werden darf. Was nun Boole's angeblichen Beweis betrifft, so ist die 
ganze Ausführung von B. C. D. ein indirekter Gegenbeweis , indem 
dieselbe darlegt, dass alle logischen Gleichungen durch die Natur 
der Begriffe ,, Grösse und Richtung" determinirt ^werden , dass logische 
und arithmetische Operationen identisch sind, und demzufolge auch 
geometrische; dass aber von Boole Verschiedenes „logische Gleichung" 
genannt wird, dem dieser Titel nicht im Entferntesten zukommt. In- 
sofern die Boole'schen Gedanken in der Neuzeit zahlreiche Anhänger 
gefunden und sogar zur Aufstellung eines „Calculus of reasoning" ge- 
führt haben, möge eine direkte Kritik dieses letzteren hier Stehe 
finden. Ich folge dabei der Schrift von E. Schröder: Der Operations- 
kreis des Logikkalkuls, Leipzig 1877, 

Das Wesentliche des ganzen Kalküls liegt in folgenden Sätzen, 
welche auf den 8 ersten Seiten dieser Schrift zu finden sind. 

Den ersten Theil des Logikkalkuls bildet die Rechnung mit 
Begriffen") .... der zweite Theil das Rechnen mit Urtheileni*) .... 
Indem wir zunächst nur dem ersten Theil unsere Aufmerksam- 
keit zuwenden, werden wir finden, dass der andere Theil durch 
eine einfache Bemerkung sich miterledigt, die nämlich, dass man 
unter den Buchstaben, welche die Urtheile vorstellen, statt dieser 
lediglich die Zeiten (oder „Klassen von Zeittheilen") zu setzen 
braucht , während welcher sie bezüglich wahr sind y), um sofort die 
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Untersuchung zu einer dem ersten Theiie des Logikkalkuls ange- 
hörigen zu stempeln .... Gegenstand der logischen Operationen 
sind Buchstaben, welche in dem genannten ersten Theiie als Klassen- 
symbole zu bezeichnen sind""). 

Unter einem Buchstaben, wie a, verstehen wir hier stets eine 
Klasse oder Gattung von Objekten des Denkens. Der sprach- 
liche Ausdniek einer solchen ist in der Regel ein Gemeinname und 
gibt zugleich Veranlassung zur Bildung eines Begriffs, in welchem 
wir uns die wesentlichen Merkmale, die allen zu der Gattung ge- 
hörigen Individuen gemeinsam sind, zusammengefasst denken')- Im 
Gegensatz zu diesen Merkmalen, dem sogenannten „Inhalte" des 
erwähnten Begriffs, stellt dann die Klasse selbst dessen „Umfang" 
vor, sodass wir in Gestalt dieser Klassensymbole in der That mit 
den hinsichtjieh ihres Umfanges dargestellten Begriffen rechnen 
werden =)• 

Die Individuen einer solchen Gattung können übrigens auch 
ganz beliebig aus der Mannichfaltigkeit des Denkmöglichen heraus- 
gegriffen werden und ausser dem Zufall, der unsere Wahl auf sie 
fallen lässt, keine übereinstimmende Merkmale veiratlien ''), Die 
Zahl der in der Klasse enthaltenen Individuen kann begrenzt und 
unbegrenzt sein^). . . . 

In dem Kalkül der Logik gibt es Grundrechnungsarten .... 
Nichts hindert diese Gi-undoperationen mit denselben Namen zu 
benennen und mittelst derselben Rechnungszeichen auszudrücken, 
wie sie in der Arithmetik gebräuchlich sind').,.. Ist doch der 
Gegenstand der Operationen beidemal ein ganz anderer — dort 
sind es Zahlen, hier aber beliebige Begriffe"). 

Es wird demnach in Philosophie und Grammatik: 

Multiplikation wird genannt Determination *) 

Division „ „ Abstraktion 

Addition ,, „ kollektive Zusammenfassung 

Subtraktion „ „ Ausschliessung. 

Die Klasseosymbole sollen einander gleich heissen, wenn die 
von ihnen vorgestellten Klassen identisch die nämlichen Individuen 
umfassen, wenn jene also nur Namen für ein und dieselbe Klasse 
sind"). 

Unter a X h ist zu verstehen die Gesammtheit oder Klasse, 
die ganze Gattung der Individuen, welche sowohl zur Klasse a als 
auch zur Klasse i gehören; es stellt also a X l das Gebiet vor, 
in welchem die Gebiete a und b einander gegenseitig durchdringen"). 
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(T -i- 5 bedeutet die Gesammtheit der Individuen, welche zur 
Klasse a oder auch zur Klasse & gehören ; ra -1- 6 stellt das Gebiet 
vor, zu welchem a und 6 einander gegenseitig ergänzen^). 

Bei der geometrischen Veranschaulichung der Klassen a und 
h durch die Punkte zweier Kreisflächen stellt oi6 das beiden ge- 
meinsame Stück Fläche vor, welches begrenzt wird durch zwei sieh 
schneidende Kreise, « + 6 dagegen das ganze Gebiet, welches ge- 
bildet wird, durch das gemeinsame und die beiden Separatstücke 
der sich schneidenden Kreise"). 

Die Symbole und 1 sind darnach die Grenzen , die entgegen- 
gesetzten Extreme der Klassensymbole, indem keine Klasse weniger 
als keines, und keine mehr als alle Individuen umfassen kann?). 

«& = heisst: a und h sind disjunkte Klassen, ohne gemein- 
same Individuen. 

a -\- t = \ heisst; a und 6 sind komplementäre Klassen, um- 
fassen alles Denkbare. 

Zu bemerken ist noch, dass weder der Urheber dieser Rechnungs- 
d,\\ Boole, noch Jevons, sondern erst spätere Versuche die Gedanken 
dieser beiden konsequent zu verwerthen, zu den vorliegenden Sätzen 
geführt haben. "Wir haben zuerst das Material, sodann die Operationen 
der Rechnung zu betrachten. 

a) Vorgeblich bilden Begriffe dieses Material. Was ein Begriff 
sei, wird nicht definirt, sondeni nur gesagt, bei welcher Veranlassung 
sie gewöhnlich enstehen. Bald soll ein solcher Begriff aus vielen Merk- 
malen bestehen (in welcher Verbindung wird nicht untersucht), bald 
soll auch eine Begriffsklasse nur wenige oder gar nur ein einziges 
Individuum enthalten dürfen, z. B. Eigennamen. Dann müssten aber 
auch die Einzelzahlen Zwei, Drei etc. als solche verwendbar sein; die 
folgenden Operationen schliessen aber die Zahlen aus {x). Der Mangel 
einer Definition des Begriffs, der Mangel einer Untersuchung der 
verschiedenen Begriffarten, woraus erst erschlossen werden könnte, ob 
sie gemeinsamen Operationen zugänglich sind, bringt ein heterogenes 
Material unter dem Namen „Denkohjekte" zusammen (richtiger wäre 
zu sagen: "Wörter), aus welchem aller logischen Regel zuwider homogene 
Produkte gebildet werden sollen. Aber für einzelne Gebiete mag der 
gewählte Operationsmodus etwas Brauchbares liefern ; so scheint Jevons 
an die Klassifikationsweisen naturhistorischer Museen gedacht zu haben, 
wo es nach heutiger Spezifikation nicht genau darauf ankommt, ob 
einmal etwas als: Begriff, Merkmal, Vorstellung, Ding etc. besehen 
oder besprochen wird. 
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Es werden sodann sog. logische Gleichungen gebildet (^) und diese 
als Identitätsaufsteliungen später den Urtheilen gleich gesetzt. Der 
erste Fehler liegt hiei- darin, d^s die algebraische Gleichung für eine 
reine Identität angesehen wird. Vergl. B. IV. i. Im Urtheile ist zwar 
auch eine Identität statuirt; dieselbe bildet aber nur einen Formtheil 
des ganzen ürtheils, und dieser Theil ist eine spezifische Art des 
korrespondirenden Foi-mtheiles der algebraischen Gleichung. 

Es weitien Grundoperationen mit den Begriffen voi^enommen, und 
dabei die algebraischen Zeichen verwendet (i). Das ist ein böses Be- 
ginnen. Neue Wörter und Zeichen zu erfinden, ist doch nicht schwer; 
aber es sollen auf irgend einem Wege die absolut siehero Kombinations- 
zeichen der Arithmetik zur Verbindung von Heterogenitäten gebraucht 
werden, um .die Sache in ein anerkanntes Gewand zu kleiden. Eben 
der Grund (x), wenn er ebenso richtig wäre wie er falsch ist, — weil 
die Zahlen doch auch zu den beliebigen Begriffen zählen müssen, oder 
was sind sie denn sonst? — müsste ganz entschieden ein solches Vor- 
gehen verbieten. 

l. Jetzt wird frischweg Multiplikation für Determination auf 
logischem Gebiete erklärt. Ohne dergleichen Gewaltstreiche wäre 
allerdings an kein Vorwärtskommen zu denken, s. dagegen B. III. 3. 
Multiplikation ist ein ganz spezieller Fall der Determination neben 
unzählig vielen anderen ; in diesem speziellen Falle wird das allgemeine 

Funktionalverhältniss f (a, h, ) als a X 6 . . . , bestimmt. Zudem 

liegt hier eine gänzliche Verkennung der Natur algebraischer Vor- 
zeichen und Operationssynibole vor. Dieselben vertreten ebensogut 
Begriffe wie die Buchstaben; weil sie aber in dei Anthmetik, in ein 
strenges System gebracht, gegenseitige Umwandlungen zulassen und 
nur in einer begrenzten Anzahl vorhanden sind, bO bedient man sich 
zu ihrer Andeutung der Striche und Punkte. In emem Logikkalkul 
mtissten sie aber durch Buchstaben ersetzt werden wie jedei andere 
Begriff. Die Erfinder des Logikkalkuls scheinen aber Begriffe und 
Operationen für ganz heterogene Sachen anzusehen, dabei aber die 
Untersuchung, inwiefern ihre Wechselwirkung zulässig ist, für ganz 
unwesentlich zu halten. 

Aus demselben Grunde sind die übrigen Gleichstellungen logischer 
und arithmetischer Kategorien im Allgemeinen unzulässig. Warum 
wird aber mit diesen vier Operationen Halt gemacht ? Die Logik kennt 
deren noch einige andere. Die t) §) gegebenen Regeln Verstössen gegen 
jede systematische Symbolik, weil verschiedene Begriffsklassen da- 
durch als demselben geometrischen Gebiet zugehörig bestimmt 
werden. Man sieht aber , dass die Klassifikation der Individuen in 
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Sammlungen, nicht eine solche von Begriffen, zu dieser Regel geführt 
haben. Ebenso fehlerhaft gegen eine jede konsequente Symbolik sind 
die S. 9 gegebenen Regeln 

a .a . a . . . ^= 0\ a -\- a -\- a .... =ö 
Wenn man das Verschiedene nicht vei-schieden bezeichnen kann, so soll man 
keine Symbolik versuchen wollen, s, B. I. 1. Auf S. 8 kommt die Regel 
vor: Der Satz, wenn « ^ &, dann ist auch a + c = i -^ c dürfe 
nicht umgekehrt werden. Auch hier ist nicht zu sehen, was eine 
Symbolik nach kombinatorischem Modus überhaupt noch soll, wenn 
dergleichen Ausnahmen in der Umkehrung als Regel gelten müssen. Zur 
Entschuldigung dachte man vielleicht an den logischen Satz: partikuläre 
Urtheile dürfen nicht umgekehrt werden. Aber ein partikuläres Urtheil 
ist kein vollständiges Gebilde, und deshalb per se ausgeschlossen von 
rechnender Kontrole, 

Die geometrische Darstellung der Begriffsverbindungen ist reine 
Spielerei, welche nur die böse Folge hat, dass ■— ebenso wie 
a,us den obigen Fonneln in aiithmetischem Kleide — man sich für be- 
i-echtigt hält, logische Wahrheiten daraus ablesen zu dürfen. Sie wurde 
veranlasst durch die Bestimmung vieler Begi'iffe in. der Logik nach 
Inhalt und Umfang. Dafür glaubte man direkte geometrische 
Repräsentanten in Flächen von bestimmtem Umfange zuhaben. 
Die generelle Bestimmung der Begi'iffe ist aber nicht nach „Inhalt und 
Umfang" — das ist nur ausreichend bei einigen Einzelgebieten, etwa 
der Vertheilung der bekannten Thiere in Klassen, Gattungen etc. — 
sondern „Inhalt und Porm". Ein Begriff, und auch das ihm 
koiTespondirende Ding, kommt nicht dadurch zu Stande, dass eine 
gewisse Anzahl von Merkmalen in ihm zu einem Umfang von Zahl 
oder Individuenanzahl oder Ausdehnung zusammengehäuft sind, sondern 
dadurch , dass diese Merkmale (Unterbegriffe) in gewissen Beziehungen 
zueinander stehen. Der Baum 

ist nicht 2 (Stamm, Ast, Blatt, gi-ün, braun, hart . . . . ) 
sondern ein jedes Einzelmerkmal hat seine bestimmte Stelle im Ganzen 
des Begriffes „Baum" bis zu den Elementarbegi'iffen des Denkens und 
Empfindens. Die Formel des Baumbegiiffes würde also eine Gestalt 
erhalten 

f [f (r {...'a.-b,c ) . . ,g, hs) .. t, v) ..X, g] 

und eine viel zartere und eingehendere Behandlung erfordern, als die 
grobe Manier, welche dem Etikettenschreiber genügt. 

Die Sätze ß) wurden in etwas anderer Gestalt aus den Denkformen 
A. Vn. entwickelt, und ihrer Anwendung verdankt Boole einige seiner 
Resultate. Mir waren Boole's Gedanken unbekannt bei Aufstellung 
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(lei-selben. Mehrere Nachfolger Boole's wollen jedoch diese Sätze wieder 
ausmerzen, weil in ihnen die KoiTespondenz der Denkgesetze und des 
Zahlbegriffs liegt, ein Gedanke, welchen die Skepsis um jeden Preis, 
die Behauptung der Logik als einer empirischen Wissenschaft, nicht 
anerkennen darf. 

Ich vennag deshalb in diesem Logikkalkul nur einen kühnen 
unglücklichen Ikanisflug zu sehen, wozu man dem Vogel Arithmetik 
die Flügel entlehnte, deren Bewegungsmodus „auf und ab" man sich 
gemerkt hatte; aber man hielt es für unnöthig, das logische Prinzip 
zu studiren, welches diese Bewegung heiTor brachte , und ebenso 
unnöthig sich über die Beschaffenheit des Mediums zu erkundigen, 
in dem geflogen werden sollte. Nach dem Sprachgebrauch war Alles 
„Denkobjekt, Begriff" — also homogene Luft vorhanden; hei dem 
Flugversuch zeigte es sich aber, dass man bald im leeren Räume 
trotz allen Flatterns herunterfällt, bald die Flügel an einem wider- 
stehenden Medium zerschlägt. 

Soli Leibnitzen's Gedanke ausgeführt werden, so genügt es nicht 
einige Kategorien, welche Aehnlichkeit mit arithmetischen Operationen 
haben, aufzuschnappen und dann drauf los zu rechnen ; zu solchem Unter- 
nehmen sind ganz andere Vorarbeiten nothwendig. Die ei-ste unumgäng- 
liche wäre eine vollständige Kategorientafel, welche jeder Feuerprobe 
genügt; oder aber, man muss sieh jedesmal auf ein solches Gebiet be- 
schränken, für welche seine SpezialaustÜhmng möglich ist. Für das Gebiet 
der Denkbegriffe ist dies möglich; für diese braucht man aber auch nicht 
nach einem höheren Standpunkte allgemeinerer Logik auszuspähen, 
sondern man steht hier auf der Grundbasis aller Kombinatorik, und 
der Funktionalbegriff ist der allgemein gültige, welcher der Deter- 
mination, Multiplikation, Abstraktion, Division etc. ihre ganz bestimmte 
Stelle und Regel vorschreibt, die nie und nirgends Ausnahmen, weder 
der Bedeutung noch des Symbols, zulassen. Alle Objekte, welche eine 
genaue Beschreibung ei-möglichen, sind dieser logischen Behandlung zu- 
gänglich; ihr Schema wurde gegeben S. 76, 331, 432. Will man andere 
Gebiete des Denkens versuchen, dann heisst es vorerst die dort noth- 
wendigen Beziehungsbegriffe studiren, die Art ihrer Wechselwirkung, 
ihrer Abhängigkeit feststellen , und denen koiTOSpondirende neue 
Grundoperationen des Kalküls — wenn dergleichen nicht schon durch 
die betreffenden Begriffe unmöglich gemacht wird ■— erfinden. Meine 
Meinung ist allerdings, da^ alle Symbolik, welche andere als die Be- 
griffe der allgemeinen Kombinatorik verwendet, sich als unnützer Ballast 
herausstellen wird. Gleichwohl könnten Versuche auf diesem Felde in 
anderer Hinsicht lehrreich werden. 
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28) Seite 129. Ueber die Drei- vesp. Vierdeutigkeit der Zeichen 
+ — s. B. IIL 7. 

29) S. 131. 8. S. 56, 287. 

30) Seite 145. Da diese Argumentation so ziemlich in allen dies 
Thema behandelnden Schriften Aufnahme gefunden und voraussichtlich 
noch in vielen zukünftigen finden wird, so sei hier wiederholt, was ich 
an anderer Stelle dagegen sagte, worauf eine Antwort bis jetzt nicht 
erfolgt ist. 

„Bezeichnend für die Änsgangspunkte dieser pangeometrischen 
Raumanschauungen ist es, dass fast in jeder neuen Schrift ihrer Ver- 
theidiger das merkwürdige Unternehmen Lobatschewky's wieder- 
holt wird, wodurch* dieser die Form des Raumes experimental auffinden 
zu können geglaubt hat. Die Winkel eines Dreiecks, gebildet durch 
einen Durehmesser der Erdbahn und einen Stern mit verachwindender 
Parallaxe, sollten gemessen und mit der Winkelsumme des Euklidi- 
schen Dreiecks verglichen werden. Eine Differenz der elfteren und 
letzteren Summe sollte Beweis eines mit Krümmungsmaass behafteten 
Baumes sein. Nun abgesehen davon, dass das ganze Experiment der 
skeptischen Methode jener Anschauungen zuwider ist, nach der man 
gar keinen Schluss ziehen soUte ehe man den Winkel von jenem Stern 
aus nicht thatsächlich gemessen hat (lain demnach auch über eine 
wirkliehe oder scheinbar verschwmdende Paiallaxe gar nichts aussagen 
kann), so scheint auch Niemandem di'! unentrinnbare Dilemma aufge- 
fallen zn sein, in welches dieSchlussfolgemng verfällt, und welche die 
Nichtigkeit des Versuchs sowohl als des Schlusses darlegt. 

Angenommen, es wird eme Differenz der Winkelsumme dieses 
Stemdreiecks von 2 Rechten Winkeln konstatirt, so kann man zur 
Erklärung dieser Beobachtungen sagen: 

a) Entweder die Sehlinien , die Lichtstrahlen, pflanzen sich fort nach 
geodätischen Linien eines analytischen Raumes mit einem von 
Null vei-sehiedenea Krümmungsmaass (ähnlich wie bei der atmo- 
sphärischen Brechung der von den Sternen ausgehenden Strahlen) 
und dann haben wir einfach den Unterschied solcher empirischer 
geodätischer Linien von der absolut geraden d. h. der ideellen 
Euklidischen Linie konstatirt; oder 

b) wir nehmen an, dass unsere geometrischen Linien, aufweiche 
wir unser Messen beziehen, jene geodätischen Linien seien 
(zum Zwecke der einfacheren Gestaltung unserer analytischen 
Formeln), 
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und müssen dann, um jene Differenz dei \\mkel ummcn zu eikliien 
sagen, dass die Fortpflanzung des Lichtes «(ich nicht an jene anali 
tische Fiktion stört, sondern in geiadei Euklidisthei Linie \oi 
sich geht; die beiden Linienbegiifte smd dann eintxch miteinandei 
getauseht. 

Anstatt also aus einer solchen Peobachtung wenn '.le jemals statt- 
finden könnte, einen Schluss zu Gunsten obigei Raumansieht machen 
zu dürfen, wäre einfach die Konstanz zweiei veischiedenei geometnschei 
Anschauungsweisen ausgesprochen, die nitüihch ohne jenes Fxpeiiment 
auch schon in jedem logischen Satze statthnden kann Tiotzdem ist 
das ganze Experiment in Fonneln gesetzt die Foimeln neiden beständig 
repetirt; dieselben sind auch algebiaisch ginz iichti? aufgebaut sie 
sagen aber absolut gar nichts aus. Es ist dies ein Beispiel dafür wie 
der beständige Gebrauch von graphischen Foimeln woian dis Penken 
gewohnt wird sich anzulehnen, bei seinen unhestieitbaien "\oitheilen 
und seiner UnersetzKchkeit in den mathematischen V. issenschafteu, zu- 
gleich die Fähigkeit abschwächt ohne Formeln zu denken; ausserdem 
aber auch zu der Meinung verleitet, in jeder analytischen Formel sei 
ein Gedanke ausg^prochen. 

Als scheinbar diitten Fall könnte man noch sagen: Jene Licht- 
strahlen und auch unsere Dreieckskonstruktion laufen in geodätischen 
Linien, die aber nur von anderen Organisationen als solche geodätische 
d. h. nur relativ kürzeste erkannt werden, uns jedoch als abso- 
lut kürzeste erscheinen. 

In diesem Falle, den ich wiederam als hypothetisch in der Dis- 
kussion zulässig gelten lasse, würde natürlich das obige Experiment 
zu gar nichts führen, denn es könnte keine DilTerenz der Winkelsummen 
gefunden werden. Dagegen ist klar, dass beide verschieden geartete 
Organisationen die gleiche Vorstellung des ideellen Euklidischen Drei- 
ecks und des geodätischen, ihren Mitteln der Beobachtung gemäss, 
verwenden. Die ideelle Vorstellung der geraden Linie ist also bei 
beiden dieselbe, eineilei ob die empirisch ausgeführte Zeichnung oder 
Beobachtung vei'sehieden ausfällt. Mit Hülfe des Mikroskops wird man 
manche Linie als kmmm erkennen, welche das unbewaffnete Auge für 
gerade ansieht; und ebenso, wenn ein Käferauge tausend Linien dort 
sieht , wo wir nur eine einzige sehen , oder wenn einem Kugelflächen- 
wesen die Linie als gerade erscheint, die wir für das Stück eines 
grössten Kreises ansehen, so ist doch die ideelle Vorstellung {gerade, 
absolut kürzeste) Linie bei allen logisch denkenden Wesen der- 
selbe Begriff. 
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Wir können diese Betrachtung fortführen und uns Wesen denken, 
die dort, wo wir nur Atome oder unausgedehnte Punkte wahrnehmen, 
noch Unterschiede — etwa in Linienform — wahrzunehmen vermögen. 
Der Schluss wäre jedoch ganz falsch, dass diese Wesen deshalh zu 
unseren drei Dimensionen noch eine vierte, welche in unserem Punkte 
enthalten sei, beobachten und vorstellen; sondern dieselben würden die 
Begritfe „Punkt und Linie" nur auf eine andere Klasse von Natur- 
erscheinungen anwenden, ebenso wie der Astronom am Sternenhimmel 
Räume beobachtet, wo die naive Vorstellung nur- eine Fläche wahr- 
nimmt; deshalb stellt aber der Astronom zu den drei Dimensionen des 
naiven Bewusstseins nicht noch eine vierte nachträglich vor." 

Bedeutung der Pangeometrie 1876. 

Im Anschlüsse sei Kants Idee von einer höchsten Geometrie er- 
wähnt, weiche von den Anhängern pangeometrischer Spekulation zur 
Zeit so häufig angeführt wird. Auf diesen Jugendgedanken ist Kant 
in der Folge nie mehr zuiUckgekommen. Wenn er später in den 
Prolegomenen sagt: „die Gründe, weshalb der Raum drei Dimensionen 
hat, sind uns unbekannt; es scheint mir, dass dies eine Folge der 
unsere Welt beherrschenden Naturkräfte ist", so zeigt dies, dass die 

betreffende geometrische Beziehung zwischen dem Kraftgesetze -''—^- 

und einer dreidimensionalen Ausdehnung ihm durchaus noch nicht hin- 
reichend für eine kausale Verknüpfung erschien. Das war auch ganz 
lichtig; denn der Begriff „Kraft" war für Kant durchaus noch kein 
einfacher, von rein logischem Wei'the. Nahm er doch nicht allein 
anziehende und ahstossende, sondern auch Flächenkräfte an. So hoch 
man also auch sonst Kants Ansichten in zweifelhaften Fällen schätzen 
mag, diesem seinem Jugendgedanken fehlt jede logische Bedeutung 
schon deshalb , weil sein Kraftbegriff nichts Bestimmtes war. 

31) Seite 151. Hier eine Zusaranienstellung von Bildungen der 
Zahlwörter. 

Zahlen. Bedeutung der Zahlwörter. 

1 . Mann, Dieser, Faust, Deutfinger, peyak {Arapalio) = er 

ist allein, w-ingat (Algonquin) = Hand. 

2 . entzwei, getrennt, oel (Chinesisch) = Ohren. 

3 . Kleeblatt (Chinesische und Tartarische Sprachen). 

4 . Kikik (Pirna) = zweizwei, walwal (Mosquito) == zwei- 

zwei. 

5 . anibo (Brasil) = Hand , po - petei (Guarani) = eine 

Hand. 
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Zahlen. Bedeutung tier Zahlwörter. 

6 nasuto (Shyeniie) ^= eins dmber, arlinak atensek (Es- 

kimo) => eins an der anderen Hand , lu (Chines) = 
Salz — also wohl die sechs Seiten des Salzkrystalls ? 
8 . tube (Ainos) = zwei von zehn; in vielen Sprachen = 

2 mal 4 
9. . Kieu (Chines) = Zwiebel; schne-he-sehnan (Ainos) = 
eins von zehn, 
zwei Hände (Eskimo, Malayiseh, Brasil), 
arkanek atansek (Eskimo) = eins am ersten Fuss. 
16. . arfersonek atansek (Eskimo) = eins am andern Fuss. 
18. . triuee'h (Breton) = 3 mal 6, deunaw (Welsh) ^ 2mal9. 

20. . is-elu-janon (Lule) = Hand - Fuss - alle; cani - punia 

(Jamra) = eins -Mensch; ehe po che peg (Brasil) == 
mein Hände - mein Filsse ; inak nadlugo (Eskimo) = 
Mensch zu Ende. 

21. , ungnissut (Eskimo) = eins am anderen Menschen. 

15. . tangah duä pulu (Dajak) ^= ein halb vom zweiten zehn. 

35. . tangah äzat pulu (Dajak) = einhalb vom vierten zehn; 

ähnlich im Deutsehen; viertehalb — hundert etc. 
Das Französische ist gleichfalls ein Beispiel dafür wie vei-schiedene 
Zahlsysteme und arithmetische Operationen angewendet wurden, wo 
eine einzige ausgereicht hätte. Dass eine Sprache diese Verschieden- 
heiten als BiTjchstÜcke aus schon vorhandenen Sprachen entlehnte, 
ändert nichts an der logischen Systemlosigkeit ihrer Begriffbildung, 
oder Vei-wendußg von Wörtern. 

32) Seite 168. Dass die Quatemionen eine logische Bedeutung 
haben, dass nämlich eine Raumbestimmung im Allgemeinen durch vier 
irreduzible Elemente eindeutig gegeben ist, oder, da^ ein Komplex 
von vier unabhängigen Bestimmungen den Begriff des allseitigen Kon- 
tinuums enthält, wird dargelegt in der Betrachtung über die Qualität 
der Zahl 4; B. V, Auch wird dort die philosophische Basis mehrerer 
Sätze dieses Kalküls klar; z. B. warum das Quadrat jeder rektan- 
gulären Quaternlon gleich — 1 sein muss, vergl. S. 219 und 304; dass 
i nach Willkür Ausdruck der Linie Eins nach Richtung der Axe x 
oder als eine Rotation um 90" um dieselbe Ase angesehen werden 
kann. Die Ausnahmen des Kalküls bestehen nicht, wenn man dazu 
übergeht, die Struktur der Formeln mit in Bechnung zu ziehen B. VI. 5. 
Gleicherweise ist die Möglichkeit eine Geometrie der Lage auf das 
Doppel verhältniss zu begründen, eine Konsequenz des zähltheoretischen 
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Charaktei-s der Zahl (4); der Zahl, welche den Raumgegriff implizirt. 
s. S. 218 u. ff. 

33) Seite 170. Will man von Leibßitz absehen, so ist Hegel der 
Erste, welcher die Nolhwendiglteit herausfand den Begriff der Qualität 
auch in den mathematischen Wissenschaften anzuwenden. Einzelne 
IiTthümer die Hegel auf diesem ihm fremden Gebiete begeht, und die 
ihm von seinen Kritikeni als Kapitalverbrechen vorgehalten werden, 
vermindera nicht den Werth vieler von ihm angeregter Gedanken. 
Sein logischer Hauptfehler ist es aber, dass er erst im Potenzverhält- 
niss ein qualitatives anerkennen will. Hier ist die qualitative Betrach- 
tung allerdings am einleuchtendsten. Wäre sie aber auf dieses Gebiet 
beschränkt, so müsste sie abgelehnt werden; denn ein Grundbegriff 
der Logik kann nicht auf einer spezifizirten Stufe der denkenden 
Korabination entstehen. Auch Hegels schwankende Anwendung des 
Wortes „Begriff" macht es schwierig zu entscheiden, ob er auf diesem 
Gebiete klar und bestimmt gedacht hat; eindeutig zu intei"pretjren 
sind seine Ausführungen gewiss nicht, selbst für denjenigen der sich in 
seine Sprache hineinzufinden vermocht hat. 

35) Seite 199. Diese Bezeichnung als Wunder, unvereinbar mit 
dem allgemeinen Kausalnexus, bezieht sieh natürlich nur auf diese 
Formel wenn sie als Ausdnick einer elementaren Kraftwirkung gelten 
soll, s. D. I. 4. Diese Fonnel mag ganz richtig eine Reihe von Er- 
scheinungen zusammenfassen, nur kann sie sich nicht auf absolut letzte 
Positionen des Gedankens (Kraftpunkte) beziehen. Darüber, dass wenn 
eine solche Fonnel der exakte Ausdruck einer Erscheinungsreihe ist, 
das vermeintliche Kraftgesetz arithmetisch imaginäre Werthe ergeben 
muss, welche eine reale Deutung zulassen, vergl. S, 321 ,,Das mechanische 
Ausserhalb etc." 

36) Seite 208. Gauss führt aus, dass die gewöhnliehe unbewiesene 
Annahme, eine jede Gleichung habe Wurzeln, identisch sei mit einem 
Axiom: 

„Cuivis aequationi satisfieri potest aut per valorem realem incognitae, 
aut per valorem imaginariam sub forma a -{- i y— i contentura, 
aut per valorem, qui sub nulla omnino forma continetur. Sed quo- 
modo hujusmodi quantitates, de quibiis ne ideam quidem fingere 
potes — vere umbrae umbra — summari aut multipHcare possint, 
hoc ea perspicuitate, quae in mathesi semper postulatur, certe non 
intelligitur." 
Dieses Urtheil ist durchaus berechtigt, und wäre von Allen zu be- 
herzigen, welche glauben, dass die logische Frage des Infinitesimal- 
kalkuls von der Grenzmethode erledigt worden sei; jene GrenzausdrUeke 



y Google 



Anmerkungen. 439 

g sind solche Schatten , die dui'chaus nicht selbstverständlich die Be- 
rechtigung tragen nach arithmetischen Operationen behandelt werden 
zu dürfen. 

„In eadem commentatioiie Euler theorema nostnim adhuc alia via 
eonfirmare annixus est, cujus summa continetur in his: Proposita 
aequatione ic" + Äx''r^. . . = Ö, hujusque quidem expressio analytica 
quae ipsius radiees exprimat, inveaiii non potuit, si exponens w >• 4; 
attamen certum esse videtur (uti asserit E) illam nihil aliud eontinere 
posse, quam operationes arithmetieas et extractiones j-adicum eo magis 
comphcatas, quo major sit n. Si hoc eonceditur, E, optime ostendit, 
quantumvis inter se complicata sint signa radiealia, tarnen formulae 
valorem semper per formam M + N y^ repraesentabilem fore, ita 
ut M. K. sint quantitates reales. „Contra hoc ratiocinium objici 
potest .... talem resolutionem oninino esse impossibilem et contra- 
dictoriam". 
Dieser Einwand ist wiederum richtig , wenigstens insofern die 
Widerspruchslosigkeit eines solchen Komplexes, d, h. ihre Möglichkeit 

als Gleichung, in obiger Form a;™ 4- äetn Inhalte nach gleich 

Nuü nachgewiesen werden muss. Das ist aber grade was in den An- 
führungen B speziell IV. 3 geleistet wird. Ausserdem gehört als wesenl> 
licher Bestandtheil zu diesem Beweise der Nachweis, dass es nur 4 
irreduzible Einheiten, absolut einfache und eindeutige Elemente der 
kombinatorischen Setzung geben kann (B. III. 6), und dass alle arith- 
metischen Komplexe, mögen sie Symbole haben wie immer , nur durch 
Setzungen dieser Einheiten nach dem Sumrairungsbegriff entstehen 
können; dass demnach eine jede algebraische Gleichung auf zwei reine 
Gleichungen zui-ückgeführt werden kann. Wenn aber Gauss als weiteren 
Einwand anführt, dass die Gleichungen auch faktisch lösbar sein 
müssten wenn Eulers Annahme als Beweis zulässig sein solle, so ist 
das nicht richtig. Denn eine Gleichung bann wegen der Unvollständig- 
keit ihrer Data unlösbar sein ohne deshalb einen inneren Widerspruch 
zu enthalten; z, B. eine einzige Gleichung mit zwei Unbekannten, oder 
eine solche von höherem Grade als n = 4 mit unbestimmten Koeffi- 
zienten. Solche Gleichungen haben mögliche Wurzeln oder vielmehr 
Systeme von Wurzeln, wenn auch die einzelnen Wurzein wegen 
der Unbestimmtheit der durch die Koeffizienten gegebenen Anweisungen 
nicht in eindeutiger Form aufgestellt werden können. 
Gauss fähit fort: 

„ impossibilem et contradictoriam. Hoc eo minus paradoxum 

videri debet, quum id, quod vulgo resolutio aequationis 
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dicitur, propvie nihil aliud sit quam ipsius reductio ad aequationes 
puras. Nam aequationum purarum solutio liinc non docetur sed 

supponitur, et si radicem aequationis «"' = M per yä" exprimis, 
illam neutiquam solvisti, neque plus fecisti, quum si ad denotandam 
radicem aequationis x'^ . . . . = Signum aliquod excogitares, 
radicemque liuic aequalem poneres. Verum est, aequationes puras 
propter facilitatem ipsarum radices per approximationem inveniendi, 
et propter nexura elegantem, quem omues radices inter se liabent 
prae Omnibus reliquis muJtum praestare, adeoque neutiquain vitupe- 
randum esse, quod analystae harum radier per Signum peculiare 
denotaverunt: attamen ex eo, quod hoc Signum perinde ut signa 
arithmetica additioois, subtactionis, multiplicationis, divlsionis et evec- 
tionis ad dignitatem sub nomine expressionum analyticarum complexi 
sunt, minime sequitur cujusvis aequationis solutionem ad solutionem 
aequationum purarum reduci posse. Forsan non ita difficile foret im- 

possibilitatem jam pro quinto gradu omni rigore demonstrare 

Hie sufficit, resolubilitateni generalem aequationem, in illo sensu 
acceptam, adhuc valde dubiam esse, adeoque demonstrationem, cujus 
tota vis ab lila suppositione pendet, in praesenti rei statu nihil 
ponderis habere." 

Was Gauss hier über das Zeichen y sagt ist wiederum sehr be- 
herzigenswerth für alle, welche vermeinen, mit einem Symbol etwas 
geleistet zu haben, Dass die Wurzeln einer reinen Gleichung in einem 
eleganten Fonnelnexus stehen, hat für logische Fragen gar keine Be- 
deutung, ausgenommen wenn dieser FormeJnesus einem Nexus der Be- 
griffe entspricht. Bieses ist aber bei reinen Gleichungen der Fall, and 

wenn das Zeichen y~M ausdrückt, dass ein gesuchter Komplex durch 
die alleinige m fach widerholte Multipllkatinn einen gegeben erzeugen 
soll, so ist damit das Gesuchte jedenfalls schon ausserordentlich viel 
einfacher bestimmt als durch eine allgemeine Gleichung. Ebensowenig 
hat die grössere oder mindere Leichtigkeit, Wurzelwerthe annfthemd 
zu finden einen logischen Werth ; sondern nur der Nachweis, dass solche 
Wurzelwerthe existiren, wenn sie auch nicht in Zahlen ; 
werden können. Trotzdem solche Gleichungen in Zahlen nicht ^ 
werden können — ■ weil es meist Irrationalzahlen sind 
wir- sie logisch gelöst nennen, sobald wir in eindeutiger Weise das Ge- 
setz angeben können, welches die Bildung der Wurzel aus der Gleichung, 
oder der Gleichung aus der Wurzel durch Kombination nach dem Satze 
des Widerspruciis aus Elementarsetzungen des Denkaktes (absoluten 
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Einheiten) aiisrlrüekt. Dass diese letzte logische Frage auch bei 
Gaussens Behandhmg des Thema's noch immer als dunkler Hintergrund 
stehen blieb, dass mit dem Ausdruck „Wurzel oder Faktoren ersten 
oder zweiten Grades" die Sache noch nicht erledigt sei, war ihm woh} 
bewusst, im Unterschiede von so vielen Analysten, welche über der- 
gleichen in süffisanter Manier hinwegschreiten. Er sagt: 

„Ceterum ex eo tempore, quo analystae comperti sunt, infinite 

multas aequationes esse, quac nullam omnino radicem haberent, nisi 

quantitates forma a + b Y—i admittantur, tales quantitates fictitiae 

tamquam peculiare [quantitatum genus, quas imagenarias dixenint, 

ut a realihus distinguerentur , eonsideratae et in totam analysin in- 

troductae sunt; quonam jure? hoc ioco non disputo. Demonstrationen! 

meam absque omni quantitatum imaginaiiarum subsidio absolvam, 

etsi eadera libertate, qua omnes recentiores analystae usi sunt, etiam 

mihi uti liceret." 

Dieses Recht zu begründen war die Hauptaufgabe von B. III. 6. 

Man darf diese beiden Gleichungsarten in dem vorliegenden Problem 

also durcliaus nicht auf eine Linie stellen wollen. Nun ist es bei dem 

vorliegenden Problem aber wiederum durchaus nicht nothwendig die 

Gleichung y~iif = vollständig m lösen, wie Gauss von Euler zu 
fordern scheint, sondern es ist nur nachzuweisen, dass dieselbe über- 
haupt eine Wurzel habe. Dass dies der Fall ist ergab B. KI. 5. 

38) Seite 226. Man findet häufig auch in mathematischen Schriften 
die unkorrekte Angabe, dass die allgemeine Gleichung fünften Grades 
durch elliptische Funktionen gelöst worden sei. Das kann sich natür- 
lich nur auf spezieil bestimmte Fälle beziehen. Fünf gleiche Linien 
oder, Flächen etc. , können kem Gebilde allseitig abgrenzen. Nimmt 
man aber eine neue Bestimmung hmzu, etwa ein regelmässiges Fünfeck, 
so können im Verein mit dle^em fünt kongruente Dreiecke ein solches 
fonnal bestimmtes Gebilde (eme filnfseitit,e Pyramide) konstituiren. 

39) Seite 227. (siehe 27) 

40) Seite 227. Aus der Definition der transcendenten Zahl Seite 
166 erhält man die Sätze: 

Durch Summirung von Irrationalzahlen kann die Stufe der In-ationa- 
lität nie eniiedrigt werden. 

Durch Potenzirung muss die Irrationalstufe, durch Multiplikation 
kann aber muss sie nicht erniedi-igt werden. 

Wenn es nun möglich ist die Zahl re in eine solche .unbegrenzte 
Reihe zu bringen deren Einzelgliedev aufsteigende Wui'zelausdvücke 
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sind, unter deren Wurzelzeichen wiederum ein Suminenausdruck stände 
(also miniiesteßs zwei Glieder), oder aber ein Produktausdmck, welcher 
die höhe!-e Stufe des Wurzelzeichens nicht paralysirt, so wäre die 
Transcendentalität dieser Zahl ?r arithmetisch nachgewiesen. 

41) Seite ^72. Gauss hat selbst vor derartigen Abenteuern zu- 
weilen gewarnt; so gegen d'Alerabert. 

„Quantitatibus infinite parvis liberius utitur quam cum geometrico 
ngore consistere potest aut saltem nosti'a aetate ab analysta serupu- 
loso concederetur , neque etiam saltum a valove infinite parvo ad 
finitum satis luculenter explicavit." 
Sodann in seinen Briefen au Schumacher: 

„Unsere Lehrbücher der Analysis haben ja ein eigenes Kapitel 
über den Werth - für den Fall dass x, u. y zugleich yerschwinden. 

Nach der Strenge ist es Unsinn hier einen bestimmten Werth zu 
suchen • . . ,, allein ein denkender Mathematiker weiss schon wie 
er jene Phrase zu verstehen hat." 
Dieser treffliche Sat^ ist aber noch dahin auszuführen , da^s auch 
Gauss uns nie zu sagen vennocht hat, was unter jener Phrase streng 
zu denken ist; dass aber ein denkender Mathematiker zufolge seines 
richtigen Instinktes trotz der bisheran ungelösten logischen Frage sich 
nicht dazu verleiten lässt die unsinnigen Konse(iuenzen abzuleiten, 
welche der sprachliche Ausdruck dieser analytischen Methode zu recht- 
fertigen scheint, 

„Was aber ihren Beweis betrifft so protestire ich zuvörderst gegen 
den Gebrauch einer unendlichen Grösse als einer vollendeten, 
welcher in der Mathematik niemals erlaubt ist. Das Unendliche 
ist nur eine fa^on de parier, indem man eigentlich von Grenzen 
spricht, denen gewisse Verhältnisse so nahe kommen als man 
will, während anderen ohne Einschränkung zu wachsen verstattet 

ist" 

Leider hat sich Gauss späterhin verleiten lassen diese logischen 
Prinzipien stellenweise zu missachten. Es war dies eine Folge davon, 
dass es ihm wohl gelungen war negative Sätze gegen das Unendliche 
aufzustellen, aber der positiven Erklärung einer thatsächlich in der 
Mathematik nothwendigen (also positiven) Methode ermangelte. Was 
Gauss vorhin der Mathematik niemals gestatten wollte, davon glaubte 
er später eine Ausnahme machen zu dürfen; oder man müsste an- 
nehmen dass er die Pangeometrie nicht für Mathematik ansah. 
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„lo der Euklidischen Geometrie gibt es 

nichts ablolut Grosses, wohl aber in der Kicht 

Euklidischen Vnr den fraglichen Fall 

ist nun durchaus nichts Widersprechendes darin, 

dass man, wenn die Punkte A, B und die 

ßichtnng AC gegeben sind, während C ohne 

Beschränkung wachsen kann, dass dann, obgleich 

BBC dem DAC immer näher kommt, doch 

der Unterschied nie unter eine endliche Diffe- 
renz heruntergebracht werden könne." 
Den Beweis für diese kühne Behauptimg ist uns Gauss schuldig 
geblieben; sie ist unrichtig, und liegt ihr derselbe Fehler zu Grunde 
welcher Seite 199 dargelegt wurde. Man kann sich sehr wohl zwei 
voneinander unabhängige Reihen denken von denen in gleichen Zeit- 
räumen die eine unbegi-enzt wächst, während die andere nach einer 
bestimmten Grenze konvergirt. Wenn dieser Gedanke in analytische 
Form gebracht wird so resultirt eine Formel, in weicher die beiden 
Reihen nur durch den Summirungsbegriff (die Symbole -1- — ) ver- 
bunden sind. Ganz anders aber gestaltet sich die Sache, wenn beide 
Reihen funktional zu einem Ganzen verbunden sind, wenn sie wie hier 
das bestimmte Gebilde „Dreieck" symbolisiren sollen. In diesem Falle 
sind sie nicht mehr durch das indifferente Summirungssymbol, sondern 
als Faktoren in einem Produkte in gegenseitige Beziehung zu setzen; 
und dabei müssen die Winkel BBC und DAC als Grenze des 
Unterschiedes ebenso die Null zur Bestimmung erhalten wie die 
Richtungsunterschiede CB und CA, oder was dasselbe ist die Be- 
stimmung CO für die Ausdehnung AC, oder auch AB = 0. Wenn eine 
diesem widersprechende Bedingung in die Foi-meln eingeführt wird, so 
ist däs Gesetz der Kontinuität, der logische Nexus, verletzt; dieser 
logische Widerspruch wird nicht dadurch aufgehoben, dass es graphisch 
möglich ist solche Widei'sprüdie in Formeln zusammenzuschreiben, 
ebensowenig wie die Widersprüche „schwarz ist weiss", eine Welt kann 
aus absolut unvergleichbaren Positionen bestehend gedacht werden ■ — 
es ist nur eine gute Einrichtung, aber nicht absolut nothwendig, dass 
das Identitätsprinzip in der Welt gilt — etc. — durch das Hinschreiben 
solcher Sätze möglich gemacht werden. Gauss hat bei obigem Satze viel- 
leicht an gewisse Kurven gedacht; aber hier handelt es sich um gerade 
Linien, ein tctal heterogener Begriff zu „krammer Linie" obschon er 
bloss ein verschiedenes Adjektiv bei demselben Substantiv präsentirt. 
Obigem Zitat folgt: 
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„In der Bildersprache des Unendlichen würde man also sagen 
müssen, dass die Peripherie zweier uuendlicher Kreise, deren Halb- 
messer um eine endliche' Grösse verschieden sind, selbst um eine 
Grösse verschieden sind, die zu ihnen ein endliches Verhältniss hat. 
Hierin ist aber niehte Widersprechendes wenn der endliche Mensch 
sich nicht vei-misst etwas Unendliches als etwas Gegebenes und von 
ihm mit seiner gewohnten Anschauung zu Umspannendes betrachten 
zu wollen. Sie sehen dass hier in der That der Fragepunkt unmittel- 
bar an die Metaphysik streift," 
Dass der erste Satz Unsinn ist fühlt Gauss deutlich, aber er macht 
der Bildersprache des Unendlichen einige Konzessionen um 
überhaupt über die Sache in Ermangelung richtig gebildeter Begriffe 
und Wörter sprechen zu können, Aber das folgende „Hierin ist nichts 
Widersprechendes" ... ist wieder ein lapsus. Im Gegentheil, der end- 
liche d. h. der bestimmt und deshalb endlieh denkende Mensch darf 
sich nicht vermessen den Widerspinich in obigen Unendliehkeitsbegriffen 
bestreiten zn wollen; denn jene Begriffe sind vage Gestalten, die er in 
Eiinangelung einer exakten Metaphysik vorläufig durch mystische 
Wörter repräsentirt. 

Der Schlusssatz ist wiedemm durchaus zutreffend; die Frage ist 
eine lediglich logische (metaphysische, ontologische) und aus den ana- 
lytischen Zeichen darf man durchaus kein Argument herauslesen wollen. 
42) Seite 300. Selbst der im Allgemeinen so vorsichtige Clebsch, 
welcher häufig dagegen protestirt, dass aus der analytischen Formel 
eines Gebildes ein Schluss auf seine metaphysische Bedeutung gezogen 
werden dürfe, wie das jetzt bei der jüngeren Generation empiristischer 
Schule Mode ist, nennt die Cartesianischen Koordinaten ein willkürlich 
gewähltes Werkzeug zur Behandlung von Aufgaben. Ebenso richtig 
wie dies für analytische Aufgaben im aligemeinsten Sinne, ebenso un- 
richtig ist diese Charakterisirung wenn es sich um geometrische Auf- 
gaben handelt. Es gab eine Zeit wo Tabakrauchen und Kaffetrinken 
für reine Modethorheiten gehalten wurden; aber ein dreihundertjähriges 
Festhalten und Ausbreiten dieser angeblichen blosen Moden haben die 
Physiologen zn einer andern Ansieht gebracht. Ebensowenig lässt sich 
der dreihundertjährige Gebrauch der Cartesianischen Koordinaten aus 
der willkürlichen Laune eines Mathematikers erklären; vielmehr wird 
es vielleicht einmal für eine Modethorheit erklärt werden, wenn heutige 
Mathematiker rein geometrische Aufgaben mit solchen künstlichen 
Koordinatensystemen behandeln, deren einziges Verdienst in der Her- 
stellung sog. eleganter Formeln liegt; denn diese Eleganz, wenn sie 
nicht Ausdruck eines logischen Gedankens ist, sondern irgend eineu 
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zum metaphysischen Prinzip erhobenen Schematismus äusseriich be- 
friedigt, ist eben weiter nichts als ein Geschmack der Mode. 

43) Seite 299. Hierzu eiinge Belege : Baltzer. Elemente der 
Mathematik. 2. Band Seite 13. „Den Parallelen entsprechend werden 
einer Geraden entweder zwei getrennte unendlich ferne Punkte (real 
oder nicht real) oder ein unendlich femer Punkt zugeschrieben", hier- 
gegen ist nichts einzuwenden, wenn man von dem logischen Paralielen- 
begiiff absehen will, imd statt dessen ii^end eine hypergeometiische 
Formel mit dem Worte „Parallelismus" bezeichnet. Aber es folgt 
der Nachsatz: „Welcher von den drei möglichen Fällen stattfindet 
kann weder empirisch (durch Beobachtung) noch theoretisch (speku- 
lativ) entschieden werden,"!! 

W. Fiedler. Darstellende Geometrie, Seite 3. „Man macht die 
Projektionsgesetze durch gewisse Voraussetzungen über das Unendlich 
ferne im Baume , welche widerspruchsfrei sind , ohne Ausnahme 

gültig Wenn die Punkte einer Geraden durch gerade 

Strahlen vom Zentrum der Projektion aus auf die Bildebene projizirt 
werden, so gibt es unter diesen einen der zu ihr selbst, und einen 
anderen der zur Bildebene parallel ist. Der erstere liefert ein be- 
stimmtes Bild von dem — wir wollen sagen — uneigentlichen Punkt 
der Geraden, den der Parallelstrahl projizirt, und den Manche als 
gar nicht existirend, Andere als aus einer Vielheit von 
Punkten bestehend ansehen wollen. Der zweite hefert ebenso 
zu einem bestimmten Original ein uneigentlichea Bijd.. XJeber die 
Zweckmilssigkeit oder den Vorzug der einen oder anderen Auffassungs- 
weise muss ditö Ganze der Wissenschaft als entscheidend angesehen 
■werden; und dies hat für den ganzen Bereich der Geometrie den 
man als projehtivische Geometrie bezeichnen kann, und dem die 
Elementargeometrie unbedingt angehört, die Entscheidung 
dahingegeben, dass es nothwendig ist anzunehmen, jede Gerade habe 
einen einzigen und bestimmten unendlich fernen Punkt." 
Eine Wissenschaft, welche sich in ihren Grundbegriffen aus Zweek- 
mässigkeitsrücksichten (besser gesagt: Bequemlichkeitsrücksichten) be- 
stimmen lässt, charakterisirt sich dadurch als eine willkürliche Forma- 
listik, womit die wirkliche Geometrie gav nichts zu schaffen hat, einerlei 
ob eine Spezialabtheilung jenes Foiinelwustes zur Symbolik dieser wirk- 
lichen Geometrie tauglich ist. Die ausnahmsfreie Gültigkeit gewisser 
Sätze z. B. des: „zwei Gerade in derselben Ebene schneiden sich in 
einem Punkte", worauf eine solche Formalistik so hohen Werth legt, 
bezieht sieh nur auf den gewählten Sprachjargon, nicht aber auf die 
logische Begriffsverbindung; denn diese macht stets eine Ausnahme in 
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ihrer formalen Verbindung, wenn ihr das Alogische (der unendlich 
ferne Punkt) zugemuthet wird. Äher alle dergleichen Alogismen kann 
man defiiiiren als innerlich leere Hülfsbegriffe, welche dazu dienen um 
die Un Vollkommenheiten einer aus analytischen Bequemlichkeitsrück- 
sichten gewählten Symbolik zu verdecken. Das letzte Kriterium 
geometrischer Realitäten ist deshalb nicht irgend eine elegante analy- 
tische Formel, sondern die (geometrische) Anschauung; denn diese 
letztere ist die unbewusst ausgeübte logische Thätigkeit, welche in der 
Xögliclikeit ihrer synthetischen Setzungen das beständige Kriterium 
der geometrischen ffalirlieit enthält. Alles was logisch zugleich 
(im Nebeneinander) sein kann, das ist auch anschaulich darstellbar; ein 
jeder Alogismus, welcher begangen wird durch irgend eine willkürliche 
Fordemng in solchen Setzungen, wird sofort dadurch angezeigt, dass 
die Anschaulichkeit des betreffenden Gebildes unmöglich ist. 

44) Seite 286, Es werde hier gleich einem Einwände gegen diese 
Theorie begegnet, der plausibel erscheinen kann, wenn man sich nicht 
über die zureichenden Elemente einer logischen B^timmung genau 
Rechenschaft gibt. Man könnte glauben, sagen zu düi-fen: werde das 
Dreieck abc bestimmt durch die beiden Seiten ab und ac und die beiden 
als fest anzusehenden Punkte c, b, so wird durch Hinzufügen der 
Drehungskonstante von 180", ab zu äh und ac zu de; also müsste das 
Dreieck abc kongruent dem Dreieck bdc sein, denn den Punkten c und 
h kann doch keine Drehung zugemuthet werden. Der Fehler einer 
solchen Argumentation liegt darin, dass in dem Satze der Bestimmung 
eines Dreiecks durch zwei Seiten der Form nach allerdings nur von 
zwei Seiten die Bede ist, in Wirklichkeit aber die dritte Seite implizirt 
wird, weil die Punkte c und d in einer gegenseitig bestimmten Lage 
mitverstanden werden. Einem Punkte kann allerdings keine Drehung 
(homologes Hinzufügen der 'Eaumkonstante) zugemuthet werden , wohl 
aber dem Zusammensein von Zwei Punkten; denn „zwei Punkte" ist 
nur eine andere Benennung für die dritte DreieckSeite , die dritte 
homologe Bestimmung ohne welche die Definition des Dreiecks nicht 
möglieh Ist, werde sie nun implicite oder explieite angeführt. Bei dem 
Umklappen würde also die Eaumkonstante für die Seite bc weggelassen; 
deshalb sind die Dreiecke ahc und dbc tiicht kongruent. 

Bei der Kongruenzbestimmung a, b, c, == a,. b„ c„ findet diese 
Zweideutigkeit der implieiten Bestimmung nicht statt, weil die Elemente 
derselben strikte homogen sind. Wollte man das Dreieck abc be- 
stimmen durch die beiden Seiten ab, ac und den Winkel iac, so hat 
man keine homogene Bestimmungselementc , mit welchen die Kaum- 
konstante homogen verbunden werden könnte. 
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Dem jetzt üblichen Kongruenzbegriff klebt noch ein Rest von 
Empirismus an; die philosophische Mathematik muss sich dessen ent- 
ledigen, selbst wenn die Formeln dadurch etwas imbequemer werden 
sollten. Aber man kann auch die alten Formeln beibehalten, wenn 
man sich nur ein fiir allemal wamen lässt gegen den Versuch onto- 
logische Bestimmungen nach analytischen Fomieln zurechtrücken zu 
wollen. 

45) Seite 310. So haben neuere Mathematiker auf Grund von 
Gaussens Definition der Fläche als Raum dessen eine Dimension unend- 
lich klein sei, Betrachtungen über Umwindungslinien in solchen Flächen 
aufgestellt, bei welchen an den Kreuzungen der Schlingen melirere 
Punkte hintereinander in dereelben unendlich dünnen Dimension liegen 
sollen. Bei den Riemann'schen Flächen sind dergleichen Definitionen 
der alogische Ausdruck einer ganz berechtigten Methode nich nelchei 
auf sich kreuzenden Kurven die Zahlveihe in einem gewj''''en bestimmten 
Sinne auf jenen Kurven fortschreiten soll. Aber jene alogischen Redens 
arten sind wiederum benutzt worden um die Betrachtungen dei nm 
in zwei Dimensionen ausgedehnten Linien auf reale KöipeiveihAltnia^e 
anzuwenden, und dann entstand trotz aller Fehlerlosigkeit analytischer 
Formeln realer Unsinn. 

46) Als einzig konsequent durchgeführte Verbindung der Iraaginär- 
formen in der Geometrie gilt heute die von Staudt auf Betrachtung 
der Involutionen gegründete, Nach dem hier Entwickelten ist dieselbe 
ein Spezialfall unter vielen anderen möglichen. Dass die Involutionen 
sich hierzu vorzugsweise eignen liegt einmal in der Charakterisirung 
der geometrischen Lage durch ein Doppeiverhäitniss, d. h. zufolge S2) 
durch Anwendung desjenigen arithmetischen Komplexes, welcher den 
Begriff des Raumes, der allseitig begrenzten, bestimmt gestalteten Aus- 
dehnung repräsentirt. Durch die involutorische Verbindung der Doppel- 
verhRltnisse wird nun das Innerhalb und Ausserhalb der geometrischen 
Gebilde — also der Raum überhaupt — in symmetrische Theile zer- 
fällt, wodurch es möglich wird den konjugirten Imaginärformen korre- 
spondirende Gestalten und Lagen zuzuweisen. Diesen Involutionen muss 
aber ein Sinn des Elementarverhindens beigelegt werden, weil sonst 
ein Komplex von 4 Elementen nicht eindeutig wäre, weil dieser Komplex 
nicht beliebig permutabel ist, wie ein solcher von 2 und 3 Elementen-, 
B. S. 216, 

Schüler (Sitzungsberichte der Naturfoi'scherversammlung in München 
1877) hat die sechs Zahlbestimmungen eines Ortes im Räume auf fünf 
reelle und eine imaginäre Form gebracht, welche letztere er Potenz des 
Punktes nennt. Eine logische Bedeutung vermag ich nicht in dieser 
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Potenz zu finden. Immerhin mag diese Methode zu einer irgendwie 
brauchbaren Klassifikation der Formen führen. 

47) Seite 337. C. Neumann. Ueber die Prinzipien der Galilei- 
Newtonschen Theorie. 1870. 

48) Seite 347. Ein sehr interessantes Kapitel sowohl für die 
Psychologie wie Geschichte der Philosophie ist die historische Entwicke- 
lung des Kraftbegriffes und der Fernewirkung. Zöllner hat in ver- 
schiedenen Schriften hierzu schätzenswerthes Material zusammengebracht. 
Den vorherrschenden Ansichten zuwider hat Zöllner die konsequente 
Auffassung einer Wirkung in die Feme schon Newton vindiziren zu 
müssen geglaubt. Ich kann mich dieser Ansicht nicht ansehliessen; 
■die Stellen aus Newton's Briefen, welche er zur Begründung anführt, 
sind mindestens zweideutig. Das indirekte Argument, welches er ge- 
braueht: „man dürfe bei Newton keine IWidersprüche annehmen" ist 
aber jedenfalls ganz unzulässig. Sucht man sich aus der Gesammtheit 
von Newtons Schriften in seinen Geisteszustand hineinzudenken, so über- 
tommt einen Jedenfalls das Gefühl, dass Newton vielfach in solchen 
Fragen schwankte, wie in allem, was einer unmittelbaren Rechnung 
nicht unterworfen werden konnte. Dabei hatte er wohl theologische 
Ansichten, aber keine metaphysischen. Ihm galt die Köi-perweit für 
nichts weiter als eine Vielheit todter Dinge (brüte matter) die von 
Gottes Arm bewegt werde, Dass er sich in Cotes Gedanken heimisch zu 
fühlen vermochte, mag wohl mehr als fraglieh sein. Aber M'eil er ^ene 
Bescheidenheit besass, welche bei jedem wahrhaft bedeutenden Menschen 
gefunden wird , wenn er auch nur auf einem Einzelgebiete vollständig 
zu Hause ist, erkannte er die Superiorität von Cotes in cheser Be- 
ziehung an, und mag ihn Vorreden zu seinen Werken haben schreiben 
lassen, ohne dass er deren Tragweite vollständig würdigen konnte. In 
dem Zusätze Newtons zur zweiten Ausgabe seiner Principia (s. Zöllner, 
Wissenschaftliche Abhandlungen I. Leipzig, 1878). „Es würde hier 
der Ort sein etwas über das geistige Wesen (spiritus) hinzuzufügen, 
welches alle festen Körper durchdiingt" .... vermag ich keine meta- 
physische Klarheit, keine Ursache der Feniewirkungen ausgedrückt zu 
finden; sondern nur den etwas breiter ausgeführten dualistischen Ge- 
danken jener Zeit, der schon kürzer von Seneca ausgesprochen worden 
ist: ,,spiritum esse qui moveat et phirimis et maximis auctoribus placet." 
Seneca quaestiones de natura VI. 12. 

49) Seite 360. Die jetzt allgemein gebräuchlichen Bezeichnungen 
aktuelle und potentielle Energie haben wenigstens das Gute, dass in 
diesen Fremdwörtern der logische Fehler in der Wortbildung nicht so 
unmittelbar zu falschen Konsequenzen bei Ableitung weiterer Begriffe 
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verleitet. Man könnte auch die etwas verständliehereii Wörter „Be- 
wegungsenergie — Strukturenergie" „Daseinswerth auf Gmnd (nach 
Verbältniss) der Bewegung resp. Struktur" gebrauchen. 

50) Seite 366. Zuweilen werden Kontroversen darüber geführt, ob 
„Gewieht" eine Kraft oder Masse sei. So heisst es bei 

Thomson, theoretische Physik pag. 185: „Man darf nicht glauben, 

dass das Gewicht eine Kraft ist, sondern es ist nurMf^se; denn ein 

Kaufmann würde bei Anwendung einer gewöhnliehen Waage und 

einer Reihe von Gewiehtstücken seinen Kunden dieselbe Quantität 

derselben Stoffart geben, wie auch immer die Anziehungskraft der 

Erde sieh ändern möchte, da seine Messung von Massen abhängig 

ist Ein anderer dagegen, der sich einer Fedei'waage bediente, würde 

in hohen Breiten seine Kunden und in niediigen Breitegraden sich 

selbst betrügen, wenn sein Instrument, welches auf Kräften und nicht 

auf Massen beruht, irgendwo adjustirt wäre. 

Diese Auslegung ist einseitig. Gewicht ist ebensogut Kraft wie 

Masse d. h. Anzahl von Krafteinheiten. Dem Kaufmann kommt es 

allerdings nur darauf an, dass die Anzahl der Krafteinheiten in seinem 

Gewicht und seiner abgewägten Waare dieselbe sei; um die Qualität 

Kraft, welche durch äas Gewicht gezählt wird, kümmert er sich nicht. 

Um diese letztere kümmert sich aber der Physiker, wenn er Gewichte 

zur Bestimmung von Kräften benutzt, und er findet dann, dass diese 

Kraft sieb mit verschiedener Intensität bemerklich macht, je nach den 

Umständen unter welchen er das Gewicht benutzt, sei es im Wasser 

oder in der Luft, am Aequator oder Pol etc, weil diese Kraft eine 

Beziehung zwischen Gewicht und anderen Sachen bezeichnet. 

51) Seite 379. Wenn in der Neuzeit Lewes die Metaphysik 
als eine Reihe verfehlter Versuche deflnirt, A. Gorate sie für „des 
puerilitös" erklärt, und selbst einige jüngere deutsche Philosophen sich 
von der Tenninologie der Natui-forscher so imponiren lassen, dass sie 
nach jedem neuen spekulativen Resultate der Metaphysik das Gebiet 
des noch übrig gebliebenen dunkeln Hintergrandes vager Träumereien 
zuweisen wollen, so richtet ein solches Gebahren nur die Stufe der 
Auffassung derer die solcherweise definiren: weder die Etymologie des 
Wortes noch der Sprachgebrauch verflossener Jahi-hunderte rechtfertigt 
dies.. Einem Natui'forscher ist es zu verzeihen, wenn er in dem Ge- 
fühle der noch nicht vergessenen Irrwege auf welchen seine Wissen- 
schaft unter dem Namen der Katui-philosophie zweck- und sinnlos her- 
umgeföhrt wurde, nichts von Naturphilosophie und Metaphysik wissen 
will; wer aber auf den Namen eines Philosophen Anspruch macht, darf 
sich von solchen peiiodisehen Abneigungen nicht beeinflussen lassen; 
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am wenigsten wenn er sieh tauglich dünkt eine Geschichte der 
Philosophie zu schreiben. 

Die Uebersehätzung , welche A. Comte als Denker heutzutage bei 
einem Theile der empirischen Schule geniesst, rechtfertigt wohl eine 
kurze Züvackweisung seiner Meinung von Metaphysik. Ä. Comte stellt 
mit seinem ganzen System der „Philosophie positive" nur ein Beispiel 
gi'osser metaphysischer Verirrungen dar. Die geometrischen Figuren 
hält er für dünne Drähte und Blättchen. Nicht eine einzige neue Auf- 
fassung, oder auch nur zweckmässigere Ausdmcksweise hat er in dieser 
seiner SpezialWissenschaft aufgestellt; die Register der üblichen Hand- 
bücher enthalten Alles und meist besser, als was seine Bände über 
exakte Wissenschaften sagen. Ueberall wo eine wirklich metaphysische 
Frage in diesen Wissenschaften vorliegt, erklärt er sie für gar nicht 
vorhanden füi' seinen positiven Standpnnkt, und erledigt sie mit dem 
konstanten Argument: Ce sont des püeiilit6s. Sein angebliches Gesetz 
über die drei Entwickelungsstufen der Menschheit, die theologische, 
metaphysische und positive, mag sich auf einen Kreis jener Leute be- 
ziehen, die mit seinen Definitionen jener teiTaini einvei-standen sind. 
Im Osten Asiens hat nie eine theologische Periode stattgefunden, sondern 
nur das was Comte als metaphysisch zu tituliren beliebt. Die positive 
Stufe Comte's als vorgeblicher Höbepunkt aller rationellen Entwickelung, 
wird heute sogar von dem wahrhaften Naturforscher als eine einseitige 
Auffassung der Thatsacben bei Seite gelegt. Das soll nicht eine Herab- 
setzung vieler guter Gedanken sein, welche in Comte's Werken zu 
finden sind; aber wenn man mit dem Anspruch auftritt endlich ein- 
mal die ganze Welt und alle denkenden Köpfe zurechtrücken zu können, 
so gehören dazu ganz andere Erfordernisse; — oder vielmehr, ein solches 
Unteniehmen venu-theilt sich selbst, heisse der Unternehmer Comte 
oder Hegel oder Schelling etc. Ein absolutes Pi'ophetenthum lässt man 
sieh schon gefallen, denn ein solches appellirt nicht an die Logik ; aber 
eine absolute Philosophie kann es erst dann geben, wenn die Welt- 
existenz keinen Zweck mehr hat, Soll aber positive Philosophie die 
Maxime bedeuten, „sich von allen Illusionen, tendenziösen Bestimmungen, 
unbegiündeten Behauptungen etc. fernzuhalten, und nach bestem Ge- 
wissen und Vermögen logische Urtheile zu bilden" nun dann haben von 
jeher aUe wahrhaften Philosophen auf dieser Stufe gestanden. Ob ihre 
Mittel ihnen den absoluten Ausschluss alles Irrthimis ermöglichten, sie 
das alleinig Thatsächliche (positive) erkennen liessen, das kann uns 
weder die Zeit „post Comte" noch die ,,ante Comte" verbürgen; denn 
den absoluten Maassstab , die absoluten Sinne .und das Spezimen eines 
positiven Atoms hat er uns nicht hinterlassen. Dagegen aber eine 
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grosse Selbstgenügsamkeit mit der einseitigen realistischen Betrachtungs- 
weise und die TituUrung „des questions pueriles" an alle diejenigen, 
welche erkannten, dass das Wirkliche der Welt viel weiter reicht 
als das Comte'sche Positive. 

52) Seite 399. Es hat keinen Zweck hiei-über Rechnungen anstellen 
zu wollen, so lange nicht die hierzu nothwendigen Erfahrungskonstaoten 
vorliegen. Billi und Secchi benutzten hierzu die bekannte Konstante 
der absoluten Fertigkeit gegen Zug und Druck; was aber offenbar 
falsch ist, und weshalb ihre langen und komplizirten Rechnungen gar 
keinen Werth haben. Es ist zu der fragliehen Bestimmung nothwendig 
die Arbeitsgrösse auszufinden, welche die Kohäsion der Körper aufhebt. 
Oh solche Versuche gemacht worden"" sind, ist mir unbekannt. Jene 
Arbeitsgrösse wird, wenn die entwickelte Theorie richtig ist, ver- 
schieden sein, jenachdem das Zerreissen oder Zermalmen oder Bruch des 
Körpers, in kleinerer oder grösserer Zeit ausgeführt wird. Dass bei 
obigen Annahmen ein jeder Körper Elastizitätsgrenzen und auch 
dauernde Veränderungen zulässt, ist ersichtlich. 

53) Seite 401. Wenn Flachen iibereinandergleiten und so gestaltet 
sind, dass von mechanischen Unebenheiten als Ursache der Reibung ab- 
gesehen werden kann, dieselben auch eine meeshare Ausdehnung haben, 
80 dass die Verschiedenheiten der Gravitation ihrer Molekel sich aus- 
gleichen, so bleibt nur noch die elektrische Beeinflussung s. S, 403 
als Ursache der Reibung übrig. Zöllner glaubt die Richtigkeit dieses 
Satzes experimentell nachgewiesen zu haben, s. Berichte d. Sachs. 
Ak. d. W. 1876. 

54) Seite 412. Ebensowenig wie dem mathematischen Atom kann 
dem chemischen Körpermolekel Bewusstsein irgend welcher Art zuge- 
schrieben werden; denn wiewohl seine Atome in Bewegung, also in 
räumlichzeitlicher Veränderung, gedacht werden, so bleibt es doch der 
ganzen übrigen Welt gegenüber ein unveränderlicher Komplex. Gleicher- 
weise muss jedem Quantum von solchen Molekeln, also den sog. unor- 
ganischen Gegenständen, todten Organismen, Fabrikaten aus pflanz- 
lichen oder thierischen Steifen etc. Empfindungsfähigkeit abgesprochen 
werden. Lagegen können wir nicht wissen, ob dergleichen Gegenstände 
nicht wieder in einem anderen Organismus dieselbe Stelle einnehmen, 
wie in dem unsrigen die Kohlenstoff-, Stickstoff- etc. Molekel. 

Bei dieser Auffassungsweise fällt schliesslich auch aller Dualismus 
fort, mitsammt der Frage, wie es denn zugehe oder überhaupt möglich 
sei, dass Atome durch ihre Bewegung, die so total von diesem Be- 
wegungsprodukte verschiedenen Empfindungen erzeugen. Die Atome 
sind nichts weniger als Ursache der Empfindungen, weil sie eben keine 
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